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Über einige arithmetische Determinanten 
höheren Ranges

Leopold Gegenbauer,
c. M. k. Akad.

(Vorgelegt in der Si tzung am 7. April 1892.)

Herr Stephen Smi t h  hat bekanntlich im Mai 1876 in seiner 
im siebenten Bande der »Proceedings of the London Mathe- 
matical Society« enthaltenen Mittheilung »On the value of a 
certain arithmetical determinant« das Product cp(l)cp(2 ) . . .cp(?z) 
durch die symmetrische quadratische Determinante n ter Ordnung

\ h  % ] ! ( / ,  ; i)

ausgedrückt, wo [/, x] den grössten gemeinsamen Theiler der 
zwei ganzen Zahlen i und % vorstellt. In den folgenden Jahren 
haben M a n s i o n , 1 C a t a l a n , 2 Ce s ä r o  3 und i ch4 an ver
schiedenen Orten theils neue Beweise der S m ith ’schen Relation

1 »On an arithmetical theorem of Professor S m i th .«  The Messenger of 
Mathematics, S. II, v. VII, p. 81 — 82. — »Sur la theorie des nombres.« Gand 
1878. — Annales de la societe scientifique de Bruxelles, t. II, p. 211 — 224.

2 »Theoreme de MM. S m i t h  et M a n s i o n , «  Nouvelle correspondance 
de mathematiques, publiee par E. C a t a l a n  et P. M a n s i o n ,  t. IV, p. 103— 111.

3 »Sur un theoreme de M. M a n s i o n . «  Mathesis. T. V, p. 248— 250. — 
»Determinanti in aritmetica«, Giornale matematiche pubblicato per cura del prof. 
G. B a t t a g l i n i ,  t. 23, p. 182 — 297. — »Intorno a taluni determinanti aritmetici«, 
Atti della reale accademia dei Lincei. Rendiconti, Serie IV, vol. I, p. 709 — 711. — 
»Nuovo studio di determinanti aritmetici«. A. e. a. O. S. 711— 715. — »Consi- 
derations sur le determinant de S m i t h  et M a n s i o n . «  Annales scientifiques 
de l’ecole normale superieure, Serie 3e, t. II, p. 425 — 435.

4 »Über den grössten gemeinschaftlichen Divisor.« Diese Sitzungsberichte,  
91. Bd., S. 333— 343. — »Einige asymptotische Gesetze der Zahlentheorie,« 
A. e. a. 0 .  92. Bd.. S. 1290— 1306.
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426 L. G e g e n  b a u  er ,

angegeben, theils zahlreiche andere ihr analoge Formeln auf
gestellt oder Sätze über bemerkenswerthe Verallgemeinerungen 
derselben mitgetheilt. In dem vor wenigen Monaten erschienenen 
ersten Bande der »Theorie des nombres« von Edouard L u c a s  
finden sich ausser der S m ith ’schen und der ihr ähnlichen 
Relation C e s ä r o ’s:

in welcher p v p v . , p r alle n nicht überschreitenden Prim
zahlen sind, noch die zwei folgenden von J. H a m m o n d  her
rührenden, vorher nicht veröffentlichten Determinantendarstel
lungen von von denen jede aus der anderen unmittelbar 
abgeleitet werden kann

wo airA für %<n  den Werth 0 oder 1 besitzt, je nachdem i 
durch x theilbar ist oder nicht, und aiiU — i ist, während

Jede der angeführten Formeln stellt einerseits einen ex
tremen Fall einer Darstellung des Productes der Werthe, welche 
eine bestimmte zahlentheoretische Function für 
ganzzahlige Werthe des Argumentes annimmt, durch eine 
quadratische Determinante n ter Ordnung dar, anderseits bildet 
sie das Anfangsglied einer Kette von Ausdrücken dieser Pro- 
ducte durch vollkommen conform gebildete Determinanten von 
beliebigem Range. Dies zu zeigen und zugleich einige weitere 
allgemeine Relationen derselben Kategorie aufzustellen und 
auf mehrere besonders interessante specielle Fälle anzuwenden, 
ist der Zweck der folgenden Zeilen. Zu dem Behufe soll zu
nächst im ersten Paragraphe eine Beziehung aus der Theorie 
der Determinanten höheren Ranges in etwas allgemeinerer Form, 
als für die gegenwärtige Untersuchung nöthig ist, abgeleitet 
werden.

Cp (7?) — K *  | (jt ■/.— 1, 2, ..., 11) 

=  | fr/, ■/. | (/, x =  1, 2, . . . ,  11) >

i i (i +  1)bj * : — für x ^  11— 1 und bj n — —- ist.
L x _ 2
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§. 1. Die Determinante n ier Ordnung vom  R ange r - t-s— 2

I c ü, *'s. ■ • •» V + s—2 I ('1> *2> • • •’ V + s—2 =  1> 2> •••>«) •

deren Elemente aus den beiden Elementensystemen a i u ,r , ^juj2,...,js(ü, h, ■, =
1,2, . w; «V;is =  1,2, ., w) in der durch die Gleichung

x=m

- 2  —  ^  a h, *s...... V—1> x ^'r> V+l- •••> »r+ss—2 >
X=1

3)'

angegebenen Weise zusammengesetzt sind, ist bekanntlich durch die Relation

i W, i (2), (*'+s—3) f (1) i (2) .. f (>'+5—3) (1) f (2) (r+ s-3 ) =  „1 1 ’ 1 2 2 2 ’ 11 n 11 r + s —3

I C'i, • • •, V + s—2 1 (,-i> • • •> V + s—2 =  2> ■ • ”) ~  ^  |^ |  * ■ 1 Cl, * t1), 7:p ) ,. . t(^+s—J
i (!), i (2),. . .» (^ + 5 -3 )  ,• (1), i (2) . f (r+s-3) . . .  (1) f (2) . f (r+ s-3 ) =  j 11 1 1 2 2 2 11 n 11

• / P ,  *■ (r+ s“ 3) ' • C«, i W, * P),. . . ,  i (r+ s~ 3)2 2 2 71 w 7t
definirt, in welcher (a,, a2, a.) diejenige quadratische Determinante bezeichnet, welche entsteht, wenn in
der gewöhnlichen Determinante tter Ordnung

1, 0, 0, 0
0, 1, 0, 0

0, 0, 0, 1
4̂tô.1
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an Stelle der x tcn Horizontalreihe die für x ~  1,2, .,v  gesetzt wird. Es sei zunächst mindestens eine
der beiden Zahlen r  und s, zum Beispiel 5 gerade.

Führt man auf der rechten Seite der letzten Formel die durch die Gleichung 1) angegebenen Werthe 
der Elemente tr+s_2 ein, so verwandelt sich dieselbe in die folgende:

j(l) j(2) . /(r+ s 3) j(l) f (2) . t ®), . . . ,  i (1), »W, . . i (J'+ s~'3) = n ■ x, X.,, ... X,, =l 1 1 2 L 2 n  11 11 '  11 r+ 5 —3

I Ch, h, ■■■, V + s —2 I (;'i> h ’ ■ ■ •> lr + s - 2 ~  2>■ ■ ■’ ” ) =  /■ | 7 |  (*1^’ ‘ > *u ’) ■

i,(1), i,(2), l r+s“ 3), 41}. *i2),• • • > iir+s~3 ) ® «̂ +s- 3̂ ; K K ..., V = 1I ’ I ’ 1 1 7 2 2 7 2 11 11 11 n
1

’ a i ,i(D, i(2),..., i ( r - 2 \ Xl \  i( 1), i ß ) , . d r - Z )  ^  \  f (2) . f-(r-2) x> 1 > i > > | »i > g ’ 2 ' ’ 2 ’ - n 11 11 n

' i(r) . . i( r+ s -3 )  x *•(r - 1 ) { (r) ,-(r+ s-3) , X, ‘ ^ ( r - 1 )  *(r) ,-(r+s-3) x„ .t ’ 1 ’ ’ 1 ’ 1 2 ’ 2 ’ ’ 2 - 11 11 11 n

In der entwickelten Summe auf der rechten Seite dieser Gleichung kommen Glieder, in denen zwei der 
Grössen X.A mit verschiedenem Index denselben Werth haben, nicht vor. Es entspricht nämlich jedem Gliede 
derselben, welches abgesehen vom Zeichen gleich

-/2, . . . ,  xy _ 1 , 0 K r , y.r + 1 * r +<? - 2> 3 a T »> '*> • • •> V - 1 > 0 ^ V >  V + l  • •’ ' r -1 -5-2 . c

ist, ein anderes von der Form

*s, • • v - l .  G K >  V + !>■••> V-bs—2 > •••> V—1, 3 ^ r l * r+ l’- " ’V + « -2 ' 3 ' ‘ ’
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wo die nicht aufgeschriebenen Faetoren in beiden identisch sind, und da diese zwei Glieder durch s— 1 
Vertauschungen von zweien der Indices i aus einander abgeleitet werden können, so sind sie dem absoluten 
Betrage nach gleich, dem Vorzeichen nach aber verschieden und heben sich demnach auf. Ist n~>m, so 
kann ein Glied, in welchem sämmtliche Zahlen X,, X8, . . X„ von einander verschieden sind, nicht auftreten 
und daher hat man die Relation

Ist so bilden die in einem Gliede der Determinante auftretenden Indices Xp X2, . ., X„ eine
Combination wtei' Classe mit Versetzung und ohne Wiederholung der ganzen Zahlen 1,2, . m, und daher 
kann man in diesem Falle die letzte Gleichung auch in folgender Weise schreiben:

• ■> V—i >  ̂ V’ *V-{-l ’■ ■> lr-\-s—2>  ̂ • ■ ■> V+s—2 — h A • • •> *0 (n > m ; 5 gerade).
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Vollzieht man nun in dieser Gleichung zunächst die Summation in Bezug auf ^ ' - 1+y-) (% — 0 ,1 ,2 , .  

5 — 2 ;  fx =  1, 2, n), so wird für j e d e  aus denselben n ganzen Zahlen X(1), X(2), . ., X(w) gebildete Com-
bination der Grösse X1; X2, . ., Xrt

i (»■-!), i W , . . . ,  * (r+s—3) i (r-1) iir) i ( r + s - S )  ,• (r-1) { (r) ,• (r+s-3) _  M1 1 1 2 2 2 'f t  1 n n r+s—3

(Xj, • • - 5 »̂) /  [7 1  (^, n , . . ,Z_J I I  ’ 2 ’ ’ z(̂ —1), tW,.. i(r+—1)J Xj
*(r—1) fM . ,-(H-s—3) v (r- l)  ,-W ,-(y+s—3 ) .. .  t- ( r - l)  {(r) . . .  j-(r+ s-3 )= 1  r—1 1 1 1
1 t ’ 1 2 2 2 ’ ’ n 11 ’ n

' ^ i  ( T - 1) i (r) ... i (r+s-3) ^  (r-1) j (r) ... * (r+s-3) x =  | ^h,  h, ■ ■ ■, iS- \ > *s | (h, ** • • • > *s-l = 1, 2, .. •, «; t s = xC1), x(2),..., x(”))
2 ’ 2 ’ - ’ 2 ’ -  n  ’ 11 ’ ’ ’ 11 ’ 11

und demnach ergibt die Summation rücksichtlich der übrigen Indices und der Zahlen Xp X2,. X„ die 
Relation

I V  h.i • • •> V + s — 2 I (*i> h ’ • ■ •> V + s — 2 =  1 )2 , . . . ,  w)

—  |a u , » * .•  V — i - v 1 1 h ü b , ■ ■ - J s _ v j s  | ( * « . *s .• • V — i - • • - > j s _ x = * » 2’ • • • - 7?; v >  i 5 = xi , h , • • ■ . * « ) »  2 )

Xj, X», ..., x~

wo die Summation bezüglich X,, X2, . .  X„ über alle Combinationen wter Classe ohne Versetzung und ohne 
Wiederholung der Zahlen 1,2, , . , m  zu erstrecken ist. Ist n m, so erhält man die von mir früher 
abgeleitete Gleichung
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| Ciit U, . . . ,  ir+s_  2 I u , . . . ,  ir+s_  2  = 1, 2, . . n) —  I a u, u , . . . ,  i r \ ■ I bj u h ,  • ■ •, j s \ (»., h, h, ■■■, ir \ j » j *  2’ ») ’ 3)

welche das Multiplicationstheorem der Determinanten höheren Ranges ausspricht.
Die Gleichungen 2) und 3) bleiben aber auch bestehen, wenn beide Zahlen r  und 5 ungerade sind. 

Sondert man nämlich in diesem Falle aus den nr+s~2 Elementen cu u ... dadurch aus, dass man1) 21 7 --6 7 ,J>
für einen willkürlich gewählten, nicht an der Stelle der festen Indices des Systems bjuj, , . . . j  befindlichen
Index ir+% irgend eine bestimmte Permutation der Zahlen 1, 2, . ., n setzt, und bildet |
aus denselben die Determinante wter Ordnung vom Range r + s —3 o

CB

ö
\c. . \ . . .  . . "I 1u l-i, • • •> , V+*> V+x-i-l >■ • ■> h- +s—2 I (?'i> • • ■> V+x—1 > V+x+1 >■ • •> V+s—2 = 1, 2,..., 7t)5 2j

3’ja
so ist dieselbe nach 2) gleich der Summe 3-

3
D*
O :

V  | II ^
,,  •• - r - l -  *

J? -7 7 // p Doq
=  1, 2, . . . , « ;  ir , j s = \ , X , , . . . , - k n )- “

Addirt man nun alle auf diese Weise entstehenden k! Determinanten, nachdem man jede von ihnen mit 
dem Vorzeichen (z|r+;:), U[+'A\  z'l7’t'+y')) versehen hat, und berücksichtigt, dass nach einem bekannten Satze
aus der Theorie der Determinanten höheren Ranges SS
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»'(»'+*) (i0'+*),..1:(r+*) = n
V  (j(r+x)j *£'+* .

i (*'+*), 7: O'+x) _, _ j- (r+ x ) =  j 
1 ü 11

. C.

— C.
i (»"+*), * (^+*) 0'+*) =  «.1 ü ’ ’ n

y  («(•-+-),ff’- «  ...,»(*•+«)).

z'ii *2j • ■ •> V + x —1> V +x> V + x + 1  >' • •> V + s —2 I (*'i> *2’ • ' ■’ V + x —1 ’ V + x + l  >• • •> 1'r + 5 —2 1» 2 , . . . ,  11)

»I, *■>, . . V+s—2 I (7'i> V+s—2 li 2, ■ • w)

;(r+v.) ,-(r+x) ,-V+x) =1 ’ t ’ ’ 11

— | fyi,/•, • • •, , j s I O'i. • ■ •.is_j = 1. 2> • • • > «; J, = X1. K • • • -

ist, so erhält man sofort die Relation 2). Die eben bewiesenen Formeln bilden die Ausdehnung des C a u c h y  
B in e t’schen Determinantensatzes auf Determinanten beliebigen Ranges.

Von den speciellen Fällen der Relation 2) mögen folgende zwei besonders hervorgehoben werden

X=m
V  A, . . a. . .
/  i ■ • •> V—],X V> V+l’■*■> V+s—2 > x
X = 1 (/■„ • • *j V+S—2 — 2, , 7Z)

432 
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X = 1l
tu, .... IV+S_ 2 — ^  , X ßiy IV.■+1’ ' ‘ ’’ ^r+s—2> x ’ 4)

x = i

WO aX]) ^  -/r, ßXj) yXji x..... . *r+s_2 > beziehungsweise die Adjuncte des Elementes a*u .., v , &x„ .. ,,*s ,
c*„ *r+s_ 2 vorstellt.

§.2. Die in der Gleichung 3) auftretenden Elemente ajlt j7- mögen so beschaffen sein, dass die 
Determinante

| a,u ...}ir | (/,, ir = 1, 2, ..., «) —- 1
ist, so dass also 3) in

\ = n
V  7
/  | a U, h, • • •, V—1> XÖ'V> f'r+1 >• • •> V + s - 2 , :

X = 1
---- | 7.;, . . . ,  1S I (/„ ü , . . . ,  is =  1, 2 ,. . ., 11)

(/,, 7*o» •••. 7r + 5 — 2 =  1, 2, . . . ,  77)

übergeht.
Für den vorliegenden Zweck geeignete Elemente a , - ,• der eben genannten Beschaffenheit sind 

die Grössen

&ix. = R
1 -  *V

W. — 1 , r + 1  , r « .
_V_ 1 ) 1~T . f\

U. F l x
5j+l

(x(x) — 0 # < 1 ,  x ( l ) = l ) ,

wo die Grössen w,, uz, . ., u„ irgend welche verschiedene ganze Zahlen vorstellen und #x<  u.A (X<x) ist. 
Aus der oben angeführten Definitionsgleichung der Determinanten höheren Ranges folgt, dass in diesem
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Falle in der Entwicklung von ,r= 1,2,...,«) sowohl alle Glieder fehlen, in denen z.<W <  z ^ - 1)
\ x < r — 1) ist, als auch jene, in welchen z|r_1)> x  ist. Da nun aber jedes der r — 1 Zahlensysteme z'M 

(x =  1, 2,. •, n) eine Permutation der Zahlen 1,2, . ., n bildet, so könnte, wenn auch nur für einen Werth 
von x z'M> i(r~V oder < x  wäre, für irgend einen anderen die eben als nothwendig erkannte Ungleichung
nicht erfüllt sein, und daher tritt nur jenes Glied auf, in welchem z'M =  x (v 1,2,. 
ist, so dass also

r — 1; x =  l , 2

und demnach

Fl

H l
1

U i  —  1 1V
r — 1

FI*
'Sf-f-l

r Ui\ i )
Uir

=  1
(V k. V = 1. 2, . . 11)

X = 11 s,
y
X=1 1 

ist.

r—l

Fl*
Sj +  l

bir> V +  !>• • •> V + s — 2> x 5)

Berücksichtigt man, dass die Differenz
U i  1

1—T

V
L «x J

den Werth 1 oder 0 hat, je nachdem ui durch’ J X
theilbar ist oder nicht, so erkennt man, dass nur jene Glieder des Elementes C; ..... ; der auf der linken
Seite dieser Gleichung stehenden Determinante von 0 verschieden sind, in denen «x ein gemeinsamer Theiler
der Zahlen u-h, u-u, ist und demnach stellt dasselbe die Summe der Werthe vor, welche das Product

r — 1

FI*
Sj-1— 1

434 
L. 

G
e

g
e

n
b

a
u

e
r,

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Sitzb. 
d. m

athem
.-naturw

. C
l.; 

CI. Bd. A
bth. II. a

annimmt, wenn alte zu den Zahlen uy gehörigen Theiler des grössten gemeinsamen Theilers [ih\, Ul , , 1
der Zahlen 11 it, i i durchläuft.

Ist speciell
X (*) - M.

so wird

r—1

F I x lr> lr +1 ’’ ’ •> lr + s
S] +1

tr + s —2, X

si+ 1 y., = 1
l\ : — ui , m r _  ~ i = m.-ZS] + 1 5i + 2 1—5, —J «r_j

V''
e (  % ± i V % + 8

«7t, Wr_ Si_ 1 = l
Wo m r- s \ bit"V

•" wo die Marke am Summenzeichen anzeigt, dass nur jene Werthe von m y zu nehmen sind, für welche

y Si+* u\ =  m y. (x =  1» 2, ., r — s, — 1)
ist, und daher, wie man sofort sieht,

>ni — ui , 1 > m" =  ui , „>•••> « V — ? _ ( = « /'i'j+1 î+2 1 V— 1
V/  ,

7H,, « / j ,  . . . ,  =  1

V-J-l >■ • •> V - f s —2, X

^ /r ,/r+1, . . , / r+,_2(K> w r_iV_!]), 6)
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wo die über alle Werthe von X, für welche ein Theiler von [%1} u,-.,, ., m z, . i] ist, aus
gedehnte Summe

/  | K  V + l >' • V + s—2> X B i r , 7r ^ _ i i r _|_5 — 2 ( i U h > • •) MiSi’ > W 2> ’ > w r —s,—l])
X

gesetzt ist. Man kann demnach in diesem Falle die Gleichung 5) in folgender Form schreiben:

- l

B i r , ?V+ 1,. • V + S_ 2([W»\ iU b -  • • > % ,  * | )  W 2> • • ■> S j — l])  -

m « =  %  +  i ’ =  % J +  2 ’ • • " V - S l - 1 =

V/

--- I ^*1. *2. • • •, V I (»1, **, . . t'o =  1, 2, .. ., 11) • 7)

Es mag bei dieser Gelegenheit nur darauf hingewiesen werden, dass sich aus 6), falls

[» ,„  uk, « , J  =  m, « ,Ii+v =  m„ h r, ,r+i......=  |»(X)

gesetzt wird, für die Anzahl jener die Bedingungen \ ^ a y^ m y erfüllenden ganzzahligen Werthsysteme 
av a2, . . a , welche mit m  ein theilerfremdes System von r  ganzen Zahlen bilden, der Ausdruck

Y—1

d 1
1x(d)

ergibt, wo die Summation bezüglich d über alle Theiler von m  zu erstrecken ist.
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ü, — 0  (is—i <c is")

5.» „ 1

*i r 1 I "1 7̂
.......... = n i k ; ] - | - f . —

in allen anderen Fällen, so wird, wie man leicht findet,

s — 2

I n t
S ,+  l

U; Ü UiS- V  n 0

I bju i2, . ..,ij | (/„ ib ..., is= 1, 2,..., n) — Ĵ lJ g  (u\i, ?V)

n* = Mv+S.>"* = «»Vj. - « w ,-2  = «».r + s , + l V+5—3z G (U < r+ s-2,

«i. %_s2_2=1

>[%,> • •> %5]> ^/r> t̂V+1’’ ‘ *’ *̂V+s«—1 ’ ^ 1 ’ ^ 2 ’ • ' • > Sj— 1) ^2’ ' • ^s—s.,—2])j

wo G(x, z) die Summe derjenigen Werthe vorstellt, welche die Function g(x,y)  annimmt, wennjy alle zu den 
Zahlen «x gehörigen Theiler der ganzen Zahl z durchläuft. Die Gleichung 7) verwandelt sich daher für dieses 
specielle Elementensystem 2- in die Formel
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m* “  % i + i > nu-=1%,-i-2’-■ ■’ ,,lr s t -1=»/V_i • ”• = nir+S,’ ’h = Uir+ss f l ’” "’ "s-s*-* ~ "/r+i._3

2
•;/i„ i i u , m r_ Si_ x , nu 11» , . . US_ S ' _ 2  =  1 

^ ( w/r+s_2> ’ ̂ *2’ ’ • ' ’ WtV-H 1 ’ ‘ ‘' ’ WV+s.—15 Wi> W2 j • • • j S,—1) ^2; • • • > %—2])

welche für 

die Gestalt

=  |7[ £(%>%)> 8)

5, ;= r  — 1, 52 =  s—2

\G(uir+s- 2> luh> Uh’ • • ' ’ Uir+s-2^\(ii,is,...,ir+s_.2=l,2,...,n) ~  J^J

an nimmt.
§. 3. Es sollen nun durch zweckmässige Specialisirung der Function g(x,y)  einige bemerkenswerthe 

arithmetische Beziehungen abgeleitet werden, 
a) Es sei

g(uis_ v uQ  = ls—l Ui  , —  ln*s—1
Ui  L *s J Ui  ls J

7] (Uis) f ( u is) ( i s_ !  =  X,, Xg, . . ,  X̂  _ j) 9)

£ ( « , „  M /s )  —  7] (uis) f  (uis)
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g ( u is- l >  u 0  =  Yl (W<5) (*S-1 =  4 ,  4 - 1  ^  * i ,  * 2 > •» * : - l>  « )

g ( « iÄ_ j , W/s) = 0  ( 4 - i  >  4 ;  4 - i  ^  , Xg , .  . ,  x r _ 1 , n ) ,

wo ■/](#) den Werth 1 oder 0 hat, je nachdem x  eine bestimmte Eigenschaft besitzt oder nicht. Alsdann wird:

G (w/,._|_s_2> [^/i5 w/o> •} »̂Sjj Uir+\’ ’’ ^V+s..—1 ’ ®2> • •’ Sj—1) ^ 2» * *’ ^s—s..—2]) —

w('2) • •> u iŝ  Mir, w/'r _̂j, • . ., Uir_|_So_jj w i, Wlr-Si-h ^\i ^2’ •’ ^5—52—2)"
\

U ' s + r - 2

[#/t, %2, . ., »̂5,5 ^V+l’ ' ■ ' ’ ^V+5..—1 ’ ^ 2 ’ ■ ’ 'mY—sx—h ̂ 2> • • ■ > ^s—s2—2] 1

ls-\-r—2

10)

•'](«>,.+s_ 2)

(4+5—2 1̂ ■> ^2’ " • j
G (Wj/., [W/j, U u  1 ■ i u is i u ir , U j r _|_j, . . , * | ,  • j Wr_ Si_  1 , Mj, ^2, . , Ms_ 5,_ 2]) —

—  -^rt, ti ( [ % u  w /2; • '5 ^ * S l> ^ V + l’ ’ ’ W'V + S j— 1’ ^ 1 ’ *^2> J w r —5 j—1 j W2> *> ^ s — s2—2] )

G  («*r + s _2> ["* 1  > U H’ ■ ■ > %  > U ir i U i r + \ ’ • •» ^ V + 5 ,-1  ’ m V  m V  ■ > m r - s t- l ,  n v  n %i • > « 5- S . - 2] )  =

—  F n> ^ ([W /,, U ü ,  ■, ^ / Si? WV + 1’ ‘ ’ U i r-\-s 1’ W*V+s—2 ’ W l ’ W 2’ • ' > Sj—1> %> • • > ^ s —s.—2])

(4'+s—2 — ^9’ ' ‘ 1 l)j

wo FUjT(x) die Summe der Werthe bezeichnet, welche die Function f { y )  annimmt, wenn ihr Argument alle 
zu den Zahlen ux gehörigen Theiler der ganzen Zahl x  durchläuft, welche die durch die Function 7](s) 
charakterisirte Eigenschaft besitzen, und demnach hat man den Satz:
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Die Determinante ^ter Ordnung vom Range r + s —2

\Hq K ,  U u , • . , Mir+S_  2 | (iv iit . .  M ir+s_2 =1,2,...,11)’

in welcher nv ttz ,. un irgend welche unter einander verschiedene ganze Zahlen (u}<,uy \ X<%) bezeichnen 
und die Elemente mit einem von %j, x2,. . . ,  x:_ 1; n verschiedenen ( r + s —2)ten Index den Werth 0 besitzen, 
wenn uir+s_2 die durch die Function ■/](#) charakterisirte Eigenschaft nicht besitzt, sonst aber durch die
Summe

m ' ~  Uis t + 1 ’ m '- ~  UiSl+ 2 ’- ’ •’ mr - s x- 1 = «*>_! - «i =, 1 1 1 =  U i  , 11» =  u r+s—3

m i} n u ,  ■ ■ ■, m r — n 2, . . . ,  n s — ^ — 2 — 1 

[W/j, W/j,- •, wir j •> • •> m r—Sl—i, fly, ^2, WS_ S:_2]

V + s—2

-5 WV+1’ ■ *’ WV+S3—1’ *> ^ r —s,—1 > • ■» ws—s2—2] 1

V+s-
11)

gegeben sind, während die übrigen die Werthe
VI. = 11: ,1ll, = U:ls , + r  - ' 71t,,__q _ - < = . u :  1 1 , =  11: , ! U = 1 l ; o _ 9  =  ;t/

> i+2  ) — S, — 1 V — 1 ’ 1 V + s .«  - V + s . + l  - ' r + s — 3

V
m „ m.z, . . . ,  m r _ Si_ x , n h n.,  ■■., « s _ ss_  2 =  1 

5 > -5 WV’ WV+1’ " *’ WV+s.,—1 ’ ^ 1 ’ W2’ ' ’’ ^ r —Si — lj W2, , (z’5_f-A-_2 — m) 12)
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*S,+1 'S,+2

V
r+s-i 'r +  S-y ■ s.. 2 -  % +s_3

mu ino , . . «ir_ s i, «j, «■;, • ■ ns_s _ 2 =  1

, U L,  • • • > W/S| > i l ir i U ir + 1 > •) U ir+ Si- 1 ) MV + s _2> W l> W 2> • > m r—Sl- l  ’ U V  W2> ' • > ^ s —s .—v])

(4+5-2 =  *„**, -, X=_i) 13)

besitzen, wo FUjri(x) die Summe derjenigen Werthe vorstellt, welche die Function f ( y )  annimmt, wenn ihr 
Argument alle Theiler der ganzen Zahl x durchläuft, welche zu den Zahlen gehören und die durch die 
Function r\(z) charakterisirte Eigenschaft besitzen, ist gleich f ( u %]), f ( u . ^ , ... oder 0, je nachdem
sämmtlichen Zahlen ux die durch die Function Y](s) charakterisirte Eigenschaft zukommt oder nicht.

Ist speciell
st — r — l, sz = s —  2, 

so werden die Ausdrücke 11), 12), 13) der Reihe nach

[ w / j ,  Ui.,,  . . ,  W;r + S _ 3] K -  u k ,  • ,  » / r + s _ 3] — i-

V + s —2 J U i r + s - 2
; Fu,  r; ([w/,, U l , • ■, u ir _ _3]) > Fn,  v (Lu i , } n k  > ■ •) u iYjrS_ 2])

Ist Yj(s) =  1 für jeden ganzzahligen Werth von z, u} — X, z — 1, r  — s =  2, f (x )  =  <?(x), so liefert das 
letzte Theorem für s, 1, s, = 0  die erste H a m m o n d ’sche Relation, während sich für Sj r= sz ■= 0 aus ihr 
die zweite ergibt.
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ß) Wird die Relation 9) durch die folgende ersetzt

°(u. , u . ) ~/s_ i’ »/
it.

ls - 1

während alle anderen in a) für g(x ,y )  angegebenen Beziehungen bestehen bleiben, so tritt an die Stelle der 
dritten Gleichung des Systems 10) die Formel

G(u. ,\u. , u . ,. . ., u. , u. , u. . ,u .  „ 01)—v V+s—2 11 2s, fr  V+l V+s.,—1 r —st —1’ 1’ 2’ ’ s_s,_2J/

V+s—2
V  , w., . ,u. , u . , u .  , -,n J)
/  ™,T]VL ?1 ? ^ 5  J * > V + 3  V -f -S »— 1 l ?  ’ 7'— 5 , — 1 ? 1 ’ * ’ ’ 5 — S*— 1 l /

5.. —1= 1
(z'r+s - 2  =  X , ,X 2, . , ^ _ j )

und daher erhält man den neuen Satz:
Die Determinante wter Ordnung vom Range r + s —2

I H. ( u . , u . ,. ., u. I ,
7i *2 V+s—2 I (/„ n, . . v+ s—2 =  1, 2, . . n)

in welcher wt , w2, . . irgendwelche unter einander verschiedene ganze Zahlen sind (ux< u v-, X<%) und 
die Elemente mit einem von %2,. ., verschiedenen (V +s—2)ten Index den Werth 0 besitzen, wenn
1lir ^  _o die durch die Function ~q(z) charakterisirte Eigenschaft nicht besitzt, sonst aber durch die Summe
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haben, wo Fu> ^(x) die Summe derjenigen Werthe vorstellt, welche die Function f ( y )  annimmt, wenn ihr 
Argument alle Theiler der ganzen Zahl x durchläuft, welche zu den Zahlen «x gehören und die durch die 
Function ~q(z) charakterisirte Eigenschaft besitzen, ist g le ich /(«VJ /(«,„).. oder Null, je nachdem
sämmtlichen Zahlen wx die eben erwähnte Eigenschaft zukommt oder nicht.

Auch in diesem Satze ist die zweite H a m m o n d ’sche Relation als specieller Fall enthalten.
Y) Bestehen für die Function g(x,y)  die Relationen

g  (u . , u .) —* v is_!»

in allen anderen Fällen, so wird

U .  -1 w. --1
V— 1 *S—1

u  ■ L W.
ls ls

u . - 1 1 . --1
V— 1 *5— 1

u .' V
u .

V

yfai  )/(»,•)lS ‘'S

V K )

«,V ; » , Si , «  ■ ,V
U. , 

V+l
. , u .

V +s , - 1
, m 2, ’ r— s t- _i > n v  n %-> • } Ws_ s, _ 2]) =

=  . • . m '11' . 4
’ V

, W. , W. , 
V ’ V + l ’

. , u .
V + s ..— 1

, «. ,
V +s—2

m v m t , . 

(■V+s— 2

•> m r - Sl- V  Ul ’ n 2> ■> " s  s , , D

, r « . , u . , .,.9’ L V  5 ^ V
w. , 

V+l
.,11.

V + s -.— 1
., m r—Sj-_p • , * V , ;_ 2]) =

--- T) >11. ,h • > w; , 1 1 . , 1 1 . , 
’ V ’ V + l ’

. , 1 1 .
lr-h s,— 1

, W. ,
V + s —2

w , ,  w 2,

(V + s - 2

■,™ r- Sl- V n v n 2> ■ 

— ^2’ • ‘ •’

> » 5 - S , - J)
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wo 'fj[u)(x) die Summe der aten Potenzen derjenigen Theiler von % vorstellt, welche zu den Zahlen u} gehören 
und die durch die Function yj(z) charakterisirte Eigenschaft besitzen. Man hat daher das Theorem:

Die Determinante wter Ordnung vom Range r + s —2

H 9 (u, , u . ,. ., u . ) I
2 h h  V + s - 2  | (/„ u, i r + s _  2 =  1 , 2 , . . . ,  n) >

in welcher u v u2,. ., un irgend welche unter einander verschiedene ganze Zahlen (u}<n .A\ X<x) vorstellen ET 
und die Elemente mit einem von xt, x2,. ., xt_i, n  verschiedenen ( r + s —2)ten Index durch die Summe

od*CB
m 1 =  Ui ,1 IU  =  U; 1llr _  q _ 1  =  U; 1 1 . =  Ui , =  c o =  l i :  „‘Sj+l *s, + 2  r *1 1 V—1 1 V+So’ ■' V+s.+l’ s:;—z V+s—3 ö

V  I
Z_j 3

ui,,  m . , . . . ,  m,,_5j _ j , jjlf n s _ s>__2 =  * p

CB
, w. . . , n .  o J )  3

<0 '■l j ’ s, lr  V + 1 Jr + s . , — 1 V + s — 2  2  r — s , — 1 ’  ’  a —  s : ; —  g *

o
gegeben sind, wo r ^ ( x )  die Anzahl derjenigen Theiler von x  vorstellt, welche zu den Zahlen u} gehören und |
die durch die Function y](s) charakterisirte Eigenschaft besitzen, während die übrigen die Werthe g?DCfqCD
111, - U: , in .. =  H; , rnv _  o _ i  = 1 1 ;  , , 1 1 1 =  Uj , iu  — II ;  —9 =  « /  „ ̂f5, + r  ' *Si+ 2  ’ ’ 51 1 lr — 1 1 V+S.. “ V-f-s.+ l ’ 5 1si ■* V+s— 3

V
Mr_ Sl—1 - «1, ■ •> ns - s , - 2  = 1

) ’ i ’ , 1 » ’ ’ " " i  , n ’ " " 1 ’ " " 2 )  ’ J " " r — s . __1’ “ ' 1 ’ “ "2’ ’ > " s __s . __ 2-1''V+l >'+*■■>—1 »'+*'—2 r si 1 Qi’ ’ U i , V n v n t i  ' . V s . -  2_J) £
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haben, wo FU: .q (x) die Summe derjenigen Werthe bezeichnet, welche die Function f ( y )  annimmt, wenn ihr 
Argument alle zu den Zahlen i \  gehörigen Theiler von x  durchläuft, denen die durch die Function v] ( z )  

charakterisirte Eigenschaft zukommt, ist gleich )f{u„) oder 0, je nachdem die eben
angezogene Eigenschaft allen Zahlen ux zukommt oder nicht.

Hat y](z) für jeden ganzzahligen Werth von 2 den Werth 1 und ist

so liefert das eben abgeleitete Theorem für f (x )  =: cp(.r) die S m ith ’sche Formel, während sich für f (x )  — X(x) 
aus ihm die oben angeführte C e s ä ro ’sche Gleichung ergibt.

0) Setzt man endlich

r  ~  s =  2, =z X, Xjx |JL, t — n, 1, sz — 0.

S

in allen anderen Fällen, so wird

1,S—s.> — 1 — ^
(*',.+ 5 -2  = n)
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G(u. , ,u .  , u . , u ■ , . ,u .  , m . , m 9, . , m  , , n . , n 9, , , n  ,,1) =
v V f s —2 h  h  i s  } t r ’ i r + \  'r + s . ,  -  1 r — s i ~  1 1 2 s— s.,— 2J/

ns—  s2—1 = u ir_̂ s_  2

— /  'oLM)d  , u . , u .  , n., n9, . . n /I)/ _i 4]» jsj > 3 *y+l V+s..— 1 1 2 r-Sj— 1’ 1’ 2’ ’ s—s-, — 1J/
n s—s:, — l —1

(V+s_2 ■■■>*,_1>«)

und daher hat man das weitere Theorem:
Die Determinante r Ordnung vom Range r + s —2

\Ho(u. , u . , . .  . , u .  ) I
I ll 1:1 tr-{-s—2 | (/3l / * , . . ir _|_5_ 2  =  1 ,2 , . . . , 7 0

in welcher «2,. irgend welche unter einander verschiedene ganze Zahlen x<X) bezeichnen
und die Elemente mit einem von x1; x2,. x-_i, ^ verschiedenen (V-fs—2)ten Index durch die Summe

m = = % i+2. - .  "h- Sl- i  =% _i >». = %+*.’ «*- -  "*V+s.+ i-■ - = % +s_2

z
Wj, M«, • • fWy— — 1 , «i, Mo,- . 1ls—6-;—1 — 1

Tl6° ( I X  > 11L > • ’ U i . ’ U i • ’ Wi , ’ m i ’ W 2> • • > S| -  P  Wl» W2> * * > 5,-1 -I)1 61 7 7 "I“ 1 7 ~p 6 1 *
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definirt sind, während die übrigen die Werthe

Z _ j
mt, Wo,..., mr_s iu,. . ns_s>_j = 1

haben, wo v][“)(#) die Anzahl derjenigen zu den Zahlen «x gehörigen Theiler von x  vorstellt, welche die durch 
die Function Y)(z) charakterisirte Eigenschaft besitzen, und Fn̂ (x )  die Summe der Werthe ist, welche 
die Function f  (y)  annimmt, wenn ihr Argument die eben genannten Theiler durchläuft, ist gleich 
/ ( w*i)/(w*>) • oder 0, je nachdem die eben erwähnte Eigenschaft allen Zahlen ux zukommt
oder nicht.

Die in diesem Paragraphe aufgestellten vier Theoreme führen sofort zu folgenden Gleichungen

(*1 . *2, • • •. V + s — 2 =  ! >2 ,  . . . , 11)

11
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4 5 0 L. G e g e n b a u e r ,

aus welcher sofort die Gleichung

folgt, die zeigt, dass die über alle Theiler d der ganzen Zahl n 
ausgedehnte Summe

den Werth oder 0 hat, je nachdem 11 eine Zahl u ist,
oder nicht. Die rechten Seiten der aufgestellten Gleichungen 
können daher auch in folgender Weise geschrieben werden

wo a,, a2,. x1; %z,. . ., %:_i eine Permutation der Zahlen
1,2,. . , 11— 1 ist.

Bilden die Zahlen u v uz,. ., 11 n ein geschlossenes System 
von ganzen Zahlen, d. h. ein Zahlensystem, das alle Theiler 
jedes seiner Elemente enthält, so stellt die Function ' ^ ( x )  die 
Anzahl aller Theiler von x  vor, welche die durch die Function 

charakterisirte Eigenschaft besitzen, und F1Ij71(x) die Summe 
der Werthe, welche die Function f ( y )  annimmt, wenn ihr 
Argument die eben genannten Theiler durchläuft.

Ist die Function f (x )  so beschaffen, dass für jedes even
tuell gewisse Bedingungen befriedigende Werthepaar x, y  die 
Gleichung

besteht, so liefert jede der abgeleiteten Formeln, falls Yj(V) für 
alle in Betracht kommenden Werthe des Argumentes gleich 1 
genommen wird und die Zahlen uKi, . ,ih.._v  un so gewählt 
werden, dass sie den etwa für x  und jv aufgestellten Bedingungen 
genügen, eine Darstellung von durch eine
Determinante vom Range s +  r —2, deren Ordnung (n) im All
gemeinen wesentlich kleiner ist, als das Argument der dar
gestellten Function. Der eben erwähnten Gleichung genügen

d

[7[ Flh Ti (ß) \i { ^ j  ]7f V («iJ
d

[> u3>
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beispielsweise für jedes beliebige ganzzahlige Werthepaar x , y  
die Functionen %*, %*■ X (x), für jedes theilerfremde Paar aber 
<l(x), y(x)- Nimmt man namentlich

 ̂j ^ 2  —  Pv^S  —  P V > ' ' ’ ^<*1+1 —  P [ i ^ « i + 2  —  Pzi ^ a , + 3  —

— P%i ■ • •» ^a,+cu + l — P2 > ' ‘ > ^«i+“-; + • • .+ar+l =  P/»
a, +  a2 --1- . . +  ar+  1 :=w,

so dass also die Zahlen u v uz ,. . un ein geschlossenes System 
bilden, und setzt

z — r,%l =  al + l,xz =  a, +  a2 + 1 . ,  \ _ x— a, +  a2 + . . .  +  a ,_ j4-1,

so ergeben sich aus den bewiesenen Theoremen und Formeln 
für jede der eben angeführten und alle ihnen analogen Functionen 
mit dem Argumente m  — p^'pp  . • p rp- Darstellungen durch 
Determinanten (r + s — 2 )ten Ranges von der Ordnung a t +c/.z +  . .. 
+ v.r+  1.

Ich will am Schlüsse dieses Paragraphes die sich dar
bietende Gelegenheit benützen, um zu zeigen, wie sich mit 
Hilfe der eben erwähnten Eigenschaft der zahlentheoretischen 
Function cp (x) ein möglichst elementarer Beweis eines bekannten 
P a o l i ’schen Satzes aus der Theorie der additiven Zusammen
setzung (Zerlegung) der ganzen Zahlen liefern lässt, der dann 
zu einer einfachen Begründung eines demselben Gebiete ange- 
hörigen De M o r g a n - S y lv e s t e r ’schen Theorems und eines 
Ausdruckes für den asymptotischen Werth der Anzahl der 
Zerlegungen einer ganzen Zahl in vorgeschriebene Elemente 
führt.

Sind ßj, ß2 zwei theilerfremde ganze Zahlen, tv und /2 Theiler 
von ß,, beziehungsweise ß2, so haben unter den ganzen Zahlen

ß =  81p, +  8,ßI ( 0 S 8 , < ß „  O g S 2< ß , )

offenbar nur diejenigen mit dem Producte ßtß2 den grössten
§1 ßo §0 ßlgemeinsamen Theiler ^ / 2, in denen — zu — und — zu —
h  h h h

theilerfremde ganze Zahlen sind, ihre Anzahl ist daher

Arithmetische Determinanten höheren Ranges. 451
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452 L. G e g e n b a u e r ,

d. i. gleich der Anzahl derjenigen ganzen Zahlen des Intervalles 
1 . . . ß,ß2, welche dieselbe Eigenschaft besitzen. Es sind dem
nach die Zahlen ß die um ß,ß2 vermehrten, in die Elemente ßt, ß2 

nicht zerlegbaren und die durch dieselben additiv erzeugbaren 
Zahlen des Intervalles 0 .  . ßjß2— 1. Da man also jede ganze 
Zahl n ^  ßjß2 auf die Form

n — Vßjßg +  ß

bringen kann, so erkennt man, dass die ganzzahligen Coeffi
cienten y1? T2 der Darstellungsformel

n — Yißi ~ T 2H2 

nur die durch die Gleichungen

ß
T. = ßißä 

T2 =  ßi!A + S 2

[Xj ßg +  S,

|X =  0, 1, 2,...,
11— ß 

ß 1 ß2

angegebenen Werthe annehmen können und demnach ist die 
Anzahl der Zerlegungen von n in die zwei theilerfremden

—h- 1 oder
n

ßiß2
je

n —ß
Elemente ß,, ß2 gleich -p-p—, d. 1.

nachdem ß < ß 1ß2 ist oder nicht. Es lässt sich daher, wie P a o l i
11

rlund C e s ä r o  gezeigt haben, jede ganze Zahl n auf
ßiß2

verschiedene Arten aus den zwei theilerfremden Elementen ß, 
und ß2 additiv zusammensetzen, wo 'q den Werth 1 oder 0 hat, 
je nachdem der bei der Division von n  durch ß,ß2 verbleibende 
Rest in diese Elemente zerlegt werden kann oder nicht. Speciell 
folgt aus diesen Entwicklungen, was übrigens unmittelbar ein-

11
leuchtet, dass jede Zahl 11 auf + 1  Arten in die Elemente 1

und 2  zerlegt werden kann.
Mit Hilfe der eben ermittelten Anzahl der Zerlegungen 

einer ganzen Zahl in zwei theilerfremde Elemente, deren Auf
treten nicht beschränkt ist, lässt sich leicht die Anzahl der 
analogen Zerlegungen derselben in % Elemente ß,, ß2,. .ßx,
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Arithmetische Determ inanten höheren Ranges. 45  3

welche ein theilerfremdes System von x Zahlen bilden, aus- 
drücken. Ist nämlich nK die gesuchte Anzahl, so besteht bekannt
lich die Beziehung

+  ß*)x»

aus der sich sofort die allgemeine Relation

n
K L, 14)

((0)} — 1)

ergibt, welche die eben gemachte Behauptung beweist.
Setzt man in dieser Formel speciell

x — 3, ßi ~  1, ß2 =  2, ß3 ~  3,

so erhält man unter Benützung des oben angegebenen Werthes
von nz die Relation

ß]
n0 =

11
+ V 00 1

i r / , 2 j
x =  o

in welcher ns die Anzahl der Zerlegungen von n in die ersten 5 

natürlichen Zahlen bezeichnet. Da die auf der rechten Seite 
dieser Gleichung stehende Summe alle ganzen Zahlen von 1 

n
b is enthält mit Ausnahme derjenigen von der Form 3 / +

*(7—3 x) — 1, wenn n durch 3 dividirt den Rest x lässt, so wird

(65)3 =  3 s 2+ 3 s + l  

(6s-H|i.)g — 3 s2-f-(3-+-|x)s+|x ( | i> 0 ) .

Nun ist aber 

(6 s-t-3 +  |j,)2
12

m  3 s 2 +  (3-f-[J,)s +  |J,-

''0 — 4  ’ £1 --- ^  --  3  ’ S2 --  £4 --  1 2  ’ ^

3 r
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(m +  3)*
und demnach ist n3 gleich der an — ——  zunächst liegenden

ganzen Zahl, wie die Herren De M o rg a n  und S y lv e s t e r  
erkannt haben. Für n3 ergibt sich hieraus auf Grund eines

bekannten E u l e r ’schen Satzes die an — zunächst liegende

ganze Zahl.
Ist

-  _  M* ~ 2 
2) !ß,ß2. - 1’ l0)

W O

h m n = 00——  ̂ =  0 
n

ist, so hat man nach 14) die Relation

454 L. G e g e n b a u e r ,

+  ... +  [n— ß,

welche sich mit Hilfe der bekannten Formel 

1

n
ß j

x—2| +  Ac>

L +  (a+ K f + ( ä +  2 h)11 -h +  {a+ {m—2) hj1 -f

1 , , 1wVl _ 0 + ( w  — a ^ 1
+ - ( a + « * - » h y - 1- 1 -----------+

x=nt
+  y  i1

^  V 2 X  —  1 /  2 X
X = 1

. + R m,

in der für ganzzahlige positive p, der Rest R m verschwindet, 
während für beliebige reelle jedenfalls

!* ”‘ i <  ^ ( 2 J ‘_ 1) ^ K « + ( * - i ) » r i ” + ,- « ^ " +1!

ist, in die folgende verwandelt

11
  7 1 M O O Ö------fa — l)!ßiß2 .ßx
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Da nun

~n* = m + z  ( H S 1 )

ist, so gilt die Gleichung 15) für alle zulässigen Werthe von x.
§. 4. Es soll nun eine Reihe von besonders interessanten speciellen Fällen der im vorigen Paragraphe

aufgestellten Sätze und Relationen angegeben werden. Dieselben lauten:
Bilden die Zahlen u v uz,. ., un ein geschlossenes System, so hat die Determinante

li , OK • *> mr -  — 1 —ni = , r  • w/ > otSJ +  2 * 1 S) L  V —1 V +S-. ' V + S .,+  1 5 6 *5 * V + S — 3

Z
mu m::, . ■ vir_s _i , «j, n:1, . . . ,  ns_Sj_2 =  *

. . , u isy i ir, u . ^ .  . , u . ^ s^ u ^ s^ m v m v . . , m r_ ^ _ v n v nv . ., n s_ Si_ 2]\ —

— [ \ 7 K - , • •> \ +l, • • •> U ir+Si_ ^  \ +s-2’ m "  • • '’m r-Sl- v  n v

(/p z’2, . . ., Zr+s-2 — 1)2,. ., fl)

den Werth 0, wenn eine der Zahlen 11 eine Primzahl in einer Potenz enthält, deren Exponent nach 
dem Modul p einer der Zahlen 2, 3,. p — 1 congruent ist, während sie in allen anderen Fällen gleich

Ix = n

Z v
 ̂= 1

( - 1 )
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ist, wo die Anzahl jener Primzahlen vorstellt, welche in in der Potenz xp + 1  (x — 0,1,. .) auf- 
treten.

Für r  — s — 2, — \ , s t =z r— 1, sz =  5—2 folgt aus diesem Satze das im Anfänge erwähnte Theorem
des Herrn E. Cesäro .

Sind die Zahlen uv uz ,. ., un die pten Potenzen der ersten n Individuen eines geschlossenen Systems, 
so ist

tl'j , 11 r> c *) — 11 i .V+So + 1 > s s, v+s—3

m„ m. • •, niy— S[ — 1 > n'-> ■ • •> 1ls— so—2 — 1

r— s | - 1 ’ 1’ 2’ ’ s—s..—2/J
V+s_2 = 1,2,...,/t)

V/
i n r _ s  — j , H | ,  H . , .  . . ,  — S ; — 2  —  1

mv n
(/„/2,...,/r+s—2= !,2. •■■>«)

456 
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=  % ,  + ! ’ "h % 1+ 2 ’- ■’ "lr - s t- 1 =  «/>_■!- ». -  «,r+ i ,. > ", ^  % +  ,.,.hl -

y
7/2), * * • j 1lly_ j j H/j 7l'tf • • • , 11  ̂̂ ^  ““ 1

P;,f ([«,., •  „  • ■ • , #, , , ■ • ■ , »I,. f  «„ »„ • ■ , »s_ s,_2])j =

Bilden die Zahlen u v, uz,. . , un ein geschlossenes System ausser der Einheit von der Art, dass kein 
Element einen Primfactor in einer höheren als der zweiten Potenz, oder mehr als einen in einer höheren als 
der ersten enthält, hat ferner F(x) den Werth f (x)  oder 0, je nachdem x eine Primzahl ist oder nicht, so hat 
die Determinante

m\ — ni , , ! * ” • = » /  , m,. <- 1 = 11; . , 111 — U: ,11, — 11; ? _•) =  II:'s, +  l ’ 's,+ 2 ’ j —Al—l V— 1 1 V+s, - V + s— 1 ’ ’ 6 s- -  V + s — 3

I
:ij, m ,, . . . ,  mr__________ 5 __________j , ii,, i i , , . .. , us_______ 5„ _ 2 =  1

F ( \u . , u . . ,u .  , u . , u .  , 11. , m., ni9, . . , m  , , n . , n 9, n J )VL ’ 's ’ V’ V+l ’ V+s..— 1 'r+s—2 *’ v  ’ r--s,-l’ 15 2’’ | i / i , V 4-s- 2 =1> 2>-••»'")
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den Werth

R  ( - l ) “ (V / ( p M )  P |  | ( _ l ) " ( » v ) + 1 £ / ( * , < > > ) } ,

xv

wo das Product bezüglich (j. über jene Zahlen zu erstrecken ist, welche einen Primfactor (pW) in der 
zweiten, alle anderen aber in der ersten Potenz enthalten, das Product hinsichtlich v aber über alle anderen 
und die Summation nach X, über alle Pri-mtheiler pW von u.t auszudehnen ist.

Bilden die Zahlen u v u%,. ., un ein geschlossenes Zahlensystem und bezeichnet A(x)  den Überschuss 
der Anzahl derjenigen Theiler einer ganzen Zahl x, welche eine der Formen 2r\i -h  1, 2r[x+2,. 2f[ji-ff 
besitzen, über die Anzahl der übrigen, so hat die Determinante

111. =  11; .,m -, =  l l ;  _ i  =  11; .,1 1 1  =  11: , 1U =  U; , . . . , 1 1  ,  _ o  =  11; ,
Js, +  1 - ls , + 2  r  S1 1 V —  1 l r+s., ' V+S..-1 6 s± L 'r+s— 3

V/l_I
m,, h u , ..., m r _ s  i , ii„ iu , ..., n s _ sii_  2 =  1

A ( f u . , u . , . . . , u .  , u . , u .  , . . . , i i .  , 11. , in o —  w r „])
\l 7|? ;.,5 ? 7 ? V + l  1r-\-s»—  1 7r + s — 2 r — ŝ  —  V  l 7 a’ -

den Werth

ZLX  ̂1
( - 0

X =r «

y  [ ~ ]

458 
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=  |7[ X(wx) ^ ( mx)

=  %  +  i  ’  ” t-- =  + 2 • • ’  i n r -  s > - 1 =  % - l  ’ =  11L ' ' -  ’ %  =  “
. . . .  . . .

r + s . :  '  ; r +  s ., —  1 6  ~ J  1r + s  —  3

V
w„ m-.,. . . ,  7/ir—s,—1 > n i> 1h> • • •, s.,_2 =  1

f ( [ « . , . . . ,  «  , «v  . . . ,  # |( «,r+i_ 2, >»„ *»„.... «„ % , . . . .«  _ S;_ 2])
(ij, . . . ,  ^_|_s—2 — > 0̂

= J7J <cK)

Bilden die Zahlen uz ,. . u n ein geschlossenes System, so ist die Determinante wXC1‘ Ordnung vom
Range r + s — 2

| Kvr+s-2 | (/„ /r+s_2 = 1, 2, • •« )

in welcher die Elemente mit einem von x .,,X g ,. w verschiedenen (V + s— 2)ten Index durch die
Summen
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. > • • •) m * *_ c ___ 1 —  1 > j 7/ > — 7̂  y j . . . .  7/ ~ ~  — 7 / yfj+2* * 5I 1 V—r  1 V+s./ • V+S-.+ 1 1 s—*2—̂ V+s—3
V/  ,

jh„ ffl;,. . . ,  OTr _  Si—1, nu n,, ..., n8_ St _ 2  =  1

■[#., *v  »v ■.■, m r_ St_ p »„ « „ . . «S_ S]_2]

W.
V +s— 2

K v  » v  • ■ • ’  %  ’  v  * w  • • • ’  " * ■ ’ m % ' '  ■'  ’  " * * -  * < > " « - • • • >  ” s - s = J — 1

u.
V +s — 2

gegeben sind, während die übrigen die Werthe

m. = 11,- t1 ,m.. = Uj- oJ. . mr_  9 i = 11: «, =  «■ n., = u- « c_ c o =  «; ,' V,+l • *s, + 2  1 s4 i V—1 V+s2 ' V+So+ 1  s—s,—z V+s-
V

« v _  s 1 , «„ 11,, ..., 1IS_  S o _ 2  =  1
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besitzen, wo B(x) gleich 0 ist, wenn v keine pte Potenz ist, sonst aber den Werth hat, ist gleich Null,
wenn auch nur eine der Zahlen u^, .  u*z_ v u n durch eine andere, als eine erste, pte oder (p +  l)tc Potenz 
einer Primzahl theilbar ist, während sie in allen anderen Fällen den Werth

X =  x— 1z p +p x n

( - i )
X =  1

besitzt, wo p} die Anzahl jener Primzahlen vorstellt, welche in ux in der ersten oder pten Potenz auftreten.
Sind die Zahlen uv uz,. ., u„ die pten Potenzen der ersten n Individuen eines geschlossenen Systems, 

so hat die Determinante n ^ '  Ordnung vom Range r + s —2
IK ( u . , u . . . . . .  n. ) I ,

I li V-t-s —2 | (i„ jg,. . ir_)-s_2 = ■ • •> n)
in welcher die Elemente mit einem von xp x2,. ., x-_i, n verschiedenen (r + s —2)ten Index durch die Summe
m, =  Uj , m.* =  U: mv i _ i  =  »,■ n, =  u1- , ,n« =  u; , t —2 =  . o*s,+l ' ls1A-2 ^+* 1— 1 V — 1 1 lr+s, - V+S.. +  1 ’ s—s3 t. »r+s —3z

m t , v u , m r _ S t _ 1 , n„  n, ,  n s _ i. , _ 2 - 1

uü, . . . , u js , U. , U, ......U-
’ "‘V  ‘" V + l ’ "  ‘ ’ ""'r+i-. .— l ’ ’ m r + s , - V  n s - s . . ~  2^

V + s-2

K . , . w .  ,n.  ,n.
's,  ' r + l

. , W  J — l l’ S— S. — 1J

11.
lr + s -  2
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gegeben sind, während die übrigen die Werthe

;  m.. =  n : __i — n ; nx — u : , u« =  tij , . . . , 1 1 ^ __c __ 2 — , oV, + l ■ V,+2 ’ SI A V—1 V+s.. - V + S ..+ 1  ,s * V+s — 3z
m,,  7w3, . . m r_  Ä. _i , %,  . . « s _  s„_2 _ 1

C([uh, uv #  , *v  «,. +1, ... ,  #  ^  * , ,  m v ...,  m r_ s%_ v »,, » „ . . . ,  » _ SJ_ 2]) (ir+s_2 =  n)

VI. =  11: .,1)U  =  U; „ , . . . ,1 1 1 , .  c 1 = H ;  , , , 11. =  U: , , 11« =  11; , __9 =  « i  , „1 *s, + r  ■ 's,+2’ ’ , — S1—1 V+l’ 1 V+s.,’ - V+5., + 1’ ’ s si * V+s—3z
m l} i iu , . . . ,  iiir 5 _i > W)> %.....«5_ s., 2 — *

C([w., U.r . . ,Uw Uy  «,v+1, . . . ,  " lV+s_ 2»Wl»W85---»Wr - Sl-l»«l»M8 V - ,« s_ Ss_ 2]) (V+s_ 2=*ptt2v-- ,* :- l)

besitzen, wo C(V) den Werth 0 hat, wenn # durch eine Potenz einer Primzahl theilbar ist, deren Exponent 
nach dem Modul ap einer von den Zahlen 0, 1, 2,. ., p — 1 verschiedenen Zahl congruent oder grösser als 
2ap — 1 ist, in allen Fällen aber gleich (— 1)- ist, wenn z die Anzahl jener Primzahlen vorstellt, welche in x 
in der (ap)ten Potenz Vorkommen, ist gleich 0, wenn auch nur eine der Zahlen uK], t \ _ v un durch eine
andere als eine erste, pte oder (p +  l) te Potenz einer Primzahl theilbar ist, während sie sonst den Werth

x = t—1

p»+ Z \X = 1

( - 1 )
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besitzt, wo pA die Anzahl jener Primzahlen vorstellt, welche in ux in der ersten oder pten Potenz auf- 
treten.

Sind die Zahlen u v «2,. un die pten Potenzen der ersten n Individuen eines geschlossenen Systems, 
so hat die Determinante wtei' Ordnung vom Range r + s —2

in welcher die Elemente mit einem von x,, x2,. xt_i, n verschiedenen Index durch die Summen

m„ vu, vir_ St_ i , 11 „ iu, ■■■, «s_ s, _ 2  =  1

II.V+l -2 ->]

V + s - 2

Y-s.-l’
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in, =  11; t t , m« =  U; <; _ 1  =  Uf 111 =  11; , 11» =  11; , , 2 =  .Js, +  1 “ * s ,+  2 r— s ,— i V - l  V + s . .  V + s . , + 1  A * V + s — o

z
■m„ jm 2, • . m r _ S j _ !  , 7 J ,, « s , . . n s _ sii_ 2 =  1

»v u," , Uv  « v+1, • • •, S!_,, «»„ »*»2, S|_,, , »s_ 5s_.2]) (*r+s_2 =  *)

=  % ,+ i ’ ■ * -% + * •• • • -  =  “v - r  _  % + *,• “= =  % + s .+ r -  • ■’ ”* -* s- 2 =  V s - sz
m „  J r t ,,  . . m r _ S | _ i , 7 i „  n s _ s i _ 2 =  1

u i „ y - ' i  u is > U ir -> U if + l ’ - "> U ir+S„ _ 1’ U ir jrS_ j£  m r - s , - V n v n Z’ -"'>n s - s . . - 2 ^  ( V + s — 2 ~  %1’ X2> • • * > l )

besitzen, wo Dix) die Anzahl derjenigen Theiler von x bezeichnet, welche (ap)te Potenzen sind und deren 
complementärer Divisor durch keine ate Potenz (ausser 1) theilbar ist, den Werth 0, wenn auch nur eine der 
ganzen Zahlen \ / u n eine Primzahl in einer Potenz enthält, deren Exponent nach 
dem Modul a einer der Zahlen 2, 3,. ., a — 1 congruent ist, während sie in allen anderen Fällen gleich

gegeben sind, während die übrigen die Werthe

x =  - —1

zn+
11 = 1
Z x

( - 1 )
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Arithm etische Determ inanten höheren Ranges. 467

ist, wo Tjj. die Anzahl jener Primzahlen vorstellt, welche in ' s /u[L
in der Potenz xo +  1 (x =  0, 1, 2,. .) enthalten sind.

Die Determinante wtei' Ordnung vom Range r + s —2

in welcher E(x) den Überschuss der Anzahl jener Theiler von*, 
welche eine der Formen 4p|x +  l, 4p;x +  3,. ., 4p[x-f-2p— 1 
besitzen, über die Anzahl der übrigen ungeraden Divisoren 
vorstellt, ist gleich

§. 5. Berücksichtigt man, dass

ist, wo die Marke am Summenzeichen anzeigt, dass nur jene 
Werthe von v zu nehmen sind, für welche t u eine Zahl u.A wird, 
den Werth 0 hat, wenn «x> a  oder kein Theiler dieser ganzen. 
Zahl ist, weil dann keine der auftretenden Functionen \x(x) ein 
ganzzahliges Argument besitzt, während für

diese Summe, falls u v uz , . .  u n ein geschlossenes System 
bilden, gleich der über alle Theiler cl von a zu erstreckenden 
Summe

x = 1

( - 1)

(a ganzzahlig)

y  lx (d )
d

wird und demnach nur dann einen von Null verschiedenen 
Werth besitzt, wenn a =  1, ist, so erkennt man, dass in diesem 
Falle
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468 L. G e g e n b a u e r ,  

durch die Gleichung

c.
11, . . . , ; r + s _ 2

*r> *V+1 > ■ ■ ■> V+s—2> ^

definirt ist, gleich

r—1

Si~\~ *

oder Null ist, je nachdem u9 ein Theiler des grössten gemein-

Speciell folgt hieraus der Satz:
Bilden die Zahlen u v uz ,. ., un ein geschlossenes System 

und bezeichnet FUiTi(x) die Summe der Werthe, welche die 
Function f ( y )  annimmt, wenn ihr Argument alle zu den Zahlen 
gehörigen Theiler der ganzen Zahl x  durchläuft, welche die 
durch die Function i\(z) charakterisirte Eigenschaft besitzen, 
so ist

gleich /(Wp)^(Wp) oder 0, je nachdem up ein Theiler von

Ist nun 7}(z) gleich 1 für jedes ganzzahlige 2 und multiplicirt 
man den Ausdruck

iy, /g,. . 4-+S-3 von 1 bis 11, so erhält man unter Benützung
des eben aufgestellten Satzes die Gleichung

samen Theilers von u., u . , . . . ,  u. , u.u’ 'i ’ ‘-a- v
nicht.

u. ist oder 
'5,

1 ist oder nicht. 
>J
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Aj i i „ i . 0Fn ri(\n. , u . , . . . ,  u. ,u.< 1) =7.,, . . 7r  +  s _ 3 ,  1 ,.+  5 — 2  7,’ ’ 7r + 5 _ 3 ’ 1yJr S _ ^  W

•> ;7'-f s—;t ~ 1‘
V/

•> ' r + s — 3 = 1
p, Z„ 7X_ J  , 7./ + 1  7r + s _ 3  - 11

i—l \u .  1 \u .  I \u .  ) \u .  / \u .
p, iu i.it..., 7X_ ] , Jx + 1 , . . . ,  7r+ 5 —3 =  1 h 1" **—r **+1 V + s —3

wo die Marke am Summenzeichen anzeigt, dass nur jene Werthe von p zu nehmen sind, für welche up ein 
Theiler von I u. , u .  , u., 1 ist. Da nun offenbar nur jene Glieder der auf derL m’ h ’ ’ **-l’ '*+]’ ’ V+s —3 1 V+s—2 J
rechten Seite dieser Gleichung stehenden Summe, in denen

u0> u .  ,tt. ,u.p— V *2’ ’ V-l’ Vfl’ ’ V+S- 3

ist, von Null verschieden sind, so muss u 0 ein Theiler von u., und zugleich’ ’ P i r + s  _ 2
u0 — %. — l t . — . . — U. — U. . — U.

p *1 h  H —  1 V + l  V + s - 3

sein, wesshalb sich die letzte Gleichung in die folgende verwandelt

/„ 7, ,. . . ,  ir +  5—3 =  «

Z '■..''+»-»■ v+s-2f"̂  v  " ■■ v,_3> »■•;+,-2]) = Z |J- («.—
......V+S-3  = > “ V+S- 2

wo die Summation bezüglich d über alle Theiler von it., zu erstrecken ist. Man hat daher den Satz:° 1 r + s —2
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Bilden die Zahlen u v uz ,. ., u n ein geschlossenes Zahlensystem, so ist

p, iu iz,..., t r _|_s _ 3  — 1
z

V + s-3  =  n

d,

_  ̂ 1
V + s—2 > V + s — 2

(8x,x =  0, x ^ X ;  8*iX =  1),

wo die Summation bezüglich d(J über alle Theiler von up zu erstrecken ist.
Dieser Satz kann auch mit Hilfe der am Schlüsse des §. 1 abgeleiteten Relation 4) bewiesen werden.

Derselbe zeigt übrigens, dass die Grösse A. . der Quotient aus der Adjuncte des Elementesh > h'-i- • •; V+s --2

ii. ’h und der Determinante \F(\u; .. Di ist. Der Ausdruck A. . .  ̂ ist, wie

dividirt durch ihren grössten gemeinsamen Theiler (iv /,-+s-2  — l s 2,. ., n) durch ein Quadrat (ausser 1)
theilbar ist; denn da für u{J in der aufgestellten Summe nur Zahlen zu setzen sind, welche durch das erwähnte 
Vielfache theilbar sind, so erhält in diesem Falle jedes Glied derselben mindestens eine Function deren 
Argument durch ein Quadrat (ausser 1) theilbar ist. Auch für die Unterdeterminanten höherer Ordnung 
der eben angezogenen Determinanten gelten, wie ich bei einer anderen Gelegenheit zeigen werde, analoge 
bemerkenswerthe Sätze.

man sofort sieht, gleich Null, wenn das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen’«., u.y  .

§. 6. Ist
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so folgt aus der im §. 1 angeführten Definitionsgleichung der Determinanten höheren Ranges, dass in der 
Entwicklung der Determinante \a.  ̂ . . . =] 9 n) sowohl alle Glieder, in denen ist, als
auch jene fehlen, in welchen ( ja =  1,2,. .,5j) oder (v =  s ,4 - l , .  . ., r —2) ist. Aus dieser
Bemerkung folgt analog, wie in §. 2, dass die eben genannte Determinante nur das Glied enthält, in welchem 
iW — x (v =  1,2,. r — 1; x = l , 2 , .  n) ist und demnach den Werth + 1  besitzt. Man hat daher
die Relation

X =  n

V/  ,

X =  1
H u .

1

w. R  * U-+s-2<
*>+.<?—2=1’2> ••>«)

— »c

Da die Differenz
U;

ux — \
I (h< • •> = 1, 2,.. ., *

gleich 1 oder 0 ist, je nachdem u} ein Vielfaches, von n ist oder nicht,

so sieht man, dass nur jene Glieder des Elementes c. . der auf der linken Seite dieser Gleichung ̂1 i 1 £ y ’ * *) ,<> — 2i
stehenden Determinante von 0 verschieden sind, in denen il durch jede der Zahlen u., u. , .  u. theilbark J,
ist, und demnach stellt dasselbe die Summe derjenigen Werthe vor, welche das Product

r—1

FI
S| + l

V-+- 1> lr+s—2’

annimmt, wenn u alle zu den Zahlen gehörigen Vielfachen des kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen 
(u., u., ., u. ) durchläuft.

’ l 7S,
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Ist speciell

so verwandelt sich die letzte Gleichung in
xO) =

"h = «h = \ i+2,-- ; «»r-sj-i = %_!

V
/_(

m„ vu, . . mr_s __j =  1

Ciir, V+l V-f s—2([w1,w 2,...,wr_ 5i_ 1];(^., u i r ..,u ))
(/] , /;>, . . . , __ 2 ---------- 1 * * * J

J ^i> h>- is I (/„ i.,t. . . , i  =  1, 2 , . . n)

wo die über alle Werthe von X, für welche «x ein Theiler von \mv m z,. w r_ Sj_i] und zugleich ein Viel
faches von (u . , w v . , w. ) ist, ausgedehnte Summe

2\ bir, ir+ J ir+s_ 2  , >> —  C'V, V + 1 , V+2>- • •’ V + 5 - 2 ( f W l ’ m 2’ • • • > W r_ S)_ i ]  > ( W/, > • ■ • > U i ) )

gesetzt wurde.
Nimmt man in dieser Gleichung

bit 0 (z << i )‘i, <»>• • •> 's v s—l s/

*. . . . ‘. = m &
f 5 — 2

r w. —  l n   ̂ r U.

u. II i i L®.lS A\. +1 ls
r(u i , >“ / )  s— 1 ls
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in allen anderen Fällen, so verwandelt sie sich in

m \ =  UL , 1 > " h  — u i  , O > ■ • 11 1nr — f  -  1 =  u i  < > 1li =  u i  , , «•> =  u i  , t — '> =  «/fs, + l 's,+2 ’ ’ S1 1 V— 1 V+S.. - V+s.+l’ ’ s— s..—  ̂ fs.)_s_3
Y£-1

mu iiu, mr_ Si_ i , %, i u , n s_ 5i_  2 = 1

G(u. J, (u. ,u.  ,u .  ,u .  ))v V+s—2 1 2 r—s,—1’ 1’ ’ s— s.,—2-1’ ' ’ v V+l Vfs..—1
(»I. *2.-••.V+Ä-_2=1,2. •••.«)

=  |7 |  %)>

wo G(#; 2;,«) die Summe derjenigen Werthe vorstellt, welche die Function g(x,y)  annimmt, wenn y  alle zu 
den Zahlen «x gehörigen Theiler von z durchläuft, welche durch u theilbar sind. Dieselbe geht für

über in
sx - -  r — 1, 5 s—2

IG, (u. , (u. ) I
I V +s—2 u- V +s—3 I (/, . . . ,  v _|_s _ 2  =  1, 2, . . . ,  n) — | lJ | ö uv)i

wo mit G{(x,z) die Summe jener Werthe bezeichnet wird, welche die Function g(x,y)  annimmt, wenn y  alle 
zu den Zahlen % gehörigen Vielfachen von s durchläuft.
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g(un, u ) =  7](« ) / ( «  .)
's s ls

«,-s) =  M u i )  d s - l  =  V  *2’ « )

W/,) =  0 (*s-l >  V  %V  ■ ■ • > S - V  n )

Nimmt man nun wieder der Reihe nach

1)

und

n0  -

,?(«■ .»«,) =  *5— 1 \S'

's—1 's

W. -
's

r 1l. — 1
1 s

11.
's—1'

u .
;5—1 ~

11.
's

r u .  — 1
ls

11.
's—1

U.
*s—1 “

11.
's

r 1l. —  1
ls

11.
's— 1"

11. 
ls—1

fS— 1 
1t.

f\(Ui ) f ( Ui)  ft_1 =  Xt’ X2’ • • X: - V 

■/}(« />

2)

in allen anderen Fällen,
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u.
s

in allen anderen Fällen, so ergeben sich die folgenden Theoreme: 
Die Determinante wtei' Ordnung vom Range r + s —2

in welcher uv tiz ,. ., u n irgend welche unter einander verschiedene ganze Zahlen (u^<zn.A; X cx )  bezeichnen 
und die Elemente mit einem von x,,x2,. , x;_i, n verschiedenen ( r + s —2)ten Index den Werth 0 besitzen,
wenn u. die durch die Function 'n(x) charakterisirte Eigenschaft nicht besitzt, sonst aber durch

V +s - 2  , w  ö  ’
die Summe

m„ in«, ■ ■ ., -wr— «1- »•;, • • « s-_.<r.,_2 =  1

(T \mv m v 2]1 [ 11 .9
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,Ul =  u\ + v  = ' % + 2'- • mr - Sl- 1 =  H r_ V «. =  «,V+ s /  % =  «ir + s .+  1*- ■ •’ " s - s a- 2  =  «iy+ s_3

V
z..

«Ir_  S)_ 1 , «„ «o, . . 1IS_ SZ_ 2 =  1

■F»,,([>1> «»»•.., %>«!,■•■> «s_ s._2]> (»/,- “y  • • • > V  “v+1> •••> (<r+^s =  *)

"•“ %+1' “ %,+2......«r-%-1 - “>r_l' = %+*.’“■ = % + s.+l 

z
/«„ m.., tiiy_  S]_ i , «i, «», • ■ % _ s.,—2 =  1

« 2, ■. ., »„ *„ . • •, « ._s._2], »v  • ■ ■ , »,si, «,r+1, • • •, #v+ ̂  \ +, J )  

(* ,+ s _ 2 =  * l > V  l)

besitzen, wo Fu>Ti(x,y) die Summe derjenigen Werthe vorstellt, welche die Function /(s)  annimmt, wenn ihr 
Argument alle zu den Zahlen ux gehörigen Theiler der ganzen Zahl x  durchläuft, welche Vielfache von y  
sind und die durch die Function y](z) charakterisirte Eigenschaft besitzen, ist gleich f(n.At) n*,).. f ( u n)
oder 0, je nachdem sämmtlichen Zahlen tiv  uz,. . . ,  un die durch die Function -q(z) charakterisirte Eigenschaft 
zukommt oder nicht.

Die Determinante wte>' Ordnung vom Range r + s —2

gegeben sind, während die übrigen die Werthe

LAu.  ) I
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in welcher uv uz, . . , u n irgendwelche unter einander verschiedene ganze Zahlen (wx<«*; X<v.) sind und 
die Elemente mit einem von %z,. . x:_i, n verschiedenen ( r + s —2)tcn Index den Werth 0 besitzen, wenn
u. 2 die durch die Function y](z) charakterisirte Eigenschaft nicht besitzt, sonst aber durch die Summe

m *  =  U j  =  i __ 1 =  U j  . | »1 =  , ft« =  ftv , __9 =  «-•
1 - ^ i + 2 * r  si 1 V— 1 1 V+s..’ * V +s3 +  l * 5 6 V—5 —3z

7;tj, i n . . . ,  niy_ j ii.,, . . . ,  —2 — 1

u.V+s—2
([(«., uv . . . , « v «v  u i r + r . . ,u . r+s J

j r[wt, w 2, ..., «8, ...,
I w.v - V+s-2

gegeben sind, während die übrigen die Werthe

u. — 1V-i-s—2
( u .  W. , U . , U .  )

lV *«’ *s’ ’ V , V ’ V + l  ’ V + s . - l ' J

[w„ m z, ..., m r_ s _ v  n v nz, . . . ,  ws_ s>_ 2]— 1
w.

111. =  U: . ,1 1 1 -  =  11; , __<-__1 = « j  , ,1U  =  U j 1l„__o __ <? =  Ui*s, + l’ ■■ V, + 2  ’ r  St —i V— 1 V+S., • V+S. .+1 ’ s—s.—̂ 1
V/  ,

r+ s—3

«tj, m2, ■ • mr—^ —| , Mj, wt, . . ns—5„_2 — ^

F„ , , ( [ « „  H„ nv  (««,., » v . " > V » v ( <, +, _*  =  »)  §
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besitzen, wo F„^(x,y)  die Summe derjenigen Werthe vorstellt, welche die Function f (z)  annimmt, wenn ihr 
Argument alle zu den Zahlen «x gehörigen Theiler der ganzen Zahl x durchläuft, welche Vielfache von y  
sind und die durch die Function rq(z) charakterisirte Eigenschaft besitzen, ist gleich . . f(-,„_x)f(ihi)
oder 0, je nachdem sämmtlichen Zahlen uy die eben erwähnte Eigenschaft zukommt oder nicht.

Die Determinante wter Ordnung vom Range r + s —2

in welcher u v uz,. . , u n irgend welche unter einander verschiedene ganze Zahlen (n-^Ciu; X<x) vorstellen 
und die Elemente mit einem von . ,x :_i , n  verschiedenen ( r + s —2)ten Index durch die Summe

m r _  S i _ ! , « „  i u ,  n s _ s ___2  =  1

11.Vf .v, -1))
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gegeben sind, während die übrigen die Werthe

z
,))

haben, wo ?]{,“)(x,y) die Anzahl derjenigen zu den Zahlen gehörigen Theiler von x vorstellt, welche Viel
fache von y  sind und die durch die Function 7](s) charakterisirte Eigenschaft besitzen, und FUi Tj {x, y)  die 
Summe der Werthe ist, welche die Function f{z)  annimmt, wenn ihr Argument die eben genannten Theiler 
durchläuft, ist gleich /(w*,)/(«*..) • ■ •/(w*._1) / ( w«) °der 0, je nachdem die eben erwähnte Eigenschaft allen 
Zahlen ux zukommt oder nicht.

Die Determinante Ordnung vom Range r  + s —2

in welcher nv uz,. un irgend welche unter einander verschiedene ganze Zahlen X<x) bezeichnen
und die Elemente mit einem von xt,x2,. ., %:_i, n verschiedenen (r + s —2)tcn Index durch die Summe

m.
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definirt sind, während die übrigen die Werthe

ini — 11* . 4 ui» — ii j n, . . . .  my c — 1 — j j Mi ■“ ̂ 7* , i i , t ? * • • j n c— c__1 ■“ o
1 % +  l? Si+2 1 V— 1 1 V+s., V + 5.+  1 5 1 V-f-s— 2

V
Z_i

mä, . . mr _ 5]_i , «i, »j, • • «s_5i_i =  1

Fll>ri([mv m %, .. ■, m r_ Sj_ v n v ni, . . . ,  ^ s_ s_ 1], » f-s, • • •, u.^  «. +j, ...,

r
haben, wo v][“)(*,_x) die Anzahl derjenigen zu den Zahlen ux gehörigen Theiler von * vorstellt, welche Viel- o
fache von y  sind und die durch die Function ’fj(z) charakterisirte Eigenschaft besitzen, und Flt̂ ( x , y )  die
Summe der Werthe ist, welche die Function f(z)  annimmt, wenn ihr Argument die eben genannten Theiler 3
durchläuft, ist gleich - f ( u K. _ J f ( u „) oder 0, je nachdem die eben erwähnte Eigenschaft allen £
Zahlen il zukommt oder nicht. ^K

Diese Theoreme führen sofort zu folgenden Gleichungen:

1 . - 1 1  S1

z  r
x—1 i

u. 11. — li r — 1

FI x
5, -)- 1

u.
L-Au. ,u .  . . . . . ü .  , X)^  tr’ V+l’ ’ V+jt-2’ '

{i u h ,  /'r + s—2 =  1<2’ ••■>”)

n
=  /(«*,)/(«*•) • • • /(«*,_,)/(«»/) ]7f T\ K )

480
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2  F l ! -.7
x= i i V

u\ Z l
u.

X =  11 Ä,

RV
Z_j i'  i ii ?/■
X =  1 1

u - l
11.

r— 1

R
s, + l

r— 1

L-Xu u u X)
lr 7r-}-l V-h$—2

(/„ n, . . . ,  /r + s _ 2  =  1, 2,

— /(«*,)/(«*._) • • ■ / K t_i)/(««) ]7[ ri K )
11

II r i 5t ( M ) Ä ( w . ’- - ,w x)
s, + 1

=  /( « * ,) / ( « 0  • • • / ( * S - i ) / ( w«) f7 [ (wp) (T =  0, 1, 2, 3).

Von den zahlreichen bemerkenswerthen speciellen Fällen der in diesem Paragraphe angegebenen Sätze 
mögen die folgenden besonders erwähnt werden.

Bilden die Zahlen u v uz,. . , u n ein geschlossenes System, so hat die Determinante Ordnung vom 
Range r + s —2

I M(u. ) I ,
I 7 2 lr + s —2 | (iiy ü} . . v + 5  2 =  1| 2, . . w)

in welcher die Elemente mit einem von x ,,x2,. . ,%:_ i,11 verschiedenen (7'-k<?— 2)ten Index durch die 
Summen
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III, =  I I;  . , III:  —  U; III,.__ .. 1 =  I I;  . , II, =  U ; , II-. =  11; .1 *s, +  l '  's ,+2 ’ i V - 1 1 V+S.. ' V +  s:> +1 A -i»—̂  V + s —3

in|, in2, • • J/ty—Sj — 1 > Mi> • • •) ;ts — s, - 2  1

u.
r+ s — 2

• • ’ i)V+ s..— 1

«. — 1
V + s - 2

U.V+s—2

gegeben sind, während die übrigen die Werthe

(u. ,u .  , u . , u .  ) (' I. ' 1 ' I " I ' L 1 1' ' 1 i -t ' >i l'i lSi lr lr+ 1 lr+s»—i J '

[mv m t , . .., m r+ ̂  , u v n2,. . . ,  » ._Ss_ 2]— 1

V +s — 2

I l lr _  .. i =  tu , n l = U ;  , , II, =  U;s, + 2  1 1 V—1 V+s.. V+S..+ 1
V/

>• • •> ,Js—s.. —2 — w/„r+s - 3

m„ vu, ..., niy— 5^ !  , «„ n~, «Ä-— —2 =  1

£([«*„ n v »2,. . . ,  m._5s_2], « lV+i,.. , _,))

besitzen, wo C(*,jy) gleich Null ist, wenn _y zu x theilerfremd ist oder mehr als einen Primfactor enthält, 
während es fürjy =  p a den Werth

log x
-logji/. Io g p
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Sitzb. d. m
athem

.-naturw
. 

C
l.; 

CI. Bd. 
A

bth. II.

hat, den Werth

|7 f log Î J 2 sin (%. =  n)

wo r, alle zu nv theilerfremden Zahlen unterhalb u.A durchläuft; sie ist demnach gleich Null, wenn auch nurx \  X o >
eine der Zahlen u.Ai, mehr als einen Primtheiler besitzt.

Bilden die Zahlen uv u%1. ., un ein geschlossenes System, so ist

(x+1) <!>([«;
( - 1 )

i • •) H/r+  s—2̂ ) 7 , r
7 t ( L « . , W 4 ,

1
1

1
. , u .  1)

’ ' r + s —2
11

=  ] p f  V ( X)
, 2 =  n) iV . - J (/„ .

_/ß—i (C^/, > U i.,i • • • ’ * v - - J ) 25t?” 2f f v  “ ,V" . ])
' r + s —2

ü> ([«; , //,■
(ß -1 )

; - - - . % + s_ 2D
('n ...,'V+s-2 =  1.2, ■•■.«)

Ip I ( ß _  2)a (»P)

r«. 'r + s —2 = R ^U | , V + S - 2  = 1 «p
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\{\u. U. D/sdX- , U. , . . . ,  U. 1) ;
U- V  ’ >r+ s- 2 1 ) J ^ 1 V  ';r + s  2 {ivh ...... ir+s_ 2=  1>2........w)

484 L. Ge g e n  b a u  e r ,  Arithmetische Determinanten höheren Ranges.

_  |̂ | ^ W / p - i  W  ^ W ^ 3~2(«b))

1

( K  -«/.. • ■ • > ...........................  =  0 (« =  4>

( ß _ l ) ” <V
1

]) = o
'r+5~2 (/„'■■:.... /r+s_2 = 1.2,...,«)

j

])i = 1  (« < 4 ) .
J-T-S -  ........7,-_Lc_ 9 =  1 ,2 .......... 7/i
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