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Über den grössten gemeinsamen Theiler

Leopold Gegenbauer,
c. M. k. Akad.

(Vorgelegt in der Sitzung am 17. Juni 1892.)

Ich werde im ersten Paragraph der vorliegenden Mit
theilung mehrere auf e ine  r ee l l e  Zahl bezügliche Formeln, 
welche ich vor Kurzem 1 aufgestellt habe, auf den grössten 
gemeinsamen Theiler von r  ganzen Zahlen eines beliebigen 
Euklid’schen Zahlencomplexes ausdehnen und aus denselben 
asymptotische Ausdrücke für gewisse zahlentheoretische Func
tionen und Sätze über arithmetische Wahrscheinlichkeiten im 
Gebiete der aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten 
primären ganzen eomplexen Zahlen ableiten, sodann im zweiten 
Paragraph mit Hilfe der gefundenen Resultate Verallgemeine
rungen und Analoga der in der Theorie der Vertheilung der 
Primzahlen eine hervorragende Rolle spielenden T c h e b y c h e f -  
de P o ly g n a c ’schen Identität ermitteln, und endlich im dritten 
eine Reihe von Ausdrücken für die Summe der Werthe, welche 
eine willkürliche Function annimmt, wenn für ihr Argument 
der Reihe nach die primzahligen grössten gemeinsamen Theiler 
aller Systeme von r  ganzen Zahlen eines beliebigen Euklid’schen 
Zahlengebietes gesetzt werden, und speciell für die Anzahl 
dieser Systeme angeben. Schliesslich werde ich im vierten

1 »Arithmetische Relationen.« Diese Sitzungsberichte,  Bd. 100, Abth. II. a, 
S. 1054— 1071. Ich benütze diese Gelegenheit, um folgende in dieser Notiz 
vorkommende Druckfehler zu verbessern: S. 2, Z. 7 v .u .  steht statt  : 
S. 4, Z. 9 v. o. B(x)  =  1 statt  B(x)  =  x;  S. 14, Z. 1, 2, 5 v. u. '!/-,.(■*)» kv.(x )
statt  6 y ( .vP),  f ?(.r?), K ( * p)-
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1144 L. G e g e n b a u e r ,

Paragraph die sich mir darbietende Gelegenheit benützen, um 
die Erweiterung eines K r o n e c k e r ’schen Determinantensatzes 
auf Determinanten beliebigen Ranges und die Verallgemeinerung 
eines E u l e r ’schen Theorems aus der Theorie der Zerlegung 
der ganzen Zahlen in einfacher Weise zu erhärten.

§. 1 . Es möge (n) die Gesammtheit aller ganzen nicht 
associirten eomplexen Zahlen eines Gebietes, in welchem das 
Euklid’sche Verfahren des Aufsuchens des grössten gemein
samen Theilers gilt, bezeichnen, deren Norm die reelle Zahl n 
nicht übersteigt, %(n) die Anzahl der Individuen des Zahlen
bereiches (11),

die Summe, beziehungsweise das Product der Werthe vor
stellen, welche die willkürliche Function */(*) annimmt, wenn 
ihr Argument die eben erwähnten %(11) eomplexen Zahlen 
durchläuft, und es sei die über alle der Gleichung

genügenden Werthepaare x, y  dieses Bereiches ausgedehnte 
Summe

beziehungsweise
-V-=(11)

Ar(*xjy.a) AT(z)

Setzt man nun

=(\7« )X

so besteht die Beziehung

wo die Marke am Summenzeichen anzeigt, dass nur jene Zahlen 
des Complexes (n) zu nehmen sind, welche Producte aus einer 
X ten  und einer jxten Potenz sind.
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Grösster gemeinsamer Theiler. 1145

Bezeichnet gx{y) die Summe derjenigen Werthe, welche 
die Function g(x) annimmt, wenn ihr Argument alle Theiler 
der ganzen Zahl y  durchläuft, welche Xte Potenzen sind, h(y) 
aber die Summe jener Werthe, welche die Function k(x) erhält, 
wenn für ihr Argument alle Theiler von y gesetzt werden, 
welche Producte aus einer Xten und einer |j,ten Potenz sind, so 
ist offenbar

, öl (l/^P >• ■ > xr\)

k( \x,,x2,l
~ =  (")

und daher

N{z)
...,.rr=00

•, x r  =  (/;)

^  ^(lAp X2’ - • %r\) —

z
,v =  ( \ /  n)  ; .r„ .r.,,. . . ,  x r  =  ( — —  )

Vv(.v!y

h(xng}(\xv x2,. .,x,])

Für reelle Zahlen verwandeln sich die angegebenen Formeln 
in die folgenden:

•' =Iav

x — \

r* = n

V'
Z _ j

k(z) =

Z  .
x„  - r , , . . x r  =  1 

. , x , .  =  n

Z _

(L^p ̂ 2’ • " ’ X>'\)

k ( \ X y ,  xz, . ., X r \ )

;v„ x . . .  . . ,  x r  =  II

z
-r„ -To,. . ., X y  =  1

Setzt man speciell

, r =  1
h (xi’).
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11 46 L. G e g e n b a u e r ,

so erhält g\(x) den Werth 0 oder 1 , je nachdem x  durch eine 
Ate Potenz (ausser 1) theilbar ist oder nicht, und es stellt 
demnach G\(n) die Anzahl jener Systeme von r  ganzen
Zahlen des Gebietes (n) vor, deren grösster gemeinsamer Theiler 
durch keine Xte Potenz (ausser 1) theilbar ist. Alan hat daher 
die Beziehung

wo (y) die Summe jener Werthe vorstellt, welche die Func
tion h(y)  annimmt, wenn ihr Argument jene Theiler der ganzen 
Zahl y  durchläuft, welche ;xte Potenzen sind und einen durch 
keine Xte Potenz (ausser 1) theilbaren complementären Divisor 
besitzen.

Nimmt man speciell X =  1, so wird die Function

gleich der Anzahl der theilerfremden Systeme von r
ganzen Zahlen des Complexes (n) und es ist die Function h\-v_(x) 
gleich h(x) oder 0, je nachdem x eine ;xte Potenz ist oder nicht. 
Man hat daher auch die interessante specielle Relation

beziehungsweise für das reelle Gebiet

(n) =z W  ( ^ y )  bez

X = (ll)

V
X l, X. 2, . . . , X r = ( l l )

beziehungsweise für reelle Zahlen

.v„ .V,,.. Xr = 1

V/
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Grösster gemeinsamer Theiler. 1147

Setzt man ferner

X =z 1, g(x) ~  K(x),

so wird gy (x) gleich 1 oder 0, je nachdem x  eine ate Potenz ist 
oder nicht, und demnach ist in diesem Falle G\(n) die Anzahl 
Or a(n) jener Systeme von r  ganzen Zahlen des Gebietes (n), 
deren grösster gemeinsamer Theiler eine ate Potenz ist. Durch 
diese Specialisirung ergibt sich daher die Relation

wo Ä3)iU.(y) die Summe derjenigen Werthe vorstellt, welche die 
Function hix) annimmt, wenn ihr Argument jene Theiler der 
ganzen Zahl y  durchläuft, welche Producte aus einer (xten und 
einer aten Potenz sind.

Von den speciellen Fällen dieser Formeln mögen hier 
folgende angegeben werden

beziehungsweise für das reelle Gebiet
_ R__

X  -

y
x= ( \/ 1l)

und speciell

V
:V = (\/ II )

x  =  [in x r = ( i i )

^([*i, xz, . . . , x r])
x.

Sitzb. d. m athem .-natunv. C I.; CI. Bd., Abth. II. a. 77
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und  speciell

X  a ' A w ) ) K ( x ) = 3 , '(H)* = (;») V '

1 1 4 8  L. G e g e n b  a u e r ,

^  ^ r’x (iV (*x) )  Ĵ'3 ̂  ^  (W)
x= (\/n)

2  n '-x( i v ^ ) ) tp -^ 3w  =  y  v , o ^ , xz, .,
v = ( \ / n )  x i’ x - ’■ • ■ > x r  =  (» '

ö r ’x iY(*lXx) ~  2  «*. >, - ([*,, **,..
x = Q n )  xr =(u)

, ^ ar ’i ^ Ö ^ ) V‘<-X'> =  X  ('■([*!,*2,•••,*,])
x„ x2, . . x r — ( \ / n )

Z  ör, ̂  ^  0) -  Qr, op. (n)

x=  ( \ /n )

® r’ xX ( n ( x k)  )  [Jj/- W  —  ör, X ( n )

x— (\/it) 

und speciell

~n* ( a ^ )  [X/- ̂  ~  ®r(n)

^  Qr, xlfjyrr-p-) jl(x) =r  V  W r\iv(*>■)/ l v y 2-j M [ * v * i , • •
-•»-'= C\/«) /x/-\-r l. *2> - . . , X r = z ( \ / n )

und speciell

^  ®r'1 Gv^y) 11 ~  8 y (**)
x= (\/  n)

X  Qr’n ( j j ( ? ) ) “*(* )=  7V  ♦»([*1»«*,....
.i:= ( \ / n ) *i> 'r2> ■••,xr = W n )

8) 

,., #,.]) 

•, *r])

9)

10)

11)

*,.]>•)

12)

, *r]X)
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Z  Q‘A m ) XjT W T =  Z  x
r= = ( NX/ - )  x „ x , , . . . , x r = ( \ / n )

V  n  ( 11 \ & ~ 2 ̂  ^ (*)) _
L  2 r ' 2}' \N(x>-) 1 (ß — 2)*<*> “

X=(\/n)

Grösster gemeinsamer Theiler. 1149

f? ([xi> xz> • ■ • > X>-?')■
X

.v„ .Vo,... ,  xr =  ( \ / / t )

Für die aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten pri
mären ganzen eomplexen Zahlen ist, wie ich gezeigt habe, 1

und demnach folgt in diesem Falle aus 2) die Beziehung

«•<■>=(?)' z  m  ^
X  =  ( o o )  v '

W O

a - — f— y  y
\ 4 / N(xr)N(xr)

.r =  (oo) -  (n)

r+v.

^  . _ .......................  11

ist. Da nun

V i'-W _  1
A  N ( z ‘) W ) L r

X  =  ( O O )

. X TTx = oo sin —

l ’ =  z  ^
X =  1

1 »Zur Theorie der aus den vierten Einheitsw urzeln gebildeten com- 
plexen Zahlen«. Denkschriften der k. Akademie der W issenschaften, mathem.- 
naturw. Classe, 50. Bd.
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I AI
ist und, wie man leicht findet, —— '-f- für alle Werthe von n

eine angebbare Zahl nicht überschreiten kann, so hat man die 
Beziehung

(tc n)r ■■ 1

11 50  L. G e  g e  n b a u  e r ,

&^ n) =  V W ) L l + A n n

wo A n für alle Werthe von n endlich ist. Für die reellen Zahlen 
findet man ebenso

silY y ___L
3r(«) ~ l ( r j  + A '‘n

Nach diesen Formeln kann man für diese zwei Gebiete 
der Gleichung 3) folgende Form geben

V -in (*nY V h(x)
^  h  ([*, ,**,.■•> * r ] )  -  4 r c { r )  L> 2_, N ( x r) +  1

xu A'-.,. . Xr — ('//) X = (00)

X■», • • ■ , Xy  =  11 % __ QQ

V nx V h(x) A
/  . ^ &Xl ’ X2’ ■ • • > Xr]) — 3  — ■ f- 2>

a:„ A'.;,. . ., xr = 1 * X=1

W O

A _  (*» r y  H*) , j - i  y  A m
1 “  4rZ(r)Lr Z  A W  Z j 1,

A =  >2 C(r) Z-AT =7; + l

ist, in welchen sie, falls

. . N W )(n)

l

ii

n

A- = 1 A'

x = (ii) A (* 2)

A!.xh(x)

üm» = oo ^  ~  0, limH = co =  0 n 1 ii1

ist, zur Herleitung interessanter asymptotischer Gesetze der 
Zahlentheorie und arithmetischer Wahrscheinlichkeiten dient. 
Die erste von diesen Gleichungen habe ich früher auf einem
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Grösster gemeinsamer Theiler. 1151

anderen Wege hergeleitet. Mit Hilfe der eben aufgestellten 
zwei Gleichungen leitet man leicht folgende Relationen her:

,v„ ,r„...,:rr=(«) _  'C(r x)Lr_ x
lim" = °° — W ) L r r X )

,v„ . . , x , r =(n)
lim» = oo %i2r(n)

T ( 2 r  + 1 )  B r—■/ Z/2 r —2 x
(2ic)2*r (2r—2%+ l )B rL 2i

(r—x >  0)

.V,, :V<i........ .r., =  (/()

g r(.)----------------

V M \ X . i Xv . . . y X 2 r ] )  
zL  ((ZltfrByLz,

— — -------------------------------------------------------- — --------- =  \ 2lV 2 r + T )
3—1

^  X(fo, *2, ..., xrJ) f ?([xv x2, ..., xr\)
x l, x 2, . . . , x r = ( u )

lin'i;i=00
W ( n )

f{2 nfrBrUA* 1

lim,J = co

2T(2rH-1)/ (C(r)L,.)P+1 

'Sy^] X ([Xy, Xz, .. ., X'2 r])./ß  ([^i j ■ j #2r])
:v„ .r3,..., -r2r -(«) _

W T n )  “

_  (27i)2r̂ -1)r (2r +1) (r(2y+l)^2rL 4y 
2BrL,2r 1 T(4r +  l)BrL2r
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/  i X2 3+ 1, 2 o+l (t '^1 ’ Xn  "'•> XrJ)

Grösster gemeinsamer Theiler. 1 1 5 5

X  „-V ,, . . . , . V r =  ( h )

1 i in 11 = 00 W(n)
4(P+1)(2m-+1)+1

W2(p+1) (2 s j ' + i )  T2 c r Tr ( 2 p + i )  (2 a+i)—1 C ((2 a + 1 )  r )  c ((2 p +  1)(2 a +  l ) r )

.v,, Xo,. .., xr = 11
y i  /

. ^ , . ^ , . =  1 'r2’ •••’
lim u = 00 nr

— 1̂ (  -------f “ (w  =

# .r
Aj, Ao) ■ • *j »l-j» —

\  / \
. .  2 , .A 1, Aoj • • • > Â- — 1

lim 71— no " ■n 1

1 — -
_  n  P\ 2F(2orH-1 )

lxl . 1 (2 Ti)2« '5S).
1 1 — 9—

P i '
Xy, X 3, • • • , A'r  =  »

y  p ^ , 3([^„*2, a v ] )
-V„ -V2l . • X y =  1

lim „ = oo------------ ------------ =n 1

1

lim n  _ _  q q

,r„ .r.;, . . . ,  .i:,. =  n

V  PL*,2,([*,, .r2, . . . ,  .rr])
A'|, A',, . . . ,  X y =  1 ___

nr

= (* + !')

( 2 ^ 0 -+«)i?](r+.) T~F / ______1 _
2 T (2 a(r+ % ) + 1) I I V ^a(vH-r)
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x„ x ,, . . . , x r  =  n

Pr—2)., 3 ([^ij X2i • • • j xrJ)
x „ x , , . . . , x r = \

lim 1l = 0 0 ----------------------- ----------------------

11 56  L. G e g e n b a u e r ,

=  # § S f r >  FT (' -  5 p )  >‘ > °>

y .  T3, — ■/., a  (\%\, ’ •••> '*'»■])
*„A-,.......A,V=ilim.1 11 = oo

1
1

Pi-  Cfofr+x)) T7T
C(ao(r+x)) 1

3(1'+*)

pa-, (r+v.)
Xj, XSf . . M A'r  =

/  ^2a, —v., a ([^i j > XrJ)

lini;/ = oo ~ —n 1
1

r ( 2 a a ( r + * ) + l ) 5 j(,.+,) p ,
IM . i(2 *)2 ’ (’■+«) (“-»  (,.+,) r  (2 3 (r+v.) + 1 )

p 2 az ()'+•/)

limn = ,

T3, —v., 2 a ([^i > j • • • > ^r])
A.",, Ao, . . ., A',- =  1

_2r(2aa(r+x)+l)C('5(r +  x)) FT _____ pyi^-n

p2az (r+v.)

lim„ = ,

^  2/.— a ([^i) 2̂5 •••» »̂'D7
A „  A',, . . . , X y  - -  1

1lr 1 

r(2Xao+l)5>., |^ |
(2 *)2>.3(«-i)r(2 Xa + i)5 a)3 1̂ 1 1
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Grösster gemeinsamer Theiler. 1157

X „  X - . , X r  =  11

V/  , ap, o (['''l; J • • • j %rj)
*»**■■■>*,■= 1_________________ C (rpa) T-T / 1

= nr ~  C(rj) I j  V p ? ’.

Xi, X»y .. ., x r  =  11
v
/  , ap, 2a([^p ^2? •••5 *r])

,1-j, ,r.;, x r  =  1
lini;; = 00 n

_  (27r)2» (P -i)r (2 r a + l)A -pJ T"T / ____ 1_
2T(2rps+1)5,-3 IW V p\^.

y ,  7.3, p (t'r i ■> X%1 - XA)

X „  X«,  X . .  =  11

lim„ = 00 ii
1

C(or)C(por) 1^] ( l  — ^
1

. . . , Xr  ~  11

.T„% ...,,1V= 1
lirn ii — oo :n 1

3 ,2 p
a.',, . r . . , . . . ,  ,r}. =  1

lim ii = oo 11

_ 4F (2 a r+ l) r (2 p a 7 ^ + 1)

( 2 ^ ( + ob„ . ^ . | 7 | ( i _ l
j v

. = 11

y  X3, 2 p *3> * • • > *«'])

T ( 2  p a r - 4 - 1 )

(2 ^ B e,rC(or) f j  ( l - - 4
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1158  L. Ge g e n  b a u  e r ,

-v., x., . ...x,. = n
V  1

B  (['r i %rl <J, P) j ____L
X» x,,  . . . , x r = i  _  c ( r o p )  j ^ j  ^

-Vl , X o , . . . , X r  =  1l

,rr], 2 a, p)
X„ X,, . . . , x r = l

(2i)'-<P-1) r ( 2 r o + l ) 5 , . sp | - |  Pt
V(2rap +  1)B„ M   ̂ l

2 r o p

p 2r*

.....«
A'„ Ao, =  1

lim m  ------------------------------------------- ----

, f i — L V i — L_
_ C ( r ?fJ) r 7  P*A

C Op) I IC M  V  j ____ L
p rp

Xt, X-,,. . x r =  u

.V„ A,'r =  1

lim n = oo -

_  (2 tt)2<'p(j- 1) r  (2 rp +  1) r r
F ^ r o p  -4- 1)Ä.„ I I

1 - i V i
Pi'  V JP)2r3p

r ( 2 rap +  l ) 5 rp | ____ L
Plrp

wo C0jP(,r) den Werth 0 oder 1 hat, je nachdem bei der Dar
stellung von x  durch ein Product von Primzahlpotenzen ein 
Exponent auftritt, welcher nach dem Modul pa grösser als p—1 
ist, oder nicht.

In den bisher aufgestellten Formeln sind folgende Theoreme 
enthalten:
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Grösster gemeinsamer Theiler. 1159

Dividirt man die Zahl n durch die Normen aller dem 
Complexe (n) angehörigen Xten Potenzen von Zahlen, die nur 
aus verschiedenen complexen Primfactoren zusammengesetzt 
sind, und versieht die r te Potenz der Anzahl der Individuen 
des irgend einem der erhaltenen Quotienten entsprechenden 
Theilbereiches von (n) mit dem positiven oder negativen Vor
zeichen, je nachdem die Xte Wurzel jener Zahl, deren Norm 
als Divisor auftritt, aus einer geraden oder ungeraden Anzahl 
von verschiedenen Primzahlen zusammengesetzt ist, so ist das 
Aggregat der so entstehenden Zahlen gleich der Anzahl der 
Systeme von r  Zahlen des Complexes (n), deren grösster ge
meinsamer Theiler durch keine Xte Potenz (ausser 1) theilbar ist

Dividirt man die Zahl 11 durch die Normen aller dem Com
plexe (n) angehörigen Xten Potenzen und bestimmt für jeden 
Theilbereich von (n), der irgend einem der so entstehenden 
Quotienten entspricht, die Anzahl derjenigen Systeme von r  
ganzen Zahlen, deren grösster gemeinsamer Theiler durch 
keine Xte Potenz (ausser 1) theilbar ist, so ist die Summe dieser 
Anzahlen gleich der rten Potenz der Anzahl der Individuen des 
Gesammtbereiches.

Dividirt man die Zahl n durch die Normen aller dem Com
plexe (n) angehörigen ganzen Zahlen und bestimmt für jeden 
Theilbereich von (n), der irgend einem der so entstehenden 
Quotienten entspricht, die Anzahl der theilerfremden Systeme 
von r  ganzen Zahlen, so ist die Summe dieser Anzahlen gleich 
der v ten Potenz der Anzahl der Individuen des Gesammtcom- 
plexes.

Dividirt man die Zahl n durch die Xten Potenzen der 
Normen jener Zahlen des Complexes (11), welche nur aus (x a ) t e n  

und ( x o  +  l) ten Potenzen von Primzahlen zusammengesetzt sind, 
und bestimmt für jeden Theilbereich des Complexes (n), welcher 
irgend einem der so entstehenden Quotienten entspricht, die 
Anzahl derjenigen Systeme von y  Zahlen, deren grösster ge
meinsamer Theiler durch keine (aX )te  Potenz (ausser 1) theilbar 
ist, so ist die Summe derjenigen von ihnen, welche einer aus 
einer geraden Anzahl von (xa4-l)ten und einer beliebigen An
zahl von ( x a ) t e n  Potenzen von Primzahlen zusammengesetzten 
Basiszahl der Norm des Divisors entsprechen, um die Anzahl
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1160 L. G e g e n b a u e r ,

derjenigen Systeme von r  Zahlen des Gesammtcomplexes, deren 
grösster gemeinsamer Theiler durch keine Xte Potenz (ausser 1 ) 
theilbar ist, grösser als die Summe der übrigen Anzahlen.

Dividirt man die Zahl n durch die Normen jener Zahlen 
des Complexes (n), welcher nur aus ( x a ) t e n  und ( x a - f - l ) t e n  

Potenzen von Primzahlen zusammengesetzt sind, und bestimmt 
für jeden Theilbereich des Complexes (n), welcher irgend einem 
der so entstehenden Quotienten entspricht, die Anzahl der
jenigen Systeme von r  Zahlen, deren grösster gemeinsamer 
Theiler durch keine ate Potenz (ausser 1) theilbar ist, so ist die 
Summe derjenigen von ihnen, für welche die Zahl, deren Norm 
als Divisor auftritt, aus einer geraden Anzahl von ( x a - f - l ) t e n  

und einer beliebigen Anzahl von (v .a ) te n  Potenzen von Prim
zahlen zusammengesetzt ist, um die Anzahl der theilerfremden 
Systeme von r  ganzen Zahlen des Gesammtcomplexes grösser, 
als die Summe der übrigen Anzahlen.

Dividirt man die Zahl n durch die Xten Potenzen der 
Normen jener Zahlen des Complexes (11), welche durch keine 
ate Potenz (ausser 1) theilbar sind, und bestimmt für jeden 
Theilbereich dieses Complexes, welcher irgend einem der so 
entstehenden Quotienten entspricht, die Anzahl derjenigen 
Systeme von r  Zahlen, deren grösster gemeinsamer Theiler 
durch keine Xte Potenz (ausser 1) theilbar ist, so ist die Summe 
dieser Anzahlen gleich der Anzahl derjenigen Systeme von r  
ganzen Zahlen des Gesammtbereiches, deren grösster gemein
samer Theiler durch keine (aX )te  Potenz (ausser 1) theilbar ist.

Dividirt man die Zahl n durch die Normen jener Zahlen 
des Complexes (n), welche durch keine ate Potenz (ausser 1 ) 
theilbar sind, und bestimmt für jeden Theilbereich dieses Com
plexes, welcher irgend einem der so entstehenden Quotienten 
entspricht, die Anzahl der theilerfremden Systeme von r  ganzen 
Zahlen, so ist die Summe dieser Anzahlen gleich der Anzahl 
derjenigen Systeme von r  ganzen Zahlen des Gesammtbereiches, 
deren grösster gemeinsamer Theiler durch keine ate Potenz 
(ausser 1 ) theilbar ist.

Dividirt man die Zahl 11 durch die Normen jener Zahlen 
des Complexes (n), welche nur aus ( x a ) t e n  und (xa-+-l)ten 
Potenzen von Primzahlen zusammengesetzt sind, und versieht
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die r te Potenz der Anzahl der Individuen des irgend einem der 
erhaltenen Quotienten entsprechenden Theilbereiches von (11) 
mit dem positiven oder negativen Vorzeichen, je nachdem die 
Zahl, deren Norm als Divisor auftritt, aus einer geraden Anzahl 
von ( x a  +  l) ten und einer beliebigen Anzahl von ( x a ) t e n  Potenzen 
von Primzahlen zusammengesetzt ist oder nicht, so ist das 
Aggregat der so entstehenden Zahlen gleich der Anzahl der
jenigen Systeme von r  ganzen Zahlen des Gesammtcomplexes, 
deren grösster gemeinsamer Theiler eine ate Potenz ist.

Dividirt man die Zahl n durch die Xten Potenzen der Normen 
aller dem Complexe (11) angehörigen Zahlen, welche nur aus 
verschiedenen Primzahlen zusammengesetzt sind, und versieht 
die Anzahl derjenigen Systeme von r  ganzen Zahlen des irgend 
einem der so erhaltenen Quotienten entsprechenden Theil
bereiches von (11) mit dem positiven oder negativen Vorzeichen, 
je nachdem die Xte Wurzel jener Zahl, deren Norm als Divisor 
auftritt, aus einer geraden oder ungeraden Anzahl von ver
schiedenen Primzahlen zusammengesetzt ist, so ist das Aggregat 
der so entstehenden Zahlen gleich der Anzahl der theilerfremden 
Systeme von r  ganzen Zahlen des Gesammtcomplexes.

Dividirt man die Zahl n durch die Xten Potenzen der Normen 
aller dem Complexe (n) angehörigen Zahlen, welche durch 
keine x t e  Potenz (ausser 1) theilbar sind, und bestimmt für 
jeden Theilbereich dieses Complexes, der irgend einem der so 
entstehenden Quotienten entspricht, die Anzahl derjenigen 
Systeme von r  ganzen Zahlen, deren grösster gemeinsamer 
Theiler eine (xX )te  Potenz ist, so ist die Summe dieser Anzahlen 
gleich der Anzahl derjenigen Systeme von r  ganzen Zahlen 
des Gesammtcomplexes, deren grösster gemeinsamer Theiler 
eine Xte Potenz ist.

Dividirt man die Zahl n durch die Normen aller dem Com
plexe (n) angehörigen Zahlen, welche durch keine x t e  Potenz 
(ausser 1) theilbar sind, und bestimmt für jeden Theilbereich 
dieses Complexes, der irgend einem der so entstehenden 
Quotienten entspricht, die Anzahl derjenigen Systeme von r  
ganzen Zahlen, deren grösster gemeinsamer Theiler eine xte 
Potenz ist, so ist die Summe dieser Anzahlen gleich der 
r t e n  Potenz der Anzahl der Individuen des Gesammtcomplexes.
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Dividirt man die Zahl n durch die |xten Potenzen der 
Normen jener Zahlen des Complexes (n), welche nur aus (v.a)ten 
und (y*a+l)ten Potenzen von Primzahlen zusammengesetzt 
sind, und bestimmt für jeden Theilbereich dieses Complexes, 
welcher irgend einem der so entstehenden Quotienten entspricht, 
die Anzahl derjenigen Systeme von r  ganzen Zahlen, deren 
grösster gemeinsamer Theiler eine [jJe Potenz ist, so übertrifft 
die Summe derjenigen Anzahlen, für welche die [j,te Wurzel 
der Zahl, deren Norm als Divisor auftritt, aus einer geraden 
Anzahl von (% a+l)ten und einer beliebigen Anzahl von (v.o)ten 
Potenzen von Primzahlen zusammengesetzt ist, die Summe der 
übrigen um die Anzahl derjenigen Systeme von r  Zahlen des 
Gesammtcomplexes, welche (a|x) Potenzen sind.

Für reelle Zahlen ist in den vorstehenden Sätzen das Wort 
»Norm« wegzulassen.

Die x te Potenz des grössten gemeinsamen Theilers von r  
primären ganzen complexen Zahlen von der Form a + bi ist im

Mittel gleich Q{r)Lt.
Der grösste gemeinschaftliche Divisor von r  primären 

ganzen complexen Zahlen von der Form a-\-bi hat im Mittel

den Werth c(r)Lr
Die (27„)te Potenz des grössten gemeinsamen Theilers von r  

primären ganzen complexen Zahlen von der Form a-\~bi ist im

l\/n+^i 1 (2 7'-+-1 -£<2?—2 y.
Mittel gleich 1 )B rL 2r‘

Das Quadrat des grössten gemeinsamen Theilers von zehn 
primären ganzen complexen Zahlen von der Form a +  bi hat im

99 AoMittel den Werth
1 0  Ti2L 20

Der grösste gemeinschaftliche Divisor von r  primären 
ganzen complexen Zahlen von der Form a +  bi lässt sich im 
Mittel auf {C(r)L,.p_1 verschiedene Arten in ß Factoren zer
legen.

Der grösste gemeinsame Theiler von r  primären ganzen 
complexen Zahlen von der Form a +  bi kann im Mittel auf
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i(? r )2rB  -L<> ■)------— verschiedene Arten in ß Factoren zerlegt
I 2T (2 r +  1 ) ) 1
werden.

Der grösste gemeinschaftliche Divisor von vier primären 
ganzen eomplexen Zahlen von der Form a + bi kann im Mittel

auf -----% verschiedene Arten in drei Factoren zerlegt werden.
8100 e
Der grösste gemeinsame Theiler von r  primären ganzen

eomplexen Zahlen von der Form a + b i  kann im Mittel I ^ r 1-mal
so oft in ß Factoren zerlegt werden, als der grösste gemeinsame
Theiler von r  reellen ganzen Zahlen.

Die Summe der Normen der x ten Potenzen derjenigen
primären Theiler des grössten gemeinschaftlichen Divisors von
r  primären ganzen eomplexen Zahlen von der Form a +  bi,
welche pte Potenzen und durch keine (op)te Potenz (ausser 1)

theilbar sind, beträgt für p (r—y.) >  1 im Mittel f  ̂  ̂ — ^)^p0 -* ) .
C {rsrj(r— 7 .))L 3? (r—v.)

Die Summe der Normen der y.ten Potenzen derjenigen 
primären Theiler des grössten gemeinschaftlichen Divisors von 
r  primären ganzen, aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten 
eomplexen Zahlen, welche (2 p)te Potenzen und durch keine 
(2 ap)te Potenz (ausser 1) theilbar sind, beträgt für p (r—x) >  1

im Mittel ,0 , 2 ----------(2 7c) p (»-*) (3- !) I (2 p (r— v.) +  1) B 3p 1) L 2 3, (r_.,}
Die Summe der Normen der xten Potenzen derjenigen 

primären Theiler des grössten gemeinsamen Divisors von r  
aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten primären ganzen 
eomplexen Zahlen, welche pte Potenzen und durch keine (2 ap)te 
Potenz (ausser 1) theilbar sind, beträgt für p(r—y.)>l im Mittel 
2F (2 jp (r— x) +  1) C(p (r— v.)) L ? (,-_x)

(2 Ti) 2 GP B 3p ( ,- _ * )  L 2 cp ( r — Y.)

Die Summe der (r—2 X)ten Potenzen der Normen derjenigen 
primären Theiler des grössten gemeinsamen Divisors von r  
aus den vierten Einheitswurzein gebildeten primären ganzen 
eomplexen Zahlen, welche pte Potenzen und durch keine (op)te 
Potenz (ausser 1 ) theilbar sind, beträgt für Xp>0 im Mittel
____ 1 (2 Xop -f 1) BL[J Lo ),q_____
(2 iE)*^(»-i)r(2 Xp +  \)B-L3pL2-K3p

Sitzb . d. m athem .-naturw. C I.; CI. Bd., Abth. II. a. 7 8
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Der grösste gemeinschaftliche Divisor von r  aus den 
vierten Einheitswurzeln gebildeten primären complexen Zahlen

hat im Mittel primäre Theiler, welche pte Potenzen
C(arp)Z,arp

und durch keine (op)te Potenz (ausser 1) theilbar sind.
Der grösste gemeinschaftliche Divisor von r  aus den

vierten Einheitswurzeln gebildeten primären complexen Zahlen 
t, 4. • Tv/r-̂  i T(2Grp+l)BrpL 2rp . .. ..hat im Mittel - ‘ /0-------„ T—  primäre Theiler(27u)2rP(3— (2 rp +  1 )B,rpL 2or? F
welche (2 p)te Potenzen und durch keine (2 ap)te Potenz (ausser 1)
theilbar sind.

Der grösste gemeinschaftliche Divisor von r  aus den
vierten Einheitswurzeln gebildeten primären complexen Zahlen 
besitzt im Mittel ebenso viele primäre Theiler, welche (2 p)te 
Potenzen und durch keine (2 ap)te Potenz (ausser 1) theilbar
sind, als der grösste gemeinsame Theiler von 2r  solchen
Zahlen primäre Theiler hat, welche pte Potenzen und durch 
keine (op)te Potenz (ausser 1) theilbar sind.

Der grösste gemeinschaftliche Divisor von r  aus den
vierten Einheitswurzeln gebildeten primären ganzen complexen

Zahlen hat im Mittel , \  ̂ — primäre Theiler, welche durch 
C (o r) L 3r

keine ate Potenz (ausser 1) theilbar sind.
Der grösste gemeinschaftliche Theiler von r  aus den

vierten Einheitswurzeln gebildeten primären ganzen complexen

Zahlen lässt sich im Mittel auf  ̂ verschiedene
(2 n y iß rL 2r

Arten in zwei theilerfremde primäre Factoren zerlegen.
Der grösste gemeinsame Divisor von 2 r  aus den vierten

Einheitswurzeln gebildeten primären ganzen complexen Zahlen
■ u ■ , r F (4r  +  l )BrL2rlasst sich im Mittel auf /ri verschiedene(2tt) I (2r + \ )B 2 rL±r

Arten in zwei theilerfremde primäre Factoren zerlegen.
Der grösste gemeinsame Theiler von vier aus den vierten

Einheitswurzeln gebildeten primären ganzen complexen Zahlen

kann im Mittel auf Arten in zwei theilerfremde Factoren

zerlegt werden.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Grösster gemeinsamer Theiler. 1 165

Der grösste gemeinschaftliche Divisor von r  aus den 
vierten Einheitswurzeln gebildeten primären ganzen eomplexen

Zahlen hat im Mittel y -^ -m a l  so viele primäre Theiler, welche

rjte Potenzen und durch keine (ap)te Potenz (ausser 1) theilbar 
sind, als der grösste gemeinsame Theiler von r  reellen ganzen 
Zahlen.

Der grösste gemeinschaftliche Divisor von r  aus den 
vierten Einheitswurzeln gebildeten primären ganzen eomplexen

Zahlen lässt sich im Mittel -^ - -m a l  so oft in zwei theiler-

fremde primäre Factoren zerlegen, als der grösste gemeinsame 
Theiler von r  reellen ganzen Zahlen.

Die Summe der Normen der xten Potenzen derjenigen 
primären Theiler des grössten gemeinschaftlichen Divisors von 
r aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten primären ganzen 
eomplexen Zahlen, welche tte Potenzen sind, ist für z(r—x ) > l  
im Mittel gleich 'C,{y(r—x))L,(,-_x).

Die Summe der Normen der xten Potenzen derjenigen 
primären Theiler des grössten gemeinsamen Divisors von r 
aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten primären ganzen 
eomplexen Zahlen, welche (2 r)te Potenzen sind, beträgt für

t ( r - x ) > 0  im Mittel .

Die Summe der Normen der (r—2 X)ten Potenzen derjenigen 
primären Theiler des grössten gemeinschaftlichen Divisors von 
r aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten primären ganzen 
eomplexen Zahlen, welche xte Potenzen sind, beträgt für X > 0  
. (2 tt T'--Bx-L2u
lmMlttel 2 r (2 X t + l f

Die Summe der Normen der xten Potenzen der primären 
Theiler des grössten gemeinschaftlichen Divisors von r  aus 
den vierten Einheitswurzeln gebildeten primären ganzen com- 
plexen Zahlen ist für r —x > l  im Mittel gleich C(r—x)Lr_x.

Die Summe der (r—2 X)ten Potenzen der Normen der 
primären Theiler des grössten gemeinsamen Divisors von r  
aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten primären ganzen

/cy
eomplexen Zahlen ist für X >  0 im Mittel gleich o p /öt-T VZL (2 X +  1)

78̂
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Der grösste gemeinschaftliche Divisor von r  primären 
ganzen complexen Zahlen von der Form a + b i  besitzt im Mittel 
C (zr)Lzr primäre Theiler, welche xte Potenzen sind.

Der grösste gemeinschaftliche Divisor von 2 r  aus den 
vierten Einheitswurzeln gebildeten primären ganzen complexen

(2 'n)^rB-rL<?-r
Zahlen besitzt im Mittel  ̂ —------- - primäre Theiler, welche

2 r ( 2 t r - t- l )
xte Potenzen sind.

Der grösste gemeinsame Divisor von r  aus den vierten 
Einheitswurzeln gebildeten primären ganzen complexen Zahlen 
hat im Mittel ebenso viele primäre Theiler, welche (2 t)te 
Potenzen sind, als der grösste gemeinschaftliche Divisor von 
2 r  solchen primäre Theiler besitzt, welche Tte Potenzen sind.

Der grösste gemeinschaftliche Divisor von r  aus den 
vierten Einheitswurzeln gebildeten primären ganzen complexen 
Zahlen hat im Mittel 'C(r)L,- primäre Theiler.

Der grösste gemeinschaftliche Divisor von r  aus den 
vierten Einheitswurzeln gebildeten primären ganzen complexen 
Zahlen hat im Mittel L r-mal so viele primäre Theiler, als der 
grösste gemeinsame Theiler von r  reellen ganzen Zahlen.

Diejenigen von den 51 r(n) grössten gemeinsamen Theilern 
von je r a u s  den vierten Einheitswurzeln gebildeten primären 
ganzen complexen Zahlen mit 11 nicht übersteigender Norm, 
welche aus einer geraden Anzahl von (gleichen oder ver
schiedenen) Primzahlen zusammengesetzt sind, besitzen im
u . , W(ii) \ v , N r (2TiY rB l U r IMittel — | ,(r)Z.,.+ 4|r(2r+ Primäre D,v‘-
soren, während die Anzahl der primären Theiler der übrigen
■ . r . . . ,  2tr ( « ) L , N r  (2 x ) rB m r ) .>m M.ttel gleich _  ^ ( r ) ^  4 [ r  (2 r + t ) i  g(c(r) ( ist

Diejenigen von den %2 r(fi) grössten gemeinschaftlichen 
Divisoren von je 2 r  aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten 
primären ganzen complexen Zahlen mit 11 nicht übersteigender 
Norm, welche aus einer geraden Anzahl von (gleichen oder 
verschiedenen) Primzahlen zusammengesetzt sind, besitzen im

Mittel ( B<L +  2F(2 r +  1 1 (2 r +  O f t A

11 66  L. G e g e n b a u e r ,

2 j  21’ (2 r - f -1) B,Ur I r i 4 r - M  )ß rL „  l |
primäre Theiler, während die Anzahl der primären Theiler
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(2tt21(7i))2r ( B rLzr 2 T (2 r +  1)
d e r  übrigen im Mittel ) 9 r f ? r + n  - o r

T(2 r + l ) i ; 2, . i4,. )2) , ) 2 F ( 2 r + l )  BrL,
' ' beträgt.

( T (4 r -b l)BrZ,2r
Diejenigen von den 2tr (w) grössten gemeinschaftlichen

Divisoren von je r  aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten
primären ganzen eomplexen Zahlen mit n nicht übersteigender
Norm, welche aus einer geraden Anzahl von (gleichen oder
verschiedenen) Primzahlen zusammengesetzt sind, lassen sich
• Ar,, , , W ( n )  \ ( r . . r (2 %fr{BrL 2l)* )
,m Mittel auf j (C(r)X,-)>+  8 | r ( 2 r  +  i )|8(c(>.)£r)Vi ™"
schiedene Arten in drei primäre Factoren zerlegen, während 
die Anzahl dieser Zerlegungen für die übrigen im Mittel gleich 
r ( « )  ( ( rM  T «  (2 ■zf ' iBrle ,?  )

2 r C(’)Z'’) 8 S r (2 r+ l ) )3(C(r)L,.)5l
Diejenigen von den St2r (11) grössten gemeinsamen Divi

soren von je 2 r  aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten 
primären ganzen eomplexen Zahlen mit 11 nicht übersteigender 
Norm, welche aus einer geraden Anzahl von (gleichen oder 
verschiedenen) Primzahlen zusammengesetzt sind, lassen sich

im Mittel auf <2*>4fg<-l> I +  2 r (2 r  +  1>
2 \ 4 (l1 (2r +  l ))2 HrL. ,

■ r ( 2 r  +  l ) ^ A , . ^  ve,.schiedene Arten .„ dre. „
) 1 ( 4 r - h l ) B rL 2r ) j

Factoren zerlegen, während die mittlere Anzahl dieser Zer-
(2tt y ' l l 2r(n){ (BrL>r)zlegungen tür die übrigen den Werth -------- — — / - - -—,

2 ) 2(1 (2 r +  l ) ) 1
2  F (2 r  +  1 ) j P (2 r  +  1 ) B 2r U r y )

1̂1 clt
B rL lr i V (4r  -{-l)BrL 2r ) j

Das Quadrat des grössten gemeinschaftlichen Theilers
von r  aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten primären

2 r ( 2 r-M )(C(r)L ,.)2
ganzen eomplexen Zahlen besitzt im M it te l----7?rvr-TrT------(Z7T)J ' BrL 2r
primäre Theiler.

Das Quadrat des grössten gemeinschaftlichen Divisors
von 2 r  aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten primären

1 • ■ , r ( 4 r + l ) ( JBrL2r)2ganzen eomplexen Zahlen besitzt im Mittel
2 (1  (2 r + 2 )YB 2rU r

primäre Theiler.
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Der grösste gemeinsame Theiler von r  primären ganzen 

complexen Zahlen von der Form a + bi hat im Mittel
C \1"3) -L>zy

primäre Divisoren, welche (ap)te Potenzen sind, und deren 
complementärer Divisor durch keine ate Potenz theilbar ist, und

'Qirj'ir)Loa,\  1 — \  | solche Theiler, welche (ap)te Potenzen
' ( Q(pr)Lsr)

sind, und deren complementärer Divisor mindestens durch eine
ate Potenz theilbar ist.

Der grösste gemeinsame Theiler von r  primären ganzen
complexen Zahlen von der Form a 4- bi hat im Mittel

---- ^p-r^2oar ,imäre ^heiler, welche (2ap)te Potenzen
21 (2 par-h 1) £ (ra) L ro F K u
sind, und deren complementärer Divisor durch keine ate Potenz

theilbar ist, und ^  i 1 ----- I solche, welche21 (2par -4-1) ( C (ar)L3J- )
(2 ap)te Potenzen sind, und deren complementärer Divisor 
mindestens durch eine ate Potenz theilbar ist.

Der grösste gemeinschaftliche Divisor von r  aus den 
vierten Einheitswurzeln gebildeten primären ganzen complexen
^ u, , ■ • , (27t)23I'(p-1) r ( 2 a r + l ) 5 „ 3L2„ 0 . ..Zahlen besitzt im Mittel -— ' „  -------- primäre21 (2 par -+-1) B ro L 2
Divisoren, welche (2 pa)te Potenzen sind, und deren comple
mentärer Divisor durch keine (2 a)te Potenz theilbar ist, und 
{2 % f ^ B rjzrL 29,r \ , 2 T(2 a r + l )  ( /n ,
~2' r ( 2 ( ^ 4 . 1 ) SOlChe’ welche (2 ’ rf,e
Potenzen sind und deren complementärer Divisor mindestens 
durch eine (2 a)te Potenz theilbar ist.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grösste gemeinsame 
Theiler von r  beliebigen reellen ganzen Zahlen zu den Prim
zahlen p z, •. >, p„ theilerfremd und durch keine ate Potenz 
(ausser 1) theilbar ist, beträgt im Mittel
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Die Wahrscheinlichkeit, dass der grösste gemeinsame 
Theiler von r  reellen ganzen Zahlen weder durch eine der 
Primzahlen P ^ P v  ■■ ,p.,  noch durch eine (2 r)te Potenz (ausser 1) 
theilbar ist, beträgt im Mittel

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grösste gemeinsame 
Theiler von r  beliebig herausgegriffenen reellen ganzen Zahlen 
ungerade und durch keine ate Potenz (ausser 1) theilbar ist,

beträgt im Mittel — ———-
( 2  — 1 ) ( , ( a r )

Es ist ebenso wahrscheinlich, dass eine beliebige ganze 
reelle Zahl weder durch eine der Primzahlen p v p z, - - ‘,p„, 
noch durch eine ( a r ) t e  Potenz (ausser 1) theilbar ist, als dass 
der grösste gemeinschaftliche Divisor von r  beliebig heraus
gegriffenen reellen ganzen Zahlen zu den genannten Prim
zahlen theilerfremd und durch keine ate Potenz (ausser 1) 
theilbar ist.

Die Summe der xten Potenzen derjenigen Divisoren des 
grössten gemeinsamen Theilers von r  reellen ganzen Zahlen 
welche zu den Primzahlen p v p z,-.., p. theilerfremde ( a ) t e  

Potenzen sind, ist im Mittel gleich

Die Summe der xten Potenzen derjenigen Divisoren des 
grössten gemeinsamen Theilers von r  reellen ganzen Zahlen, 
welche zu den Primzahlen p v p z, . . p _  theilerfremde ( 2 a ) t e  

Potenzen sind, ist für a ( r — x )  ^  1  im Mittel gleich

(2 rc )2j 0- y- ) ^ (r-x) 
2 T (2 a ( r—x) +  1 )
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Die Summe der (r—2 X)ten Potenzen derjenigen Divisoren 
des grössten gemeinschaftlichen Theilers von r  reellen ganzen
Zahlen, welche zu den Primzahlen p {, p z__ , p  theilerfremde
ate Potenzen sind, ist für X > 0  im Mittel gleich

(2 ]—f /1 1
2 T ( 2 X a +  1 )  T I  V p 2X3

Der grösste gemeinsame Divisor von r  beliebig heraus
gegriffenen reellen ganzen Zahlen besitzt im Mittel

Theiler, welche zu den Primzahlen p v p z,. . . ,  p.  theilerfremde 
ate Potenzen sind.

Der grösste gemeinsame Divisor von r  reellen ganzen 
Zahlen besitzt im Mittel ebenso viele Divisoren, welche zu den 
Primzahlen p x, p z, . . . ,  p- theilerfremde ate Potenzen sind, als 
eine reelle Zahl zu den genannten Primzahlen theilerfremde 
Divisoren hat, welche (ar)te Potenzen sind.

Der grösste gemeinsame Theiler von r  reellen ganzen 
Zahlen hat im Mittel

Divisoren, welche zu dem Producte p y p z p z p. theiler
fremd sind.

Der grösste gemeinschaftliche Divisor von zwei reellen
TT4 ft2

ganzen Zahlen hat im Mittel — ungerade und — gerade96 1440
quadratische Theiler.

Der grösste gemeinschaftliche Divisor von vier reellen
1 7 'JT8 7iS

ganzen Zahlen hat im Mittel unSerade und 2419900

gerade quadratische Theiler.
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Die Summe der xten Potenzen derjenigen Divisoren des 
grössten gemeinsamen Theilers von r  reellen ganzen Zahlen, 
welche zu den Primzahlen p v p z, ■■■,p. theilerfremde ate Potenzen 
und durch keine ( a a ) t e  Potenz (ausser 1) theilbar sind, beträgt 
für a(r—x) >  1 im Mittel

Die Summe der x t e n  Potenzen derjenigen Divisoren des 
grössten gemeinsamen Theilers von r  reellen ganzen Zahlen, 
welche zu den Primzahlen p l, p z, - - . , p  theilerfremde ( 2 a ) t e  

Potenzen und durch keine ( 2 o c a ) t e  Potenz (ausser 1) theilbar 
sind, beträgt für o(r—x) 1 im Mittel

Die Summe der x ten Potenzen derjenigen Divisoren des 
grössten gemeinsamen Theilers von r  reellen ganzen Zahlen, 
welche zu den Primzahlen p f, p z,. . . ,  p, theilerfremde ate Potenzen 
und durch keine ( 2 a a ) t e  Potenz (ausser 1) theilbar sind, beträgt 
für a(r—x ) > l  im Mittel

Die Summe der (r— 2 X ) t e n  Potenzen derjenigen Divisoren 
des grössten gemeinschaftlichen Theilers von r  reellen ganzen 
Zahlen, welche zu den Primzahlenp v p z, . . . , p ,  theilerfremde ate 
Potenzen und durch keine ( a a ) t e  Potenz (ausser 1 ) theilbar sind, 
beträgt für X >  0 im Mittel

r  (2 ao(r—x) +  i ) 5 a(r_x) r - i  p'iz{r
(2 tc)2 3 0'—*) (“—]) T (2 a (r—x) +  1) S a3 (r_ x) M  ^ ______1__

2 T (2aa (r—x) + 1 ) C (^(r—x)) T7T P-{r̂ }
(2 tt)2“3(r—x)Baz(r_ x) I ■ _  1

1 —

F (2 aXa +  1 )
R(2 ic)2>‘3(“- i ) r ( 2 X a + l ) JB«x3

1 1 —

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



1172 L. G e g e n  b a u e  r

Der grösste gemeinschaftliche Divisor von r  reellen ganzen 
Zahlen hat im Mittel

zu den Primzahlen p v p v ..., p. theilerfremde Theiler, welche 
a t e  Potenzen und durch keine ( a a ) t e  Potenz (ausser 1 ) theil
bar sind.

Der grösste gemeinschaftliche Divisor von r  reellen ganzen 
Zahlen hat im Mittel

zu den Primzahlen p v p z,-.-,p^ theilerfremde Theiler, welche ate
Potenzen und durch keine ( 2 a a ) t e  Potenz (ausser 1) theilbar sind.

Der grösste gemeinschaftliche Divisor von r reellen ganzen
Zahlen hat im Mittel ebenso viele zu den Primzahlen p v p z,.--,p.
theilerfremde Theiler, welche ate Potenzen und durch keine
( a a ) t e  Potenz (ausser 1) theilbar sind, als eine reelle ganze Zahl
derartige Divisoren besitzt, welche ( a r ) t e  Potenzen und durch
keine (aar)te Potenz theilbar sind.

Der grösste gemeinschaftliche Divisor von zwei reellen
^ , . Ar. , 1816214400ganzen Zahlen hat im Mittel  ̂ g - ungerade und

241215975
-  - 3- gerade quadratische Theiler, welche durch keineoi 7 28b
sechste Potenz (ausser 1 ) theilbar sind.

Der grösste gemeinsame Divisor von r  reellen ganzen 
Zahlen hat im Mittel

Theiler, welche zu dem Producte p v p z, ..., p_ theilerfremde 
( p a ) t e  Potenzen sind und einen complementären Divisor besitzen, 
der durch keine ate Potenz (ausser 1 ) theilbar ist.

C (aar) '  ̂I 1
p azr

C M  o  1 Pl

1 —

Pl
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Der grösste gemeinsame Divisor von r reellen ganzen 
Zahlen hat im Mittel

Theiler, welche zu den Primzahlen p x, p v ..., p_ theilerfremde 
( 2 p a ) t e  Potenzen sind und einen complementären Divisor be
sitzen, der durch keine ( 2 a ) t e  Potenz (ausser 1 )  theilbar ist.

Der grösste gemeinschaftliche Divisor von r  reellen ganzen 
Zahlen besitzt im Mittel um

solche Theiler mit durch keine ( p a ) t e  Potenz (ausser 1) theil
baren complementären Divisor, welche ate Potenzen eines 
Productes einer geraden Anzahl von unter einander und von 
den Primzahlen p v p z,. . . ,  p.  verschiedenen Primfactoren sind, 
mehr, als solche, welche ate Potenzen eines Productes einer 
ungeraden Anzahl von derartigen Primfactoren sind.

Der grösste gemeinschaftliche Divisor von r  reellen ganzen 
Zahlen besitzt im Mittel um

solche Theiler mit durch keine ( 2 a r ) t e  Potenz (ausser 1) theil
baren complementären Divisor, welche (2 a ) te  Potenzen eines 
Productes einer geraden Anzahl von unter einander und von 
den Primzahlen PI,P2,---,P- verschiedenen Primfactoren sind, 
mehr, als solche, welche (2 a ) te  Potenzen eines Productes einer 
ungeraden Anzahl von derartigen Primfactoren sind.

Der grösste gemeinschaftliche Divisor von zwei reellen
20160ganzen Zahlen besitzt im Mittel um — r̂ — solche ungerade

TT
Theiler mit durch keine vierte Potenz (ausser 1) theilbaren

4  T  ( 2  nr 4 - 1 ) T ( 2  p a r  +  1 )
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complementären Divisor, welche Quadrate eines Productes 
einer geraden Anzahl von unter einander verschiedenen Prim
zahlen sind, mehr, als solche, welche Quadrate eines Productes 
einer ungeraden Anzahl verschiedener Primfactoren sind.

Unter denjenigen Theilern des grössten gemeinsamen 
Divisors von r  reellen ganzen Zahlen, welche ate Potenzen 
von solchen zu den Primzahlen p v p z, . .., p_ theilerfremden 
ganzen Zahlen sind, bei deren Darstellung als Producte von 
Primzahlpotenzen nur Exponenten von der Form xp und (xp-+-1) 
auftreten, gibt es im Mittel um

mehr solche, bei denen die Anzahl der letzteren Exponenten 
gerade ist, als solche, bei denen dieselbe ungerade ist.

Unter denjenigen Theilern des grössten gemeinsamen 
Divisors von r  reellen ganzen Zahlen, welche (2 a)te Potenzen 
von solchen zu den Primzahlen p y, p v ... ,  p  theilerfremden 
ganzen Zahlen sind, bei deren Darstellung als Producte von 
Primzahlpotenzen nur Exponenten von der Form xp oder xp+1 
auftreten, gibt es im Mittel um

mehr solche, bei denen die Anzahl der Exponenten von der 
Form xp + 1  gerade ist, als solche, bei denen dieselbe un
gerade ist.

Unter denjenigen Theilern des grössten gemeinschaftlichen 
Divisors von zwei reellen ganzen Zahlen, bei deren Darstellung 
als Producte von Primzahlpotenzen nur Exponenten von einer

der Formen 5x, 5 x + l  auftreten, gibt es im Mittel
3991o80

mehr solche, bei denen die Anzahl der Exponenten der zweiten 
Art gerade, als solche, bei denen dieselbe ungerade ist.

c m  y  1 ___ L
P\

(2 tc)2 "̂(p F (2 r a  +  \ ) B n? 
V \ )B rz
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Unter denjenigen Theilern des grössten gemeinsamen 
Divisors von zwei reellen ganzen Zahlen, bei deren Darstellung 
als Producte von Primzahlpotenzen nur Exponenten von einer 
der zwei Formen 6 %, 6 x +  l auftreten, gibt es im Mittel

^1 88643 k mehr solche, bei denen die Anzahl der letzteren
21794572800
Exponenten gerade, als solche, bei denen dieselbe un
gerade ist.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grösste gemeinsame 
Theiler von r  reellen ganzen Zahlen zu den Primzahlen 
P\, P v ' i  P- theilerfremd ist, und dass bei seiner Darstellung 
als ein Product von Primzahlpotenzen nur Exponenten auf
treten, welche nach dem Modul op einer ganzen Zahl unterhalb p 
congruent sind, beträgt im Mittel

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grösste gemeinsame 
Theiler von r  reellen ganzen Zahlen durch keine der Primzahlen 
PvP%->"'iP- theilbar ist, und dass bei seiner Darstellung als 
ein Product von Primzahlpotenzen nur Exponenten auftreten, 
welche nach dem Modul 2ap einer ganzen Zahl unterhalb 2 p 
congruent sind, beträgt im Mittel

Zum Schluss dieses Paragraphes will ich noch den 
folgenden, leicht zu beweisenden Satz angeben:

Bezeichnet ClW(«) die Summe der y.ten Potenzen der 
Normen derjenigen Individuen eines Euklid’schen Zahlen- 
complexes (n), welche durch keine Xte Potenz (ausser 1 ) theilbar 
sind, so bestehen die Relationen

P\

( 2 7 r ) n ^ — ( 2 r p + l ) f f r p ,

F (2 rnp +  1) B rp Fl -— -
i 1
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Z  s < (a^ ) - )
x = ( \ /n)

Z  W  ( m m ) N(*'l) =  s ' (n)
x=(\/n)

x=(\/u)

Z  °£° i w ^ j ) N ^ 1X3 ̂  = ÜS} («)
X —  ( V 11)

beziehungsweise für das reelle Gebiet:

,r = [\/11}

Z  ^ ,r'/X =  Sy. (11)
X = 1

x=[v n]z
x =  1

x =  [\/«J

Z  D*
,r = 1 

.V=[\X/»]

Z
x = \

x A\ z(x) —

x':k [i3 (x) — Dj*) (11).

§. 2. Im vierten Bande der dritten Serie der »Nouvelles 
Annales de mathematiques« von G erono  und B r i s s e  hat Herr 
Ernesto C e sa rö  1 folgende Erweiterung der berühmten Identität 
von T c h e b y c h e f  und de P o ly g n a c  bewiesen:

1 »G eneralisation de l’identite de MM. T c h e b y c h e f  et d e  P o ly g n a c .«  
L. c. p. 4 1 8 —422.
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Ist p(x) das Product a ller#  nicht überschreitenden Prim
zahlen und

Da es nur eine einzige durch keine erste Potenz (ausser 1) 
theilbare ganze Zahl, nämlich die Zahl 1 gibt, so geht diese 
Formel für o =r 1 in die eben erwähnte T c h e b y c h e f - d e  
P o ly g n a c ’sche Gleichung

über. Die im vorigen Paragraphe entwickelten Relationen ermög
lichen einerseits die Ableitung einer viel weiter gehenden Ver
allgemeinerung dieser berühmten Identität, deren Bedeutung 
für die Theorie des grössten gemeinsamen Theilers ich bei einer 
anderen Gelegenheit auseinanderzusetzen gedenke, anderseits 
die Aufstellung von mehreren anderen neuen Formeln derselben 
Kategorie.

Die complexe Primzahl p  kommt offenbar nur in jedem 
der Factoren

so besteht die Beziehung

n

OV'°Vfy'>)
(Np >  N y. >  0)

des Productes
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genau x-mal vor. Genügt nun die Function g(x) für alle 
Werthepaare x, y  der Gleichung

g(xy) — g(x)g(y)
und ist

so hat man die Gleichung

v g (Pp)h

(n) 1

wo 6 (11) die Anzahl aller Primzahlen p o des Complexes (n) 
vorstellt, beziehungsweise für das reelle Gebiet

Von besonderem Interesse sind diejenigen speciellen 
Fälle dieser allgemeinen Formel, in denen die Function g(x) 
wenigstens für alle primzahligen Argumente denselben Werth 
besitzt und h(n) entweder die r te Potenz der Anzahl der 
Individuen des Complexes (n), oder die Anzahl derjenigen 
Systeme von r  Zahlen dieses Gebietes ist, deren grösster 
gemeinsamer Theiler durch keine Xte Potenz (ausser 1) theilbar 
oder endlich eine Xjte Potenz ist. Dieselbe erhält, diesen drei 
Annahmen entsprechend, der Reihe nach folgende Formen:
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_  r log ii__]
U-3logA'(̂p)J

] 7 | / W ' W = R
r,l

P.
(ii)

t- t /  — r-r
= ] 7 [

_  r log j/ i
' — l>>=logiV(f>p)J

2  i(pp)Q,., ( — ,—_ p ’̂ 'i ^N(p>'az)

P.
(II)

beziehungsweise für das reelle Gebiet

1179

13)

14)

I" log n "| 
■ -  b.3 log p j

n nIT ' = V \ P f
1 1

_
0 (\/w)

p r  ' ( [ J ) " -  pT
I Iv = Im n

2

_ =  r lo g  ■/; i  
L>-3 lo g  p n ]

y

(Po) „>,3;

15)

n  '( [£ ]) '«  T.'0
H  =  H  p,

r log ii i
L>.3 log 7>J 

2 ([£])
18)

Dem auf der rechten Seite der ersten von diesen Gleichungen 
stehenden Producte kann man nach 6) und 8) eine der beiden 
folgenden Formen geben:
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t =  r_j£s«__tL>-- log N(pp)

R p,

beziehungsweise für das reelle Gebiet

Iv'#
2

;V - 1

__ r log n -1 L>- log pn J
0(\/ n)

R
(.Po) (*)

V = 1

der auf der rechten Seite der zweiten von ihnen stehende 
Ausdruck lässt sich nach 7) und 8) in einen der folgenden 
zwei umformen:

_ f log 11 i1 “ L Xs log N  ( p . )  J ,
S o /

R
>. / 7J

iV(pXat)p

- = f los » ~|
L\° log jV(p0)J

V O0) r>lJ- \N(xf-p^)

(aji. =  X; a > l )
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und für X =  1 nach 12) überdies noch in

-= r lQgu ]La log N(Pp) J

9 (v'n)

R p.
: — 1

2 0

( d —

r,y. \ N (xi>.pK) fl. (x)

beziehungsweise für das reelle Gebiet 

= r log» i
" L Xa log p 0 J

o ( \ / n) _=]

R p>
i

r log»_i LXa log Pq J

* (V  ( ~ ^ . ] ) >■*
\ -i- = l

0 (/ / )  

R *

lo g / /  1 ,v =

2  ' i ' (Po)
: = 1 \ ,v = l

(a|i =  X; a > l )

;= [_
L 3 lo g  p ri J V  n;

0(\'//) 

R Pf

lo g  Po J /

2  a’(pp)
= 1  \  x = \

das auf der rechten Seite der dritten Gleichung stehende 
Product kann endlich nach 9) und 10) in einer der folgenden 
zwei Gestalten geschrieben werden:

rJ (\/ ll)

R p„

_  r lo g  // "i 
L Xa lo g  N (  p p) J

2 O o )

\ . / xj/ n
N(p)K)

'/', y.X, pU') )

79 *
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0 (\/h) 

R pt. 
i

0(\/ n)

R  p,
1

Soll die ganze complexe Zahl [xx, xv ..., xr] durch keine 
andere Xte Potenz als p'^z theilbar sein, so muss xv_— y^p';z' 
(|j, =  1, 2, . . r) und [yv y z, .. . ,  y r] durch keine Xte Potenz 
(ausser 1) theilbar sein, und demnach ist die Anzahl derjenigen
unter den W(n)  ganzen eomplexen Zahlen [xl,xz__ , xr \ (x,t — (7;)),
welchen die eben erwähnte Eigenschaft zukommt, gleich 

( 11 \
>> ■> ) Ebenso erkennt man, dass die Anzahl derjenigen

unter den Systemen von r  ganzen Zahlen des Complexes (11), 
deren grösster gemeinsamer Theiler die (Xot)te Potenz der 
Primzahl p rj multiplicirt mit einer Xjten Potenz ist, gleich

ist- Bezeichnet man nun mit p } 3_(m) das Product
\/ Q /

der (Xa-u)ten Wurzeln aus den grössten in denjenigen von den 
ganzen eomplexen Zahlen [x{, xz, x r] (xp_ =  (in) ; [jl= 1,2 
enthaltenen Xten Potenzen, für welche diese die (Xat)te Potenz 
einer Primzahl ist, mit p. ,.}(m), beziehungsweise (für X =  Xj') 
p. ,.(111) aber das Product der (Xanten Wurzeln aus denjenigen

[ log; 7/ 1  x —  ̂ 1
^  logp~] / .V

f  log  11 1
L >.3 lo g  Pp ]

\>.j n_

(a;x z= X.; a >  1).
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Theilern jeder der Zahlen [xt,x2,. . . ,  xr] (#,, — {m)\ [i =  1 ,2 , . . . ,r), 
welche (Xax)te Potenzen von Primzahlen sind und einen comple
mentären Divisor besitzen, der eine Xtte Potenz ist, so hat 
offenbar die höchste Potenz von p , welche in dem Producte

/  n

Grösster gemeinsamer Theiler. 1 183

x = ( \ /u)

enthalten ist, den Exponenten

V

n

Gr,).
Z-J_____ r’ '* \N(xxp k") 1 ’

" = ^ / —T - '  ”V N(- p )p
während der betreffende Exponent für das Product

n
11

den Werth
x =  (s'Ti)

T.
X / n

W ' G:)

iV (x'^p^)

hat.
Setzt man nun 

[ i ^ j

Fl — A. •■>“(")
1

[ - F ]

F] ?>.,-!{ = Ä„),,=,.»(«); bez- (für >■ = a,) Ä, „,,»(«),
1

W O

=  A „ 0r,x(°) =  1
sein soll, so kann man nach diesen Bemerkungen die auf den 
rechten Seiten der Gleichungen 13) und 14) stehenden und die 
eben angegebenen 14 Producte der Reihe nach in folgender 
Weise schreiben:
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Ge
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b 
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u 
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r

l

beziehungsweise 

Xn\
nFI Pw

( -r fT x C ) ÖÜr a —  a lp> » \ N  (x1) 1
x =  ( v  n)

beziehungsweise 

[ f c ]

FI

Fl <*>»
•V= (\/«)
beziehungsweise

[fr]
IT! P 11"/. (*} (I I \

\* .n  («)

n  *.
c= (\/;/)

; « > 1 );
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Aus den obigen Entwicklungen ergeben sich sofort 
folgende Theoreme:

Hat die Function g(x), welche für alle ganzzahligen Werthe- 
paare x , y  der Gleichung

g(xy) — g(x)g{y)

genügt, wenigstens für alle primzahligen Argumente denselben 
Werth, und ist die Function f (x )  so beschaffen, dass die Summe

x= (\/ II )

beziehungsweise für das reelle Gebiet

gleich der r ter> Potenz der Anzahl der Individuen des Com
plexes (n) (beziehungsweise nr) ist, so bestehen die Relationen

n  „  / „ '
\N(x>-)= n **

n) x = { \ / n )

n ■ = n ««Gife
>•= -'»■=(»)'> = (\ " J

beziehungsweise für das reelle Gebiet
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wenn
PS5]

Pi,s,in(ii) — |Tf p i  (11)
i

log  in'

P\,3,m(n) —■ [7j p* (n)

ist, wo mit p y (m) das Product der (X'rc)ten Wurzeln aus den 
grössten in denjenigen von den ganzen eomplexen Zahlen 
[#,, x2, ..., xr] (x^ — (n); \i =. 1 ,2,..., r) enthaltenen Xten Potenzen 
bezeichnet wird, für welche dieselbe die (Xar)te Potenz einer 
Primzahl ist, mit „(in) aber das Product der (Xat)ten Wurzeln 
aus denjenigen Theilern jeder der Zahlen [xv x2, .. . ,  xr] (xv. — (in) ; 
[a =  1,2 , . . . , r ) ,  welche (XaT)te Potenzen von Primzahlen sind 
und einen complementären Divisor besitzen, der eine Xte Potenz 
ist, und

genommen wird.
Hat die Function g(x), welche für alle ganzzahligen Werthe- 

paare x , y  der Gleichung

genügt, wenigstens für alle primzahligen Werthe des Argu
mentes denselben Werth, und ist die Function f (x)  so beschaffen, 
dass die Summe

^ k (0) = / \ k (°) =  1

g(xy) — g(x)g(y)

x= (\ /;/)

beziehungsweise für das reelle Gebiet

gleich der Anzahl derjenigen Systeme von r ganzen eomplexen
Zahlen des Bereiches (11) ist, deren grösster gemeinsamer
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Theiler durch keine Xte Potenz (ausser 1) theilbar ist, so 
bestehen die Relationen

t- t

n  v = /w * o
a « j .__ .

•I = (v n)

Fl v = Fl (° gleich einem
,.K-, Vielfachen a;

' = ( ^ > 1 ) x = { \ / n )
a > l )

n  n _ « f e )  < * - = - • > ' >
=  ( \ / u )  X  =  ( \ /  // )

11 A" } =  n  (’ sleich einem
M-,. , ^ Vielfachen von a).■' = (V ») x-^Wn) '

beziehungsweise für das reelle Gebiet

P \ah, o; n (a >  1 und zugleich ein 
Theiler von a)
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118 6 L. G e g e n b a u e r ,

wenn

P\,'-,m(U) — |T[ j t  (1 1)
1

P 'K ,z ,m  ( n )  —  | 7 [  p *  (J_’^  ( 1 1 )

ist, wo mit py (m) das Product der (Xar)ten Wurzeln aus den 
grössten in denjenigen von den ganzen eomplexen Zahlen 
\x{, x2, ..., xr] (x^ =  (n) ; ;x =  1,2,..., r) enthaltenen Xten Potenzen 
bezeichnet wird, für welche dieselbe die (Xar)te Potenz einer 
Primzahl ist, mit p ) „(in) aber das Product der (Xax)ten Wurzeln 
aus denjenigen Theilern jeder der Zahlen [xt ,x2, ... ,xr] (xIK=(m);  
[A =r 1, 2 ,..., r), welche (Xax)te Potenzen von Primzahlen sind 
und einen complementären Divisor besitzen, der eine Xte Potenz 
ist, und

genommen wird.
Hat die Function g(x), welche für alle ganzzahligen Werthe- 

paare x , y  der Gleichung

genügt, wenigstens für alle primzahligen Werthe des Argu
mentes denselben Werth, und ist die Function f (x)  so beschaffen, 
dass die Summe

g(xy) — g(x)g(y)

x = ( \ / n )

beziehungsweise für das reelle Gebiet

gleich der Anzahl derjenigen Systeme von r  ganzen eomplexen
Zahlen des Bereiches (11) ist, deren grösster gemeinsamer
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Grösster gemeinsamer Theiler. 1187

Theiler durch keine Xte Potenz (ausser 1) theilbar ist, so 
bestehen die Relationen

/  — r-U W

n ' -V ( ' / 3) !
= P \ z n { n )

n  v ( — Ff (g Sleich einem
,= (Vn) ,= i?/n) ' Vielfachen a;

a > l )

n  n  « ( s F (j , - )  < ■ > = * ■ > »

• t = ( \ / n )  x = ( \ / n )

n v (} = n (,gieichei"
•i= (v'iT) Vielfachen von n),

beziehungsweise für das reelle Gebiet

; /([-^]).?C0 I-n/'«] .
|^ |  v * ~  P l  ( -y  ) und zugleich ein

Theiler von a)
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1 188 L. ('■ e g'e n b a li e r

wenn
'log III'

1

log  W~[

ist, wo p.' 3.(w ) das Product der (Xat)ten Wurzeln aus den 
grössten in denjenigen von den ganzen eomplexen Zahlen 
[xv xz, ..., xr] (x,, =  (m) ; (j. =  1, 2,..., r) enthaltenen Xten Potenzen 
vorstellt, für welche diese die (XTc)te Potenz einer Primzahl ist, 
P-, ,-(m ) aber das Product der (Xat)ten Wurzeln aus denjenigen 
Theilern jeder der Zahlen [x{, xz, .. . ,  xr] (xy r r  (in) ; =  1,2,..., r),
welche (Xar)te Potenzen von Primzahlen sind und einen com
plementären Divisor besitzen, der eine Xte Potenz ist, und

genommen wird.
Hat die Function g(x), welche für alle ganzzahligen 

Werthepaare x , y  der Gleichung

genügt, wenigstens für alle primzahligen Argumente denselben 
Werth, und ist die Function f (x)  so beschaffen, dass die Summe

g(xy) =  g (x)g(y)

.V= (\/ II )

beziehungsweise für das reelle Gebiet

[\/x]

X  =  1

gleich der Anzahl derjenigen Systeme von r  ganzen eomplexen 
Zahlen des Gebietes (n) ist, deren grösster gemeinsamer Theiler 
eine X,te Potenz ist, so bestehen die Relationen
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Grösster gemeinsamer Theiler.

n  n  p * *  i «  i ,  n
11 11 [n ö ?) )  (x>1)

V =  ( \ /  II ) x =  ( y  n )

p ' -  a(-r) f  11
X. 3. /;

• = ( \/ /l ) ,u= (\/ n)
(a >  1 ; a;x:

beziehungsweise für das reelle Gebiet

[>S ] '( [£ ]) '«  _

| ' |  V =  Px,.x.3.„ (n)

n H m * *

/(m w >

r- r  \Lv)-jy  i—r  p>'a\x>
>\ v —  \ x \ v "

11
i i .# J

(a >  1 ; aix =  )

1189

Von den in diesen Theoremen enthaltenen speciellen 
Formeln mögen die folgenden erwähnt werden:
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119 0 L. ü e g e n b a u e r

beziehungsweise für das reelle Gebiet

R ’ = R Pi%n 17)

wo

I I 3> 11 
1

p t » ]

ist,

R
r, 2),3 X(.v)

X —  ( \ / n )

n >-,2>.a ViVCv-7'3)-
X (a-)

,\-= (\/m)

n  d (2)x«(^)/ n
=  I )  » U r(.1?

;f = (\/ II )
(a ein die Einheit übersteigender Theiler von a)

•= (v7̂ ) .v- = (\/ II )
iY (Vl) /

(a;x =  X; a >  l)

R
Hx)

x= (\7 n)

_  n  p {2)"-(x)/ _ n_ )
• * p.-r« \N(x ’y,JL_ !’■

x = (\/ 11)
(a gleich einem Vielfachen von ;x),
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Grösster gem einsam er Theiler. 

beziehungsweise für das reelle Gebiet 

(>g ]
' = - p ä „(«)

1191

x  | X 

1

[frr] 0 ( m [ >»]  

x =  U l P f 1' 1I | Ws, <3,11 
1

(a ein die Einheit übersteigender Theiler von o)

c fr—iW)
R * (W) = Fl

Fl * : M  P
|l. (,V)

(2)
II. , — . H

1 1L '

LX

11
l<- X  j

(ajj, =  X; a >  1)

([j, ein Theiler von a),
wo

?&.(»)= Fl PK2 -J11)
/  Pl, (2- - 1) 3 (1l)

^ ,» =  Fl PK 2 -.M)
J 1 i \ ( 2 ,A)-X11)

ist,
o . (-A-) >. (v)

=  p £!, >,„(«)
V =  ( \ /  n )

Q f - V )n ’ ’ w  = n -) (*>*)A7 (-/•) •'
V

= (\7») -v-=(\>h)

öi-> (_V )>,(v)1,>. \.V(V>-)/ !— I y( x) i  nFI v
= ( \ '«)

= F| (—I 1 >11 \a  r/J
.V=(\v»)

AT(/-)>

(a;A =  2 X; a > l ) ,
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beziehungsweise für das reelle Gebiet

R  *
i

I I v J =Rn>sr
i i

tv/“] s ;’[ " ];):.) Lv j]
R v "*lUJ = R

1

wo

n

j-Iog- mj

%„<»>= R w , °
ist, und speciell

n \ A7(v) / _

V =  (/I)

n • ’  = n «srisfe)
v — (/;) x = (n)

R v ~ R w(»)
V =  (H) ,V =(H )

beziehungsweise für das reelle Gebiet

(% > 1)

(ajx =  2 X),

(*>1 )
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Beachtet man, dass die Function P>.. (r) mit wachsendem Argumente wächst, sowie dass, wie man
sofort sieht,

X =  ( v  u )

V,/ ,

x  =  1
I. (30.t)x —log Px,v< (2 *)\| — log i \ 3jj

— log Px,3,„ 11
(~5*)X

11

X =  [ \ / 11

V=  2_J Sx log P).jV.

ist, wo s.v den Werth + 1 , 0 oder — 1 besitzt, je nachdem x zur Zahl 30 theilerfremd ist, oder mit derselben 
nur einen Primfactor gemein hat oder endlich durch mindestens zwei von den drei Primzahlen 2, 3, 5 
theilbar ist, so erkennt man leicht, dass sich aus 16) und 17) die zwei wichtigen Ungleichungen ergeben

R d
P\*,n{n)

X, 3, 11

lv» ]  ,

FI
> , » . ( [ > ] )  + S >-,>.= ) “ Cr > ( [ ^ r ] )  ( [ (3; ' y  ) ~ a r,X, ( [ p ^ ] )  p , % t ( » )

PO)K =, «
deren erste zu folgendem Theoreme führt:

G
rösster 

gem
einsam

er 
'l'iieiler. 

1 193
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Hat die Function g(x), welche für alle ganzzahligen Werthepaare x , y  der Gleichung

g(xy) — g(x)g(y)

genügt, wenigstens für alle primzahligen Argumente denselben Werth, und sind die Functionen f (x )  und 
h{x) so beschaffen, dass

und

,r= [\/1 1]

Z fX= 1

V
X  —  \

h

g{x) =  n'

(x)

gleich der Anzahl derjenigen Systeme von r  ganzen Zahlen des Intervalles 1 . . . 1 1  ist, deren grösster gemein
samer Theiler durch keine Xte Potenz (ausser 1) theilbar ist, so ist

[ f r ]  . ( [ . ] ) „ „  [ f r ]  )/ ( [ »; ] ) + / ( [ _ ^ ] ) _ / ( [ ^ ]) / ( [ ( . y )  ([. _ y )!sw

r I v h l v >

>
[£ ] M R » 
H  v
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Grösster gemeinsamer Theiler. 1195

Zum Schlüsse dieses Paragraphes will ich noch darauf 
hinweisen, dass aus den obigen Entwicklungen auch die 
Relation

-  -  r lQgn 1L log N  (py ) J 
0 (;;) 2  W-1 ( 11 ^

n px
x v x , , . . . , x r = { n )  1

=1 N(py)'

beziehungsweise für das reelle Gebiet
__ r log u i

Li°g p, J
r 11 0 (;;) 2  [“ rT

R  R  =
1 1 1

folgt, welche eine Verallgemeinerung des aus den Elementen 
der Zahlentheorie bekannten Satzes, dass die höchste Potenz 
einer Primzahl welche in n\ enthalten ist, den Exponenten

y ii

K

besitzt, vorstellt, welches Theorem die eigentliche Quelle der 
T c h e b y c h e f - d e  P o ly g n a c ’schen Identität ist.

§. 3. Hat die zahlentheoretische Function v.(x) den Werth 0, 
wenn x  eine Einheit (E) ist, oder eine Primzahl in einer höheren 
Potenz als der zweiten, oder mehr als eine Primzahl in einer 
höheren als der ersten Potenz enthält, den Werth

( - 1  )"»/(*>,),

wo ü (x) die Anzahl der verschiedenen Primtheiler von x  vor
stellt, wenn x  den Primfactor p x in der zweiten, alle übrigen 
aber nur in der ersten Potenz enthält, und ist sie endlich gleich

w+i y  / ( P))i

wo die Summation über alle Primfactoren p } der ganzen Zahl x 
zu erstrecken ist, falls x  durch kein Quadrat (ausser 1 ) theilbar

Sitzb . d. m athem .-natunv. CI.; CI. Bd., Abth. H .a. 8 0
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1196 L. G e g e n  b a u  e r ,

ist, so ist bekanntlich die über alle Theiler d der ganzen Zahl n 
ausgedehnte Summe

18)

gleich f (n )  oder 0, je nachdem n eine Primzahl ist oder nicht. 
Auf Grund dieser Eigenschaft lässt sich sofort die Gleichung

f ( [Sj, zz, . . . , Z rJ),

.=(«)

beziehungsweise für das reelle Gebiet

y
X  =  1

*r]) 19)

aufstellen, wo die Marke am Summenzeichen anzeigt, dass 
nur jene Systeme von r  ganzen Zahlen zy, z,. . . ,  zr des Com
plexes (n) zu nehmen sind, deren grösster gemeinsamer Theiler 
eine Primzahl ist. Setzt man speciell f (x)  = 1 , so ergibt sich 
aus dieser Formel für die Anzahl dr(n) derjenigen Systeme von 
r Individuen des Gebietes (n), deren grösster gemeinsamer 
Theiler eine Primzahl ist, der Ausdruck

V  a , .

.1-55 00
a0 (x),

beziehungsweise für das reelle Gebiet

«o (*)>

20)

x  =  n

x  — 1

wo mit y.0 (x) diejenige Specialisirung der Function a(x) be
zeichnet wird, für welche die eben angeführten Relationen in 
die folgenden übergehen:

a 0 (E) =  a0(*) =  0 
a„(x) =  (— 1 ) * «
« u ( » )  =  ( — l ) a « + ‘ < 3 ( * ) .
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Für die reellen und die aus den vierten Einheitsvvurzeln 
gebildeten primären ganzen eomplexen Zahlen kann man 
diese Formeln in die folgenden verwandeln:

r  • » = ( “ /  2  f e g , ) - *
Z „  z , , . . . ,  Z r = ( l l )  x  =  ( o o )

i  M * u * t  - .^ ] )  =  « r X  ^  +  A,.
z v  . . . , z r — l x =  (oo)

Grösster gemeinsamer Theiler. 1 197

A -  ' 4 !  Z j  W(.rO
A.- =  (O O ) ( / / )

* Z  " f  *•'•='>
* = ( » )  v. =  0 W

.u =  oo x = n  v. =  r —1 r + x

a, =  y  ^ + y  y
x 1 ^— I —̂ I \ Y . J  \  X  .

X =  //-f-l ;V =  1 y. =  0

(0 ^ e £ < l )

ist. Da nun, falls (was hierbei selbstverständlich vorausgesetzt 
wurde)

x =  OO

Z  C w f ) ’ beziehungswe‘se y
x  =  ( o o )  X = 1

convergirt, nach 18) die Beziehung

v  _«w_ y  _i_ _  v  A pI
4  ̂ N (x■') L> N ( y j  ~  4 - iV(pj')

,r =  (oo) y  =  (oo) X A

besteht, wo die Summation bezüglich X über alle dem be
treffenden Euklid’schen Zahlengebiete angehörigen Primzahlen 
auszudehnen ist, welche Relation wegen

V 1
N ( f )  V  1

y  =  (oo)
Z j  N(zr)

— (oo)
80 "
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auch in die folgende verwandelt werden kann,

11 9 8  L. G e g e n b a u e r ,

V «(*) _  V Ix0/) V f M  on
^ N ( x > ) -  A  A'(y') Z ,  A7(p;)’ >

x = ( o o )  y =  (oo) >.

so hat man für alle die Bedingung

I AI | A, j
llm„ = 00— =  0, beziehungsweise lim„ = 00!—-  =  0 

nr n 1

erfüllenden Funeiion f ix )  in den eben genannten speciellen 
Gebieten die asj mptotischen Gleichungen

2 '  .....*» l w § ,z „ z , , . . . , z r = ( n )  x v-n/
limH = 00--------------------------------------— ---------W(ii) W ) L r

limK = ( nr C (?")

Von den in denselben enthaltenen Theoremen mögen die 
tolgenden besonders angeführt werden:

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grösste gemensame 
Theiler von r  beliebig herausgegriffenen primären ganzen 
complexen Zahlen von der Form a +  bi eine Piimzahl ist,

r» iZx
beträgt im .\ ittel —„ . , T—  •

C (r)Lr
Die Wahrscheinlichkeit, da«^ der grösste gemeinsame

Theiler von 2 r  eliebig gewählten, aus den vierten Einheits
wurzeln geb ldeten primären ganzen complexen Zahlen eine

2 F(2 r + l )  V  1 
Primzahl ist, beträgt im Mittel -^--<9^ -  r /  vw ■> x

( 2  Ti )  B r I i 2 r  ^  N ( P I V)

Die Wahrscheinlichkeit dass der g össte gemeinsame
Theiler von r  beliebig herausgegriffenen reellen ganzen positiven

V I

Zahlen eine Primzahl ist, beträgt im Mittel •
C ir)
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Grösster gemeinsamer Theiler. 1199

Theiler von 2 r  beliebig gewählten reellen ganzen positiven
2 T (2 r4 - 1) v-i 1 

Zahlen eine Primzahl ist, beträgt im Mittel /0 ,9- 7,— > - 0-  .
(2 TrY 1Br Z_j p ”

Sind die im Anfänge des Paragraph ;s 1) erwähnten Func
tionen g(x) und h(x) so beschaffen, dass entweder

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grösste gemeinsame

d'j
h(dv) =  a (x) 22)

oder
V
d;

ist, wo die Summation bezüglich d.t über alle Theiler der ganzen 
Zahl x  auszudehnen ist, deren complementärer Divisor eine 
vte Potenz ist, so bestehen nach I) und 19) die Beziehungen

zr -(n) x  =  (n)
N(x) k (x),

beziehungsweise

Z  Z  G< (jv^r)h (*’)>Z-i
z „ z s, . . . , z r = ( n ) x  =  ( \ /  1 1 )

welche für das reelle Gebiet in die folgenden übergehen

z u zb . . . , z r  =  n

v
Zy, Z 2, . . Z y  =  l 

Z\j Z, , . . . ,  Z =  11

f ( [ zv zz, . , Z r] ) = Z  V  G,
X=1

x = [ \ / 11 ]

h(x)

y  /([«1, ^  Gt
z u z 2, ■ ■ ■, z r  =  \ x  =  1

und speciell bei leicht verständlicher Bezeichnung

a c o
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1200 L. G e g e n b a u e r ,

Ist die Gleichung 22) erfüllt, so bestehen, wie die Ver
bindung dieser Relation mit 21) lehrt, die einander äquivalenten 
Beziehungen

ist. Aus der Existenz von 23) folgen selbstverständlich ganz 
analoge Relationen.

Zwei zahlentheoretische Functionen f ix )  und f xi%) heissen 
conjugirt, wenn die über alle Theiler d einer ganzen Zahl x 
ausgedehnte Summe

d

je nachdem r  eine Primzahl ist, oder nicht, wenn

d

d

für alle Werthe von x, deren Norm die Einheit übersteigt, 
gleich 0 ist, während sie für Ar(x) =  1 den Werth 1 hat.
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Bezeichnet nun Ua\ x )  die zu ^  conjugirte Function,
da

so hat man, wie sich unmittelbar ergibt, beim Bestehen der 
Gleichung 22) die Formeln

h(x) — £  f ( p ) g i',) ( y ) 
v

g(x) — ^  /Cp)/*(1) ( y ) ,
V

in denen die Summation über alle Primtheiler p  der ganzen 
complexen Zahl x  auszudehnen ist.

Es sollen nun durch passende Specialisirung der Function 
g(x), beziehungsweise h(x) mehrere interessante Darstellungen

von ^  /([^p ~2>'' ’ > -»■]) Llnd speciell von 6r(n) ermittelt
z „  s .; , . .... z r = ( n )

werden.

Ist
g(x) — [>A\Jx)

so erhält g^(x)  den Werth h,(x) [Aj(.r) =  0 oder 1, je nachdem 
N(x) >  1 oder Ar(x) — 1 ist], und demnach wird

Grösster gemeinsamer Theiler. 1 2 0 1

Man hat daher den Satz:
Ist die zahlentheoretische Function ß'(*) gleich 0, wenn x 

auch nur einen seiner Primfactoren in einer Potenz enthält, 
deren Exponent nach dem Modul v grösser als 2 ist, oder mehr 
als einen Primfactor mit einem nach dem Modul v der Zahl 2 
congruenten Exponenten, gleich (— 1 )' + 1f (p) ,  wenn bei der 
Darstellung von x  durch ein Product von Primzahlpotenzen der 
Primfactor p  in der (y.v +  2)teii Potenz aultritt, t  Primzahlen 
Exponenten von der Form v.v+ 1  und die übrigen durch v

theilbare besitzen, und hat sie endlich den Werth (— 1) '—1 ^  f(P)>
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1202 L. G e g e n b a u e r ,

wo die Summation über alle z Primtheiler von # mit Exponenten 
von der Form xv+ 1  zu erstrecken ist, in allen anderen Fällen, 
so ist

z u z.i , . . . , z r = ( n )  x = ( n )

beziehungsweise für das reelle Gebiet

z „ z z r = ( n )  x ,

X  =  1

K W

und speciell

<»>= I
X = ( l l )

Or( n ) -  y  O,,,
,V —1

wo mit ß'(0)(*) diejenige Specialisirung der Function ß'(*) 
bezeichnet wird für welche die erwähnten Relationen in die 
folgenden übergehen:

ß'v<°>(*) =  0 
ßf/o>(*) — ( _  i)t+i 

ß'(°)(#) =  (— l y - 1?.

Specielle Fälle der eben aufgestellten Formeln sind die 
Gleichungen

Z „  Z , , .  . Z r = ( n ) X = ( l l )  

>. = 0(»)

JJ(x) x (*)/,(*)

Z  / f e . ‘.-])= Z  S r { m r ) ) f ( p >)’
I , z , , . . . , z r  =  (n)  X =  1 1
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Grösster gem einsam er Theiler. 

beziehungsweise für das reelle Gebiet

1203

z„  Z»,  . . . , Z r  =  1l

T
Z „  Z-Z, • . Z y  -- 1

^  S,.
= 1 X =1

wo f z (x) die Summe der Werthe vorstellt, welche die Function 
f ix)  annimmt, wenn ihr Argument alle Primtheiler der ganzen 
complexen Zahl x  durchläuft, und speciellst

0r ( « ) = — y  &r, 2 (*)£(#)
X  =  ( n )

- \ N ( x )

X = 6 (h)

/ ‘ 0 1  \ X ( P})x=1

beziehungsweise für reelle Zahlen

) y ( n )  —  —  y  O,-
,r =  l 

>. =: 11

X (#) oj ix)

x=i
6,-(m) =  ^  S r 

Nimmt man 

so wird

n

L̂ x-

. V =  ( l l )

oder da, wie man leicht zeigt, die über alle Theiler d der 
ganzen complexen Zahl x ausgedehnte Summe
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stets gleich Null ist, ausser wenn alle bei der Darstellung von x 
durch ein Product von Primzahlpotenzen auftretenden Expo
nenten mit Ausnahme eines einzigen (zur Primzahl p  gehörigen) 
durch v theilbar sind und dieser von der Form xv+1 ist, in 
welchem Falle sie den Werth f ( p )  hat,

wo Fr̂ (n)  die Summe der Werthe vorstellt, welche die willkür
liche Function f ix )  annimmt, wenn ihr Argument der Reihe 
nach dem durch die grösste in ihm enthaltene v*e Potenz 
dividirten grössten gemeinsamen Theiler eines jeden von jenen 

in) Systemen von r  ganzen Zahlen des Complexes (n) gleich
gesetzt wird, für welche der genannte Quotient eine Primzahl 
ist. Man hat demnach die Relationen

Gx{n) =  Fiyi(n),

beziehungsweise für das Gebiet der reellen Zahlen

11 X = [\/ 11 ]

und speciell

-i-= (\/w)

Ist
V =  1 , g(x) =  \ a(x),

so w i rd ^ (v)(#) gleich { \ / x) und demnach
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Man hat daher den Satz:
Ist die zahlentheoretische Function y3 (x) nur dann von 

Null verschieden, wenn sämmtliche bei der Darstellung von x 
durch ein Product von Primzahlpotenzen auftretenden Expo
nenten mit Ausnahme eines einzigen (zur Primzahl p  gehörigen) 
o-ieich <3 sind, während dieser einen der Werthe 1 , cj -+-1 hat, 
in welchem Falle sie gleich (— 1 )'L('v)_1/(^ ) ,  beziehungsweise 
(— 1 )*<>')/(;?) ist, so hat man die Beziehung

wo mit y(0)(x) diejenige Specialisirung der Function yJ(x) be
zeichnet wird, für welche die eben erwähnten Werthe in die 
folgenden übergehen:

beziehungsweise das reelle Gebiet

und speciell

Tf ( * )  =  0 

Y<°)(.r) =  (—  

r<0>(*) =  ( - 1 )*« .

Setzt man ferner

h(x) =  K(x),

so wird

.V =  00
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oder weil, wie man sofort erkennt, die über alle Theiler d der 
ganzen complexen Zahl x  erstreckte Summe

yz(d) — r »(*)
a

den Werth 0 hat, wenn bei der Darstellung von x durch ein 
Product von Primzahlpotenzen auch nur ein a übersteigender 
oder mehr als ein a erreichender Exponent auftritt, gleich f ( p y) 
ist, wenn hierbei die Primzahl p t in der aten? die übrigen Prim
factoren in niedrigeren Potenzen auftreten, und endlich in allen 
anderen Fällen mit der über alle Primtheiler von x ausgedehnten

wo Fr>s(ii) die Summe der Werthe vorstellt, welche die willkür
liche Function f (x )  annimmt, wenn ihr Argument der Reihe 
nach einerseits alle Primtheiler jedes von denjenigen grössten 
gemeinschaftlichen Diviseren der 3tr(n) Systeme von r  ganzen 
complexen Zahlen des Bereiches (n) durchläuft, bei deren 
Darstellung durch ein Product von Primzahlpotenzen alle 
Exponenten unterhalb a liegen, anderseits den den Exponenten o 
besitzenden Primfactor eines jeden von denjenigen grössten 
gemeinsamen Theilern dieser Systeme, welche ein Product aus 
e i ne r  a t e n  und n ;edrigeren Primzahlpotenzen sind. Man hat 
daher die Relation

Summe f ( p )  übereinstimmt,
v

Gt (n) — Fr> 3 (n),

beziehungsweise für den Bereich der reellen Zahlen
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und speciell

Gr 0 0  =  y  F i
* = 0 0

e r ( « ) =  V

wo F ( ° l ( n )  die Sum m e aus der A nzahl der Primtheiler jedes  
von denjenigen grössten gemeinschaftlichen Divisoren der % r ( n )  

System e von r  ganzen eom plexen Zahlen des Bereiches ( n ) ,  

bei deren Darstellung durch ein Product von Primzahlpotenzen 
alle Exponenten unterhalb a  liegen, und der Anzahl derjenigen 
unter den genannten W ( n )  System en  vorstellt, deren grösster 
gemeinsamer Theiler ein Product aus einer aten und niedrigeren 
Primzahlpotenzen ist.

wird, w o  A ( n )  den Ü bersch uss  der A nzahl derjenigen unter 
den SÜ r ( n )  grössten gem einsam en Theilern von je  r  ganzen 
eomplexen Zahlen des Bereiches (;?), w elche aus einer geraden 
Anzahl von (gleichen oder verschiedenen) Primzahlen z u 
sam mengesetzt sind, über die A nzahl der übrigen bezeichnet, 
so hat man den Satz :

Ist die zahlentheoretische Function T % ( x )  gleich 0, wenn a: 
durch eine dritte Potenz oder durch mehr als e i n e  zweite 
Potenz (ausser 1) theilbar ist, gleich wenn p \  der einzige

Ist

y =  i» g(.x ) —  

so erhält g W  ( x )  den Werth ;x2 ( x )  und demnach ist

r

Da in diesem Falle

G, ( « )  =  £

x=(n)
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quadratische Factor ih res  Argum entes ist, und besitzt sie endlich 

den W erth ^  f ( p ) ,  w o  die Summation über alle Primtheiler

p

von x  zu erstrecken ist, w enn diese Zahl durch kein Quadrat 
(ausser 1) theilbar ist, so besteht die B ez ieh ung

1208 L. G e g e n b a u e r ,

y  / ( [ - „ %  - - • ] ) =  y .  a y ( X)
z„ cs, . . . , 5 r =(H) x=(n)

b ezieh u ngsw eise  für das Gebiet der reellen Zahlen

Z ' -])= X A
x = 1

r 2 (*)

und speciell

.r — n

y  a  (

X  =  1

w o r̂ (.r) diejenige Specialis irung der Function rg(,v) vorstellt, 
für w elche die eben erwähnten A usdrücke folgende Werthe 
annehmen:

r f ( t f )  - -  0  

r g » ( * )  =  1

n ,° ) (# )  =  c ,(x ) .

Nimmt man 

so wird
h ( x )  —  a (x ) ( ü (x ),

G \ ( n ) —  ^  21'
x=(n)

oder, weil die über alle Theiler d  der ganzen complexen Zahl x  

ausgedehnte Sum m e

d
r 2^)
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gleich dem A ggregate  der Producte ist, w elche entstehen, w enn 
man den Werth, welchen die Function f ( x )  für jeden einzelnen 
Primfactor von x  annimmt, mit der A nzahl der Zerlegungen des 
zu demselben complementären Divisors in zwei theilerfremde 
Factoren multiplicirt,

G , ( n )  r r  F r ( n ) ,

wo F r ( u )  die Sum m e der für alle W ( n )  grössten gemeinsamen 
Theiler von je  r  ganzen Zahlen des C om plexes ( n )  gebildeten 
eben genannten A ggregate  bezeichnet, b ez iehungsw eise

G,(») =
für/(*) :=  1, wo F f ? )  ( 11 )  die Sum m e der Anzahlen der Zerlegungen 
der zu einem primzahligen complementären Divisor gehörigen 
Theiler jedes  der 21 r ( n )  grössten gemeinschaftlichen Divisoren 
von je  r  ganzen eom plexen Zahlen  des Bereiches ( 1 1 )  in zw ei 
theilerfremde Factoren vorstellt. Man hat daher die Relation

y  ]* (* )« > (* ) .
(«) *= (" )

beziehungsweise für die reellen Zahlen

.... zr = n x _  n

Z ' /([-,.-2. •••. = Z  Fr ([t])xw“(;1')
= 1 X = l

und speciell

(X)

X=(l,)

6r ( „ ) -  Z  F?h
X = 1

Ist ferner
v — 1, g ( x )  —  ?(*>(*)

so erhält g ' ( x )  den Werth ;x(.r), und demnach wird in
diesem Falle
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D a bei den gemachten V oraussetzu ngen

=  S , ( n )

wird, w o  mit S y , ( n )  die Sum m e der %ten Potenzen der Normen 
aller W ( n )  grössten gemeinsamen Th eiler  von je r  ganzen 
Zahlen des C om plexes ( n )  vorstellt, so hat man den Satz:

Ist die zahlentheoretische Function 8*(#) gleich Null, wenn 
bei der Darstellung von x  durch ein Product von Primzahl
potenzen auch nur ein E xp onent grösser als 2, oder mehr als 
ein Exponent grösser als 1 ist, sonst aber gleich dem Producte 
der Differenz aus der Sum m e jener Werthe, w elche die Function 

f  ( j ;)vs annimmt, wenn ihr Argum ent alle Primtheiler von x  
N ( j -'•)

durchläuft, deren complementärer Divisor aus einer geraden 
A nzahl von verschiedenen Primzahlen zusam m engesetzt ist, 
und der Sum m e jener Werthe, welche diese Function erhält, 
wenn für y  die übrigen Primfactoren von x  mit durch kein 
Quadrat (ausser 1) theilbaren complementären Divisor gesetzt 
werden, so besteht die B eziehung

z r  =:(;;)
■ - ] ) =  z

* =  (/;)

b ezieh ungsw eise  für das reelle Gebiet

und speciell

X=(11)

X =  11
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wo die dem speciellen W erthe f ( x )  —  1 entsprechende
Function §*(#) vorstellt.

Setzt man

g ( * )  —

so wird

&,(«) =  X  a>' (
\ N ( x ' )

x =  (\/ « I

gleich der Sum m e P o r , { n )  der A nzahlen  desjenigen Theiles  
jedes der W ( n )  grössten gem einschaftlichen Divisoren von je  r  

ganzen complexen Zahlen des B ere ich es  ( n ) ,  w elche vte Potenzen 

sind, und
g ‘ ( x )  =  av(*),

wo bekanntlich a, (#) den W erth 0 hat, w enn bei der Darstellung 
von x  durch ein Product von Primzahlpotenzen andere E x 
ponenten als 1, v, v + 1  auftreten und (— l) a [beziehungsw eise 
(— 2 y  für v z r l ]  in allen anderen Fällen  ist, wenn o die A nzahl 
jener Primfactoren vorstellt, deren E xp onent den Werth 1 oder 
v +  1 hat. Es  ist daher

h (x ) =  Z_j f ( p ) ( j

lind demnach hat man den Satz :
Ist die zahlentheoretische Function s., (*) gleich Null, wenn 

bei der Darstellung von x  durch ein Product von Prim zahl
potenzen auch nur ein E xp on en t  grösser  als v +  2 ist oder 
einen der W erthe 3, 4 , . . . , v — 1 hat, oder wenn mehr als ein 
Exponent nach dem Modul v der Zahl 2 congruent ist, gleich 

(— 1 Y p f ( P ) [beziehungsw eise (— 2 Y p f ( p ) ] ,  wenn die Primzahl p  

bei dieser Darstellung den Exponenten  v oder v + 2 hat und in dem 
zu ihr complementären Divisor a p  Primfactoren einen der beiden 
Exponenten 1, v besitzen, endlich gleich der über alle Prim

theiler von x  ausgedehnten Sum m e ^  (— 1)J  ̂ [beziehungs-

V  -  Pw eise / (— 2Y p f ( p ) ]  in allen anderen Fällen, so entsteht die

p

B eziehung
S i tz b .  d. m a t h e m . - n a t u n v .  Cl .;  CI.  Bd.,  A b th .  H .a .  8 1
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2  Z v  ‘ ~  X  ^ 0jV ( ä / 7 * t )  S;
z „  z , , . . . ,  z r = ( n )  x = ( n )

bezieh ungsw eise  für das reelle Gebiet

= 11
rn  — / r ^ . l \

Sv (*)
—» 1 \L  J J

1 -V =  l

und speciell

e , . ( » ) =  v  •$»(*>
x=(n)

1212 L. O c g c n b a u e r ,

.1' =  «

// =  1
*

wo mit s(°)(,r) diejenige Specialis irung der Function s . , ( % )  be
zeichnet wird, für welche die obigen W erthe in die folgenden 
übergehen:

s(°) ( x )  —  0

£.(°)(.r) =  (— 1) Ĵ , bez iehungsw eise  (— 2 ) j p  

s ( ° ) ( x )  =  y  (— 1)J ,̂ bez ieh u ngsw eise  z  ( - 2  y p .

W ird
h  ( x )  =  1 oder 0, 

je  nachdem x  eine vte Potenz ist oder nicht, so ist

G t ( H ) =  Z  r ( ^ ) s . , ( * )
x=(n)

oder da, wie sich sofort ergibt, die über alle T h eile r  der ganzen 
eom plexen Zahl x  ausgedehnte Sum m e

y \ , w = v , ( * )
a

ist,
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G i(u ) — *.•])

und demnach hat man das T h eorem :
Multiplicirt man den Werth, welchen die Function f ( x )  

annimmt, wenn für ihr Argum ent diejenige Primzahl p  gesetzt 
wird, w elche in irgend einem derjenigen unter den W ( n )  

grössten gemeinsamen Theilern von je r  ganzen complexen 
Zahlen des Bereiches ( 11 ) ,  bei deren Darstellung durch ein 
Product von Primzahlpotenzen sämmtliche Exponenten mit 
Ausnahm e eines einzigen (zur Primzahl p  gehörigen) gleich 
sind, während dieser einen der W erthe 1, v + 1  hat, in der 1 
oder (v+ l)ten  Potenz erscheint, mit + 1  oder — 1, je  nachdem 
der zu p  complementäre T heiler  eine gerade oder ungerade 
Anzahl von verschiedenen Primfactoren enthält, und bezeichnet 
die Sum m e der so entstehenden A ggregate  mit F / . r i ( n ) ,  be
ziehungsweise, falls f ( x )  —  1 ist, mit F ' ^ ( n ) ,  so besteht die 
Beziehung

§. 4. a) Herr Professor Leopold K r o n e c k e r  hat in seinen 
an derBerlinerUniversität gehaltenen algebraischen Vorlesungen 
mit Hilfe einer eleganten Transform ation auf  Grund des Multi-

- r ] )  =

beziehungsweise für das reelle Gebiet

x = [ \ /  n ]

p  ~2) • • • ■> V]) =  V  F ! v ,

und speciell

s r
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1 2 1 4 L. G e g e n  b a u e  r

plicationstheorems der quadratischen Determinanten folgenden 
S atz  bew iesen :

W erden aus den beiden E lem entensystem en a / L i , b k. j  

( h ,  i  —  1, 2 , . . n ;  k ,  l  —  1, 2 , . . . ,  m )  die ( m n ) % Elemente c r > s  

durch das G le ichungssystem

Cn ( k - l ) + h , n ( I — l ) + i  ~

abgeleitet, so ist

\ r  \ ----- I/7 \h \ 11| r, s | (r, s =  1,2,..., um) —  ! i | * | k, l \ (h, i = 1, 2, . . . ,  n ; k, l =  1, 2,. ..,  m)

Andere B ew e ise  dieses Satzes  w urden von Herrn G. R a d o s  

im vierten Bande der m athematisch-naturwissenschaftlichen 
Mittheilungen aus Ungarn, von Herrn K. H e n s e l 1 mit Hilfe 
der Theorie  der linearen Transform ationen und in allerjüngster 
Zeit a u f  einem äusserst  einfachen W e g e  von Herrn G. v 
E s c h e r i c h 2 im 3. Ja h rg an g e  der Monatshefte für Mathematik 
und P h ys ik  geliefert. E s  soll nun geze igt  werden, dass dieser 
Satz  sich unmittelbar aus der Definitionsgleichung der Determi
nanten ableiten und a u f  Determinanten beliebigen Ranges  a u s 
dehnen lässt.

Z u  dem Behufe muss die Ermittlung des W erthes einer be
stimmten quadratischen Determinante vorausgesch ickt werden.

In der quadratischen Determinante ( i n n ) ^ '  Ordnung

1, 0, 0, 0

0, 1, 0, 0

0, 0, 0, 1

soll jede  Korizontalreihe durch zwei Indices /, X in der W eise 
charakterisirt werden, dass für die [j,ten n  Horizontalreihen /  

den W erth —-1 hat und X der Reihe nach gleich 1, 2 , . . . ,  11 
wird, so dass  also zur ( a » + x ) ten Horizontalreihe die Zahlen

i  —  a —  1, X = x

»Über die Darstellung der Determinante eines Systems, welches aus 
zwei anderen componirt ist.« Acta mathematica, 14. Bd., S. 317 — 329. Die 
Existenz des R a d o s ’schen Beweises ist mir nur durch den in der Arbeit des 
Herrn H e n s e l  enthaltenen Hinweis bekannt.

»Über einige Determinante».« A. a. 0 .  S 68— 81.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Gi'üsster gemeinsamer Theiler. 1 215

gehören. Vertauscht man in dieser Determinante die ( r n + \ ) te  
Horizontalreihe mit der ( n ( J  l ) - f - X ) t e n  für r  =  0 , 1 , 2 , . . .  , m —  1, 

so wird die dadurch entstehende Determinante offenbar gleich

wo mit («,, a2, . . a m )  diejenige gewöhnliche Determinante 
bezeichnet wird, w elch e aus der Determinante m ter Ordnung

dadurch entsteht, dass die ayte Horizontalreihe an die Stelle 
der xten für x =  1, 2 , . .  , m  gesetzt wird. Wird die eben erwähnte 
Operation für X =z 1, 2 ausgef ührt ,  so ergibt sich eine 
Determinante, welche den W erth

besitzt. W erden nun in derselben diejenigen n  Horizontal
reihen, in denen der erste der beiden charakterisirenden Indices 
gleich ist, so vertauscht, dass  die zweiten Indices die An- 

oidnung —i)-/r+1 > '̂(p—i)«+2> —i)-/t-j-3 > '̂(p— eihalten,  so
erhält sie dadurch den Factor

und demnach ist die quadratische Determinante ( j { , j z, - . - , j m n  

-15 h - , '  •, h a u ) ,  w elche aus  24) dadurch abgeleitet wird, dass  an 
die Stelle der rten Horizontalreihe die durch das Indexpaar j - ,  i -  

charakterisirte tritt, gleich

1, 0 ,  0 ,  0

0 , 1, 0 ,  0

0, 0 ,  0,

11

( % — 1) /j+ 1> ?'(p— 1 ) « + 2 )  ^'(p— 1) « + 3 >  • • ■ > ^(p— 1 ) « + » )
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Die Determinante ( i n n ) ^ '  Ordnung vom Range r  | c * , , j  (X|, 1, 2.. u m )  ist bekanntlich durch
die Gleichung

(1) (2) (r 1) (1) ( 2 ) ( r - n  (1) (2)
/tj < ^  , • • •. '-j ; 9 v - ‘ ' '> '> ' ' ,} inn ? um  ’ ''uni _ "

k , . , . . .  i =  yI | (*,, */..........y.r =  1. 2......... m n )  1
, 0 )  y(2) , ( r - l )  , 0 )  .,(2) (r  1) x0)  x(2) ( r -1
A j * * * * > A | ’ Z ' t  ' ' ’ i  ' ’; ’ 31111 ’ * ' '' ”

r- 1

]7[ ( x f l), X ^ , . . . ,  x g ^ )  C (1) (2) ( , - i ) C (!) (2) (r -1)- C (1) (2) ( r - 1 )
j J.’xl •''•j » *2 *2 inn' Aw n ' 'nin > Anrn

definirt. Sind nun die (mn)r Elemente aus den zwei Elementensystemen ß , ......
(/,, /2, . . . ,  =: l , 2 , . . . ,  11; / , ,  j 2, . . . ,  ; r =  1, 2 , . . . ,  w) in der durch die Gleichungen

^ » / — 1)+/. 1 )+'».■ « O V '^ + 'V  »»>•••> ir ^h>k>"->3r

angegebenen W e ise  componirt, so verwandelt sich diese Gleichung in die folgende:

1216 
L. 

G
e

g
c

n
b

a
u
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II
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oder nach 25)

■'V.,, Y.«,. V-y (y.x> . . . ,  v.r =  1,2, . . . ,  11111)

.(1) (2) ( r - 1) ,(1) ,(2 )  ( r - 1 )  (1) (2) ( r - 1) (1) (2) ( r - 1 )  (1) (2) ( r - 1 )  .(1) (2) . ( r - 1 )
7. . . .  1 . 1  . . . .  7. . . . .  7.........  7....................... 7.......... 11. i 1 . ... 1 . 1 1 . . . . . .  -I 4 ........  .  . . -1 =S  > > • • •> %mn> lm n ’ ' •'> lm n  — w >-7] >7j j >_/2

z
■’ J m n ’ h n n ’ • • ' : J m n  — 7,1

.(1) ,(2) ( r - 1 )  (1) (2) ( r - 1 )  (1) (2) ( r - 1 ) .  (1) (2) ( r - 1 )  (1) (2) ( r - 1 )  (1) (2) 1 ) .
i l 2 j l 2 > • ■ ■> l2 > • ■ lmn> h n n > ' ■ ■ > lm n  ’J \  >J j > ■■■jVi W j  >■■■>]  2 > • ■ Jmn> h n n > ' l m n  — 1

RRR (2[x-l) M+l ’ 1) m+2 ’ • • • ’ *(X-1) M+«) ’ Ä p  ’ 2m + p ’ • • • ’ 3(ni—l) M+p) ^
1 1 1 

.a

,.(1) .(2) .(«)
l(X— 1 ) « + 1 '  (X— 1) ii-{~l > i(X— 1 )M + 1

•> / ! )  ,-(2) ( r - 1 )  .(1) .(2) . ( r - 1 )  .(1) .(2) . ( r - 1 )  b  (1) .(2) . ( r - 1 )
2>*(X— 1 ) « + 2 >  *(X— l ) n + 2 >  * (1-1)11+2  1l> l\ n  > jXm > • • •> l\ n  b j p ' , j p p  2 ,  j n + p , j n + p , . . - , f n + p

. . .b
/ ! )  -(2 ) . ( r - 1 )

’ J ( m — 1) 11+ p  > J ( m —1) 11+ p  = ■ • ■’ J( in—l ) n + p

Vereinigt man in dieser Gleichung alle Glieder, in denen X beziehungsweise p denselben Werth hat, so 
verwandelt sich dieselbe in

(y.,, v.,.. . . .  y.r =  I, 2 , . . . ,  um) <71» ■ ■ -Jr
(«„ ü , . . . ,  i r  =  1, 2 , . . . ,  n; ■ ■J r =  b  2 , . . m)

durch welche Relation die oben erwähnte Ausdehnung der K r o n e c k e r ’schen Determinantenformel auf 
Determinanten beliebigen Ranges ausgesprochen wird.

1
2

1
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ß) E u l e r  hat in seiner »Introductio in analysin infini- 
torum« durch Anwendung der Analysis auf die Zahlentheorie 
bekanntlich folgenden bemerkenswerthen Satz bewiesen:

Jede ganze Zahl kann ebenso oft in ungleiche ganze 
Zahlen zerlegt werden, als sie sich aus den ungeraden Zahlen, 
jede beliebig oft (natürlich auch nullmal) genommen, additiv 
zusammensetzen lässt.

Dieses Theorem ist einer auf arithmetischem Wege un
gemein leicht zu findenden, wesentlichen Erweiterung fähig.

Sind die zur additiven Erzeugung von ganzen Zahlen zur 
Verfügung stehenden Elemente

und kann jedes von ihnen beliebig oft verwendet werden, so 
gibt es für jede in diese Elemente zerlegbare ganze Zahl n 
eine oder mehrere Gleichungen von der Form

in welchen die Grössen xp ganze nicht negative Zahlen sind. 
Stellt man nun die Zahl xp in einem einfachen Zahlensysteme 
dar, in welchem das Element s|JL nicht öfter als ß^-mal positiv 
und Y(JL-mal negativ genommen werden darf, so hat man die 
Gleichungen

genügt. Es entspricht demnach jeder Gleichung von der Form 26) 
eine Relation von der Gestalt

26)

in denen a0j3 der Bedingung

und umgekehrt, und daher hat man das Theorem.
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Jed e  ganze Zahl 11 lässt  sich ebenso oft in die Elemente 
a0(f> =  1, 2 , . . . ) ,  jedes beliebig oft genommen, zerlegen, als sie 
durch die Elemente

derart additiv erzeugt werden kann, dass  das Element a0s3 nicht 
öfter als ß3-m al positiv und 7 3-m al negativ genommen wird.

Ist speciell

und sind die Elemente ap(f> = 1 ,  2 , . . . )  sämmtliche durch keine 
Potenz von 8-f-l theilbaren ganzen Zahlen, so werden die 
Producte af,s J (lo, 3 =  1 , 2 , .  ) alle ganzen Zahlen und demnach 
hat man das weitere Theorem :

Je d e  ganze Zahl kann ebenso oft in die durch keine Potenz 
von 8 -h l  theilbaren ganzen positiven Zahlen, jede beliebig oft 
genommen, zerlegt werden, als sie sich aus allen ganzen 
positiven Zahlen in der W eise  additiv zusam m ensetzen lässt, 
dass  die durch (8 +  l ) 3 - 1 , aber nicht durch (8 +  1 ) T theilbaren 
Elem ente nicht öfter als ß3-m al positiv und (8— ß3)-mal negativ 
genommen werden.

Den speciellen Fall ß3 =  8 (a =  1, 2 , . .  ) dieses S atzes  hat 
meines W isse n s  zuerst Herr J. G l a i s h e r  bew iesen ; von den 
anderen speciellen Fällen desselben mögen hier die folgenden 
angeführt werden:

Jed e  ganze Zahl kann ebenso oft durch die zu einer 
ungeraden Primzahl 2 r + l  theilerfremden ganzen positiven 
Zahlen, jede beliebig oft genommen, additiv erzeugt werden, 
als sie sich in beliebige ganze positive Zahlen in der W'eise 
zerlegen lässt, dass keine von ihnen öfter als r -m al ,  aber 
sow ohl positiv als negativ genommen wird.

Je d e  ganze Zahl lässt  sich in die zu drei theilerfremden 
ganzen positiven Zahlen, jede beliebig oft genommen, ebenst) 
oft zerlegen, als sie mit Hilfe von unter einander dem absoluten

0

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Grösster gemeinsamer Theiler. 1221

Betrage nach verschiedenen ganzen positiven oder negativen 
Zahlen zusammengesetzt werden kann.

Jede ganze Zahl lässt sich ebenso oft in die durch die 
Potenzen einer geraden Zahl 2 r  nicht theilbaren ganzen posi
tiven Zahlen, jede beliebig oft genommen, zerlegen, als sie 
durch alle positiven und negativen ganzen Zahlen in der W eise  
additiv erzeugt werden kann, dass keine ganze Zahl der einen 
Sorte öfter als (r— l)-mal und keine der anderen öfter als 7'-mal 
auftritt.
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