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D as Normalenproblem des Kegelschnittes besitzt heute 
bereits eine eigene Literatur.

Anknüpfend an die grundlegenden Arbeiten von C h a s l e s ,  
J o a c h i m s t h a l ,  W e y r ,  haben die Herren E c k a r d t ,  P e l z ,  
R ö l l n e r ,  L a u e r m a n n ,  S c h o n t e ,  M e r t e n s  u. a. dem 
Probleme theils neue Seiten abzugew innen, theils die ein­
sch lägigen  Fragen  an die D iscussion verwandter geometrischer 
Probleme zu knüpfen gewusst.

Der derzeitige Stand der F o rsch u n g  auf  diesem Gebiete 
weist  unter Anderem auf die B eantw ortung zw eier  Fragen  hin, 
w ovon die erste, von P e l z  aufgeworfen und durch den Hin­
w e is  a u f  zwei Ellipsendiameter theilweise beantwortet, dahin 
zielt, die geometrischen Örter aller Punkte der Ebene eines 
Kegelschnittes  zu bestimmen, für w elch e das Normalenproblem 
in zwei quadratische, mittels Z irkel und Lineal graphisch 
durchführbare Probleme zerfällt.

L a u e r m a n n ,  der die E x isten z  zw eier K re ise  nachwies, 
für deren Punkte das Normalenproblem der Ellipse in zwei 
quadratische Probleme degenerirt, hat zw a r  bereits in seiner 
der kaiserlichen Akadem ie zu W ien  am 2 1 .  Februar 1889 vor­
gelegten und in deren Sitzungsberichten publicirten A bh and­
lung: »Zum Normalenproblem der Ellipse«, die Bedingung,
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unter w elcher für die E llipse das Normalenproblem in zwei 
quadratische zerfällt, formulirt; doch scheinen ausser den 
P e l z ’schen Diametern und den L a u e r m a n n ’schen Kreisen 
keine anderen D e g e n e r i r u n g s c u r v e n  d e s  N o r m a l e n ­
p r o b l e m s 1—  so sollen fernerhin die einzelne Curven bildenden 
geometrischen Örter aller Punkte, für die das Normalenproblem 
in zwei quadratische zerfällt, genannt werden —  studirt worden 
zu sein.

Die andere der beiden angezogenen Fragen  bezweckt die 
Verallgemeinerung, Ü bertragung des Normalenproblems von 
einem Einzeln-Kegelschnitt  a u f  ein Kegelschnittsystem, Büschel, 
auf eine reine oder gem ischte Schaar.

Im Hinblick auf  die Th atsach e , dass sich das Norm alen­
problem für einen b e l i e b i g e n  P u n k t  und K e g e l s c h n i t t  
zurückführen lässt auf  die A ufsu ch un g  der gemeinschaftlichen 
Punkte oder Tangenten zw eier  Kegelschnitte, von denen im 
Allgemeinen nur e i n e r  in einen Kreis übergehen kann, soll 
die zweite F rag e  fo lgenderm assen gefasst w erden:

»Kann e in (vom K re ise  verschiedener) K e g e l s c h n i t t  au f­
gestellt werden, dessen Verze ich nung es ermöglicht, mittelst 
Zirkel und Lineal von e i n e m  b e s t i m m t e n  P u n k t e  der Ebene 
eines K e g e l s c h n i t t s y s t e m s  a u f  j e d e n  E i n z e l n - K e g e l ­
s c h n i t t  desselben das N o r m a l e n q u a d r u p e l  zu fällen?«

Einen wenn auch bescheidenen Beitrag zur B eantwortung 
beider dieser Fragen  soll diese A bhandlung liefern.

Vor Allem soll gezeigt werden, dass »das Normalenproblem 
einer Sch aar  confocaler Kegelschnitte« sich zurückführen lässt 
auf die Verschneidung einer einzigen Hyperbel mit den ein­
zelnen Kreisen eines Kre isbüsch els , w oraus eine constructive 
Lösu n g  dieses Norm alenproblem s resultirt, die keine weitere 
Vereinfachung zulässt.

Durch einfache S c h lü sse  gelangen wir ferner zu einem 
Paare unicursaler D egenerirungscurven dritter Ordnung für 
einen Mittelpunktskegelschnitt.

E s  sollen an der H and der Construction die E i g e n t ü m l ic h ­
keiten dieser D egenerirungscurven  hervorgehoben werden, w o ­

i Die E c k a r t ’schen Kreise werden hier nicht berücksichtigt, da für deren 
Punkte das Normalenproblem in ein Problem ersten und dritten Grades zerfällt.
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bei geeigneten Orts auf die geom etrische Verwandtschaft der­
selben mit der (symmetrischen) » f o c a l e  ä n o e u d «  hingewiesen 
werden wird, einer Curve, welche, w ie bereits R ö l l n e r  be­
m erkte, mit dem Normalenproblem der Kegelschnitte inj 
innigen Zusam m enhange steht.

§• 1.

W ir stellen an die Spitze der U ntersuchung folgenden 
bekannten Satz :

D ie  s i c h  in e i n e r  G e r  a d e n  Y Y  n  a c h  d e m B r e c h u n g s -  
g e s e t z e  d e s  L i c h t e s  b r e c h e n d e n  S t r a h l e n  e i n e s  
S t r a h l e n b ü s c h e l s  F  b i l d e n  d a s  N o r m a 1 e n s y  s t e m 
e i n e s  M i t t e l p u n k t s k e g e l  s c h n i t t e s  C2, d e s s e n  N e b e n -  
a x e  mi t  Y Y ,  d e s s e n  e i n  B r e n n p u n k t  mi t  f  z u s a m m e n -  
f ü l l t  u n d  d e s s e n  H a u p t - H a l b  a x e  a  g l e i c h  i s t  d e m  
Q u o t i e n t e n  a u s  d e r  E x c e n t r i c  i t ä t  d i e s e s  K e g e l ­
s c h n i t t e s  i n  d e n  B r e c h u n g s e x p o n e n t e n ,  d e s s e n  reci -  
p r o k e r  W e r t h  mi t  m  b e z e i c h n e t  w e r d e n  mö g e .

Versteht man unter a und ß den W inkel, welchen der ein­
fallende, bezüglich der gebrochene Strahl mit dem Einfallsloth 
einschliesst, so folgt:

sin ß
i n  r r  —— - l )

sin a

a  —  m c .  . 2)

W ir folgern hieraus:
»Ist umgekehrt C2 ein beliebiger Mittelpunktskegelschnitt, 

( A { A 2  ~ 2  a  seine Haupt-, B x B t  —  2 b  seine Nebenaxe, 0  der 
Mittelpunkt, F v  F z  sein Brennpunktspaar, c  seine Excentricität) 
und M  ein beliebiger Punkt seiner Ebene, so Hesse sich die 
A ufgab e : » d u r c h  M  a u f  C z  d a s  N o r m a l e n q u a d r u p e l  z u  
f ä l l e n , «  zurückführen a u f  die A ufsu ch u n g  der S c h n i t t p u n k t e  
e i n e r  C u r v e  (5̂  v i e r t e r  O r d n u n g  mi t  d e r  m i t  B { B Z 

z u s a m m e n f a l l e n d e n  A x e  Y Y

Die Curve ist der geometrische Ort der Schnittpunkte 
zw eier  einander entsprechenden Strahlen zweier Strahlen­
büschel, deren Centra F { (oderi^)  und M  sind, und die einander 
derart zugeordnet werden, dass  jedem  der beiden Strahlen des
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Büschels F { mit dem E infa llsw inkel a jeder der beiden Strahlen 
des B üschels  M  mit dem B rechungsw inke l ß entspricht, wenn 
die Proportion

sin a : sin ß r= a  c  . . 3)
aufrecht bleibt.

E s  bildet mithin die Curve (5̂  die O rdnungscurve der 
beiden Büschel F { und M ,  die mit einander in einer zw ei-zw ei- 
deutigen Verwandtschaft stehen. E s  liesse sich leicht nach- 
weisen, dass von den vier Schnittpunkten von (£4 mit Y Y  min­
destens Ein Paar reell ist. Die durch diese Schnittpunkte 
gehenden Strahlen des B üsch e ls  71/ sind die gesuchten 
Normalen.

§■ 2.

Das Normalenproblem soll au f  eine » S c h a a r  c o n f o c a l e r  
K e g e l s c h n i t t e «  ausgedehnt werden.

Jedem  Individuum einer solchen Sch aar  entspricht eine (£v 
und die Gesammtheit aller bildet ein S y s t e m  v o n  C u r v e n  
v i e r t e r  O r d n u n g  vom Index Eins, da durch jeden von F { 

und M  verschiedenen Punkt der Ebene laut 1) i n  und ferner 
laut 2) a  und, weil c  constant ist, E ine C2 und mit dieser 
Eine (£4 bestimmt ist, die durch diesen Punkt hindurchgeht.

Ein näheres E ingehen a u f  die Untersuchung dieses Curven- 
system s ist für unsere Z w e c k e  überflüssig, da sich letzteres in 
seiner Urgestalt w eder für eine constructive noch rechnerische 
Behandlung unseres Problems geeignet zeigt.

Durch eine einfache Transform ation wird es gelingen, 
jede (5̂  durch einen Kreis  K  und d a s  C u r v e n s v s t e m  (S4 
d u r c h  e i n  K r e i s b ü s c h e l  ( K )  mit imaginären Basispunkten 
zu ersetzen. Die Gerade Y Y ,  als T rä g e r  einer Punktreihe auf­
gefasst, übergeht in eine äusserst  leicht zu construirende 
Hyperbel so dass  deren Schnittpunkte mit den einzelnen 
Kreisen von ( K )  die Normalen für jeden entsprechenden K e g e l­
schnitt der eonfocalen K egelschnittschaar bestimmen.

Sei 0  der U rsprung eines rechtwinkligen Coordinaten- 
system s (Fig. 1), dessen X - A x e  mit den Haupt-, dessen Y -A xe 
mit den Nebenaxen sämmtlicher Kegelschnitte C2 der S ch aa r  
(C2) Zusammenfalle. Die durch F { gehende Ordinate und die
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durch M  gezogene A b sc isse  schneiden sich in einem Punkte, 
der fortan mit /  bezeichnet werden soll. L a s s e n  w i r  d a s  
S t r a h l e n b ü s c h e l  M  u n v e r ä n d e r t ,  v e r s c h i e b e n  a b e r  
d a s  S  t r a h  l e n b  ü s  c h el  F t d e r a r t ,  d a s s  d a s  C e n t r u m  F { 

n a c h  J  g e l a n g e  u n d  d i e  e i n z e l n e n  S t r a h l e n  d e s  
B ü s c h e l s  i h r e  u r s p r ü n g l i c h e  L a g e  b e i b e h a l t e n ,  so 
soll dieses durch Paralle lverschiebung des B üsch e ls  F { ent­
standene Büschel J  mit dem Büschel M  in dieselbe Verw andt­
schaft treten, wie es bei dem ursprünglichen Büschel F { der 
Fall  war. —  Hiemit bleiben die in §. 1 aufgestellten Rela­
tionen 1), 2), 3) auch hier in Geltung.

Sei P  ein Punkt der O rdnungscurve, in der sich zwei ein­
ander entsprechende Strahlen der B üschel J  und M  schneiden, 
werden ferner die Strecken / P u n d  M P  mit p, und p2, derNormal- 
abstand des Punktes P  von J M  mit P Q  bezeichnet, während 
die W inkel a und ß die in §. 1) erörterte Bedeutung beibehalten, 
so folgt P O  —  pj sin a = :  p2 sin ß, und hieraus

Der Punkt P  bew egt sich mithin a u f  der Ordnungscurve 
derart, dass  das Verhältniss seiner A bstände von den beiden 
festen Punkten J  und M  den constanten W erth m  beibehält.

Die Ordnungscurve, die durch die Schnitte zw eier  einander 
entsprechenden Strahlen der beiden B üsch e l J  und M  entsteht, 
ist somit ein K r e i s  7v, dessen Mittelpunkt auf  J M  liegt und 
J M  in zwei Punkten H  und G  schneidet, w elche durch die 
Punkte J  und M  h a r m o n i s c h  g e t r e n n t  erscheinen.

T rä g t  man von J  auf der hindurchgehenden Ordinate nach 
beiden Seiten die Strecke J D  —  J E  —  a ,  von M  a u f  der 
hindurchgehenden Ordinate aber die Strecke M N  —  c  auf, 
so schneiden D N  und E N  die Gerade J M  in dem Punktpaare G  

und H ,  w elches  einen D urchm esser des gesuchten O rdnungs­
kreises  K  begrenzt, letzteren somit bestimmt.

pj  sin ß
p2 sin a

a
—  m  —  —  

c
•4)

J G  _  J H  

M G  ~  M H
- —  m  —  —  

c

a
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A u f  Grundlage der Relation 5) lassen sich alle weiteren 
mit K  in einem Zusam m en h an ge  stehenden Strecken leicht 
ausdrüclcen.

Sei [j, der Mittelpunkt, r  der Radius des K re ises  Ä', a  wieder 
die H aupt-H albaxe, c  die Excentricität des Kegelschnittes C2, 
seien endlich x  un d j y  die Ordinaten von M ,  so folgt:

J H = ( c + x -) m
111 -f- 1

. 6 )

J G  =  ( C + X ) m  
111--- 1

■7)
II

 ̂
+

1 
'

1
. 8 )

M H = - {- +X)t
111 ->r J

9)

M G - - (C +  X'} 
111 --- 1

1 0 )

(<-' "f" x )  
|JM  -  \ ^ 

—  l 1 1 )

II 1 2 )

( c - h x )  111
r  —  ' 2 , i n *—  1

1 3 )

Hiemit ist klar, dass  und w ie sich ein Kegelschnitt C, 
durch einen Kreis K  ersetzen lässt.

L a ssen  wir nun die Brennpunkte als solche und somit c  

unverändert und variiren die H aupt-H albaxe a ,  so entspricht 
jedem a  ein Kegelschnitt C2, jedem  C2 ein Kreis K .  D e r  
G e s a m m t h e i t  a l l e r  C2 —  »d e r  S c h a a r  (C2) c o n f o c a l e r  
K e g e l s c h n i t t e «  — e n t s p r i c h t  d i e  G e s a m m t h e i t  d e r  
K r e i s e  K  —  » d a s  K r e i s b ü s c h e l  (7t)« m it  i m a g i n ä r e n  
B a s i s p u n k t e n ,  mi t  J  u n d  M  a l s  G r e n z p u n k t e n  o d e r  
N u l l k r e i s e n ,  m i t  d e r  d i e  S t r e c k e  J M  in co n o r m a l  
h a 1 b i r e n d e n R a d i c a 1 a x  e R R  u n d  mi t  d e m  ü b e r  d e m  
D u r c h m e s s e r  J M  b e s c h r i e b e n e n  O r t h o g o n a l k r e i s e .
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Der Zusam m enh ang zw ischen den einzelnen einander ent­
sprechenden C2 und K  wird aus der F igu r  1) (in w elcher wir 
nur J D  —  J E  =  a  zu variiren haben) und aus den Formeln 

6). 13)  ersichtlich.
V or Allem ist klar, dass  die R a d i c a l a x e  R R  die Kreise 

des B üsch e ls  ( K )  in z w e i  G r u p p e n  scheidet, von denen die 
eine, a > c  angenommen, alle Kreise  umfasst, die den s ä m m t -  
l i c h e n  E l l i p s e n  d e r  S c h a a r  (C2) entsprechen. D iese Kreise 
liegen mit M  au f  derselben Seite der R ad ica laxe  und enthalten, 
a  —  oo vorausgesetzt, den Nullkreis M  als einen Grenzfall, 
dem als specieller Fall der E ll ipse  ein K re is  mit dem Radius 
»unendlich« und dem Centrum 0  entspricht.

Nimmt a  ab, so w äch st  r ,  bis es für a  —  c  den Werth 
unendlich erreicht. —  F ü r diesen Grenzfall übergeht C, in die 
von den beiden Brennpunkten F y und F t  begrenzte, endliche 
oder unendliche Strecke, die im ersten Falle als Specialität 
einer Ellipse, im anderen Falle  als Specialität einer Hyperbel 
aufzufassen  ist und somit den Ü b e r g a n g  von der E l l i p s e n -  
z u r  H y p e r b e  1 g r u p p e  vermittelt.

Diesem  Grenzfall entspricht in dem Kreisbüschel ( K )  die 
R ad ica laxe  als Kreis K  vom Radius »unendlich« in Verbindung 
mit der unendlich fernen Geraden Gqq.

Nimmt a  noch weiter ab, a c c ,  so springt der Mittelpunkt a 
des entsprechenden Kreises  a u f  die andere Seite von R R .  — 
W ir  gelangen zu jener Kre isgruppe im B üschel ( K ) ,  die den 
» s ä m m t l i c h e n  H y p e r b e l n  d e r  S c h a a r  (C2)« entsprechen 
und mit J  und F l au f  derselben Seite von R R  liegen.

Mit a ,  der reellen H albaxe der H j ’perbel, nimmt r  ab, nähert 
sich J ,  bis endlich für a ~ o  der Kegelschnitt C2 in die als S p ec ia ­
lität einer Hyperbel anzusehende, zw eifach  zu nehmende Gerade 
Y Y  und der entsprechende Kreis A 'in  den Nullkreis J  übergeht.

Hiemit ist die Kette, die einerseits die reellen Kegelschnitte 
der Sch aa r  (C2), anderseits die entsprechenden Kreise des 
B ü sch e ls  (Ä7) unter einander bilden, beiderseits geschlossen.

§• 3.

E s  ist am S ch lü sse  des §. 1 darauf h ingew iesen  worden, 
dass  die vier Schnittpunkte der Curve (£4 mit der Geraden Y Y
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jene vier Strahlen des Strah lenbü schels  M  bestimmen, welche 
die durch M  auf C2 gefällten Normalen repräsentiren. Nachdem 
wir jede Curve (£4 durch einen K reis  K  des Büschels  ( R )  ersetzt 
haben, erübrigt uns noch, das Transform ationsgebilde der 
Geraden Y Y ,  die als  T r ä g e r  einer mit den beiden Strahlen­
büscheln F { und M p  e r s p e c t i v i s c h  g e l e g e n e n  P u n k t r e i h e  
anzusehen ist, zu untersuchen.

Diese beiden Strahlenbüschel F x und M  haben Y Y  zur 
Ordnungslinie, sie stehen zu einander in einer ein-eindeutigen 
Verwandtschaft, sie haben mit den in §. 1) und 2) besprochenen 
Strahlenbüscheln F { und M  nur die Mittelpunkte F { und M  

gemein, sie sollen daher, um Verw echslungen  zu vermeiden, 
vorläufig mit g , und ÜDI bezeichnet werden.

B l e i b e  d a s  S t r a h l e n b ü s c h e l  SFi u n v e r ä n d e r t  u n d  
werde  das Strah 1 e nbüs che  1 g, paral l e l  zu s ich se lbst  
d e r a r t  v e r s c h o b e n ,  d a s s  s e i n  M i t t e l p u n k t  w i e d e r  
n a c h  J  z u  l i e g e n  k o m m t  und dieses so verschobene 
Büschel mit $  bezeichnet, so sind die B üschel SR und $  zu 
einander projectivisch. Um zu einem Strahle von SR den z u ­
geordneten Strahl von $  zu finden, hat man den ersteren mit 
Y Y  zu schneiden, den Schnittpunkt mit F { zu verbinden und 
durch J  den zu dieser Verbindungsgeraden parallelen Strahl 
von $  zu verzeichnen.

D as E r z e u g n i s s  d e r  p r o j  e c t i v i s c h e n  S t r a h l e n ­
b ü s c h e l  u n d  $  (Fig. 1), d. i. die Gesammtheit aller Schnitt­
punkte von je  einem Paare einander entsprechender Strahlen 
beider Büschel, b i l d e t  e i n e  E h ^ p e r b e l  § , die durch J  und M  

hindurchgeht, Y Y ,  die N ebenaxe  der confocalen Kegelschnitt­
schaar (C2) zur Asym ptote hat.

Die R i c h t u n g  der anderen Asym ptote bestimmt der Strahl 
■ F r M .  Ist M J  eine Diagonale eines Parallelogrammes M F V J W ,  

dessen Seiten paarw eise parallel sind zu je  einer der beiden 
Asymptoten, so liegt der Mittelpunkt C der Hyperbel §  auf der 
anderen Diagonale F x TU, somit im Schnittpunkt derselben mit 
der A sym ptote Y Y  —  Die durch C  zu M F , gezogene Parallele, 
welche F Y  in 7, X X  in L  schneidet, ist somit die andere 
Asym ptote von — Sei 5  der Schnittpunkt von F t M  mit Y Y ,  

so folgt aus der Ähnlichkeit und L a g e  der Parallelogramme
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12 o(3 .1. T e s a r .

F y T C S  und F XJ W M  der Parallelism us und die Gleichheit der 
Strecken S T  und 0 F { =  c  und F { L .  E s  ist

w o d u rc h L  u n d  d ie  d u r c h  L  p a r a l l e l  z u  F { M  z u  z i e h e n d e  
z w e i t e  A s y m p t o t e  bestimmt ist.

Nebenbei sei hingewiesen, dass  der durch den B renn­
punkt F z  gehende Strahl des Strahlenbüschels  die im §. 2 
erörterte Radica laxe  R R  in einem Punkte V  der Hyperbel 
schneidet. Die Construction weiterer Punkte und Tangenten 
von £), namentlich der durch J  und M  hindurchgehenden, ist 
selbstverständlich.

D e r  G e s a m m t h e i t  a l l e r  P u n k t e ^ /  d e r  E b e n e  d e r  
K e g e l s c h n i t t s c h a a r  e n t s p r i c h t  e i n  h y p e r b o l i s c h e s  
N e t z ,  a l l e n  a u f  e i n e m  u n d  d e m s e l b e n  d u r c h  F { o d e r  F , ,  

g e h e n d e n  L e i t s t r a h l  g e l e g e n e n  P u n k t e n  e n t s p r i c h t  
e i n  B ü s c h e l  c o n c e n t r i s c h e r , ä h n l i c h e r  u n d  ä h n l i c h  

l i e g e n d e r  H y p e r b e l n .
F ü r  alle Punkte M  der H auptaxe übergeht die Hyperbel 

in die beiden A xen  X X  und Y Y ,  —■ für alle Punkte M  der 
N ebenaxe in zwei Gerade, w ovon  die eine mit Y Y  zusammen - 
fällt, die andere durch L  parallel zu F XM  geht. Nur wenn M  

auf  einer der beiden A xen  X X  und Y Y  der confocalen K e g e l­
schnittschaar liegt, degenerirt in zwei Gerade, w ovon die eine 
mit Y Y  zusammenfällt, die andere durch L  parallel zum Leit­
strahl F ] M  h i n d u rc h ge h t.

§• 4.

Ü b e r g e h e n  w i r  n u n  z u r  e n d g i l t i g e n  L ö s u n g  d e s  
N o r m  a 1 e n p r o b  1 e m s  e i n e r  d u r c h  i h r  B r e n n p u n k t s  p a a r  
c h a r a k t e r i s i r t e n  » c o n f o c a l e n  K e g e l s  c h n i t t s c h a a r  (C2)« 
in B e z u g  a u f  e i n e n  g e g e b e n e n  P u n k t  M .  (Fig. 1.)

Ersetzen  w ir auf  die in §. 2 erörterte W e ise  die Sch aar  (C2) 
durch das Kreisbüschel ( K ) ,  und verzeichnen für den Punkt M  

die H yperbel £ ,  so wird jeder Kreis K  des B üsch e ls  (K )  §  in 
vier Punkten schneiden, von denen w e n i g s t e n s  E i n  P a a r
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r e e l l  s e i n  m u s s .  Dies folgt daraus, weil die Grenzpunkte des 
Büschels ( K ) ,  J  und M ,  zugleich Punkte von £) sind und durch 
die Schnittpunkte G  und H  eines jeden der K re ise  von ( K )  mit 
der Geraden J M  harmonisch getrennt erscheinen, infolge dessen 
immer einer der Punkte G  und H  inner- oder ausserhalb der 
Hyperbel §  liegen muss, so dass  jeder über dem D urch­
messer G H  beschriebene Kreis K  die Hyperbel wenigstens in 
Einem Paar reeller Punkte schneidet. Das andere Paar von 
Schnittpunkten kann reell, zusammenfallend oder imaginär sein.

J  e d e r d u r c h e i n e n  s o l c h e n  S c h n i t t p u n k t  g e h e n d e  
S t r a h l  d e s  S t r a h l e n b ü s c h e l s  M  i s t  e i n e  N o r m a l e  11 a u f  
d e m d e m  K  in d e r  S c h a a r  (C2) e n t s p r e c h e n d e n  K e g e l ­
s c h n i t t e  C z .

Ohne dass es nöthig wäre, den Kegelschnitt C2 zu zeichnen, 
findet man den Fusspunkt <I> der Normale n  fo lgenderm assen : 
Man verlängert die durch den Schnittpunkt 1 von §  und K  

gehende Normale M X  oder n ,  bis sie Y Y  in I  schneidet, ver­
bindet / m i t  F v  errichtet in F ,  zu I F { das Perpendikel, w elches  
Y Y  in I '  trifft. —  Wird durch I '  auf 11 die Senkrechte gefällt, 
so ist selbe eine Tangente an C2 und ihr Fusspu nkt <E> deren 
Berührungspunkt, zugleich der F ussp u n k t  der Normalen 11 .

W ir ersehen, dass durch jeden Punkt M  auf  jeden K eg e l­
schnitt C2 4 Normalen, von denen w e n i g s t e n s  E i n  P a a r  
reell ist, gefällt werden können. W i r d  K  v o n  .So b e r ü h r t ,  s o  
e r g i b t  s i c h  e i n e  D o p p e l n o r m a l e ,  welche entweder d a s  
P a a r  r e e  11 er  N 0 r m a  1 en e r s e t z t  o d e r  z u  d e m  P a a r e  d e r ­
s e l b e n  hi n z u  k o m m t .  Ersteres  tritt ein, wenn K  in d ie  N u l l ­
k r e i s e  M  o d e r  J  ü b e r g e h t ,  letzteres, w e n n  K  e i n e n  
H y p e r b e l a s t  in z w e i  P u n k t e n  s c h n e i d e t ,  den a n d e r e n  
b e r ü h r t .

Für M  als Nullkreis wird die in M  an errichtete T a n ­
gente, welche, wie aus dem Bild u ngsgesetze  von §  ersichtlich, 
durch O hindurchgeht, —  die Doppelnormale, — der ent­
sprechende Kegelschnitt ist der aus 0  als Centrum mit dem 
Radius »unendlich« beschriebene Kreis. —  Für J  als Nullkreis 
wird die Doppelnormale M J ,  der entsprechende Kegelschnitt 
ist die als  Specialität einer Hyperbel anzusehende zweifach zu 

nehmende Gerade Y Y

Nonnalcnproblem. 1 (©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



1 2 5 8 .1. T c s a r ,

Übergeht K  in die Radica laxe  R R  und G«,, —  C2 somit in 
die von F x und F z  begrenzte endliche oder unendliche Strecke, 
so sind zwei der durch M  gehenden Normalen parallel zu je 
einer der Asjonptoten, also die eine durch F l hindurchgehend, 

die andere M Z  normal zu X X .  —  Die beiden anderen Normalen 
verbinden M  mit den Schnittpunkten von §  mit R R ,  davon geht 
die eine M V  durch den Punkt F 2 , w ährend die andere mit M Z  

zusammenfällt, so dass  M Z  als Doppelnormale auftritt.
D ie  Z e i c h n u n g  e i n e r  e i n z i g e n  H y p e r b e l  £  l a n g t  

h i n ,  u m  d a s  N o r m a 1 e n p r o b 1 e m e i n e r  c o n f o c a l e n  
K e g e l s c h n i t t s c h a a r  in B e z u g  a u f  e i n e n  P u n k t  M  

g r a p h i s c h  z u  l ö s e n .  —  E rw ä g e n  w ir  aber, dass, wie am 
Sch lü sse  des §. 3 erwähnt wurde, allen a u f  einem und dem­
selben Leitstrahl (der durch einen der Brennpunkte geht) 
gelegenen Punkten M  ein B üschel concentrischer, ähnlicher 
und ähnlich liegender Hyperbeln  entspricht, so ist leicht ein­
zusehen, w ie durch eine entsprechende V ergrösserung oder 
Verkle inerung des K re isbüschels  ( K )  d i e s e l b e  H y p e r b e l  £> 
z u r  L ö s u n g  d e s  N o r m a l e n p r o b l e m s  f ü r  a l l e  a u f  d e m ­
s e l b e n  L e i t s t r a h l  F XM  o d e r  F Z M  g e l e g e n e n  P u n k t e  
v e r w e n d e t  w e r d e n  k ö n n t e .

Dadurch erscheint der erste Theil  unserer Aufgabe erledigt.

§• 5.

E s  wurde am S ch lüsse  des §. 3  nachgew iesen, dass für 
alle Punkte M  der beiden A xen  X X  und Y Y  der K egel­
schnittschaar (C2) die H yperbel in zwei Gerade, das 
Normalenproblem somit in zw ei quadratische Probleme dege- 
nerirt. E in g a n g s  wurde auf die P e  l z ’schen Diameter und die 
L a u e r m a n n ’schen Kreise  h ingew iesen, für deren Punkte das­
selbe eintritt. A u f  Grundlage des Behandelten soll d ie  
E x i s t e n z  z w e i e r  a n d e r e n  D e g e n e r i r u n g s  - C u r v e n  
d r i t t e r  O r d n u n g  nachgew iesen, ihre Gleichung aufgestellt, 
ihre Construction gelehrt werden.

E s  ist einleuchtend, dass das Normalenproblem mittelst 
Zirkel und Lineal durchgeführt werden kann — also in z w e i  
q u a d r a t i s c h e  P r o b l e m e  z e r f ä l l t  —  w e n n  d e r  M i t t e l ­
p u n k t  ;j. d e s  d e n  K e g e l s c h n i t t  C2 s t e l l v e r t r e t e n d e n
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Normalenproblem. 1259

K r e i s e s  K  a u f  e i n e r  d e r  b e i d e n  A x e n  d e r  H y p e r b e l  
d. h. a u f  e i n e r  d e r  b e i d e n  W i  n k e l h a l b i r e n d e n  d e r  
b e i d e n  A s 3^ m p t o t e n  d e r  l e t z t e r e n  l i e g t .

W ir  haben zu untersuchen, unter welchen Bedingungen 
dieser Fall  eintritt. Die E inkle idung dieser Bedingungen in 
einen mathematischen A usd ruck  führt uns zur G leichung der 
gesuchten Degenerirungscurve.

Zur Erk lärung mögen die Fig. 2 a  und 2 b  dienen, in denen 
die analogen Punkte gleich bezeichnet werden sollen.

In Fig. 2 a  liege |x auf der Winkelhalbirenden des 
s t u m p f e n ,  in Fig. 2 b  au f  jener des s p i t z e n  W i n k e l s ,  den 
die Asym ptoten Y Y  und L C  einschliessen.

Sind X  und Y  die Ordinatenaxen, # undjj/ die Ordinaten 
von M ,  U  und V  die Projectionen von M  auf X X  und Y Y ,  ist 
W  der Schnittpunkt von M J  mit der Asymptote L C ,  und be­
halten die anderen Buchstaben die ursprüngliche Bedeutung, 
so sollen, um W iederholungen zu vermeiden, beide Fälle, wie 
sie in Fig. 2 a  und Fig. 2 b  getrennt angedeutet sind, gem einsam  
behandelt und etwaige Verschiedenheiten im Laufe der R ech ­
nung durch ein doppeltes Vorzeichen (von welchen sich das 
obere auf Fig. 2 a ,  das untere auf  Fig. 2 b  beziehen soll), a u s ­
einander gehalten werden.

W egen  des Parallelism us der Geraden F { M  und L C  ist 
M W  —  c ,  V W  —  c — x .  Im Dreieck V C W  wird der Aussen-, 
bezüglich der Innenwinkel C  durch die Winkelhalbirende Cjx 
halbirt, w elche V W ,  bezüglich deren V erlängerung in u. 
schneidet. Hieraus und aus der Ähnlichkeit der Dreiecke V C W  

nnd U M F V folgt:

Da die absolute Strecke \ i W  \ i V  gleich ist V W  =  c — x ,  

so folgt

\ x V  \ i W  =  V C :  W C  —  U M  F { M  —  y  \ J y l ( c + x ) *

ij. V  ([a W -h  [ i  V )  —  d= y (\fy2+ ( c  x )2 — y )

'l  +  (C - 'rX )?- --- V

S i tz b .  d. m a th e m .- n a t u r w .  C l . ;  CI. Bd.,  A b th .  H .a . 84
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Nun ist

|x M  =  d-  ( \ l V — M V )  —  d= (=b 

|ji M

1260 J. T e s a r,

y i c - x )
\ \ / y 2  +  (c +  x )  'l — y

y  ( c — x )

\ J y ' 1  ->r  ( c  x f — y

und hieraus

V : V ^ ' - i c + x Y — y

W ir ersehen, dass  die beiden in Fig. 2 a  und 2 b  getrennt 
behandelten Fälle  d e n  s e l b  en A u s d r u c k  14) liefern.

Beachten wir ferner, dass  der Mittelpunkt eines einem 
Kreisbüschel mit den Grenzpunkten M  und J  gehörigen 
K re ises  K  sein müsse, dass somit für \ x M  der A usdruck  1 1 )  in

• t a§. 2 gilt, in welchen für m  die Identität 5) m  —  —  eingeführt 

werden soll, so dass

c ‘ 1

wird.
Durch Gleichsetzung der rechtsseitigen Werthe von 1 1 ' )  

und 14) gelangen w ir schliesslich  z u r  G l e i c h u n g  de r  
g  e s u c h t e n D e g  e n e r i r u n g  s c u r v e.

E s  ist

c y — x  \ / y z - i - ( c - { - x ) z    c z

\ / y *  +  ( c + x ) z - - y  ~ ~  { C  +  X ) '

w oraus nach einer einfachen Umformung

( c  +  x \  ( a 2 x  +  c :l) z

d ie  g e s u c h t e  G l e i c h u n g  d e r  D e g e n e r i r u n g s c u r v e  
f o l g t .

W ir ersehen vor Allem, dass diese D egenerirungscurve eine 
in B e z u g  a u f  d i e  J - A x e  s y m m e t r i s c h e  U n i c u r s a l c u r v e  
d r i t t e r  O r d n u n g  mi t  d e m  a u f  d e r  A " - A x e  l i e g e n d e n ,
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c
v o m  M i t t e l p u n k t e  O  u m d e n  A b s t a n d  O A  — — --2 e n t ­

f e r n t e n  D o p p e l p  u n k t e  A i s t ,  w e l c h e  e i n e r s e i t s  in F t 
v o n  e i n e r  z u r  X X - A x e  n o r m a l e n  T a n g e n t e  b e r ü h r t  
u n d  b e g r e n z t  w i r d ,  z w i s c h e n  d i e s e r  T a n g e n t e  u n d  A 
e i n e  S c h l e i f e  b i l d e n d ,  w ä h r e n d  s i e  a n d e r s e i t s  d e r  in 
F z  z u r  X X - A . x e  e r r i c h t e t e n  N o r m a l e  a s y m p t o t i s c h  
zuei  11, im u n e n d l i c h  f e r ne n  P u n k t e  d i e s e r  N o r m a  1 en 
u n d  A s y m p t o t e  e i n e n  F 1 e x  i o n s p u n k t mi t  d i e s e r  
A s y m p t o t e  a l s  F l e x i o n s t a n g e n t e  b i l d e n d .

W i r d  F t  mi t  F z  v e r t a u s c h t ,  s o  e r h ä l t  m a n  e i n e  
z w e i t e  z u  d e r  e r s t e r e n  in B e z u g  a u f  d i e  Y Y - A x e  
s y m m e t r i s c h e  D e g e n  e r i r u n  g s c u r v e ,  deren Gleichung

Beide Degenerirungscurven lassen sich somit durch die 
Doppelgleichung a u sd rü ck e n :

W egen  der Sym m etrie beider D egenerirungscurven wird 
es hinreichen, nur E i n e  v o n  b e i d e n  einer eingehenden Unter­
suchung zu unterziehen.

In diesem Falle ist (wegen a > c )  a 4— c —  b t d z  positiv, £d ie  
kleine A xe , d  die H ypotenuse  eines über den Katheten a  und c  

errichteten rechtwinkligen Dreieckes. In

die Ordinate Y] einer der Hilfsgeraden @5© mit der Gleichung

lautet.

§. 6 .

a) Die Degenerirungscurve der Ellipse.

16)

84*
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12 62 J. T e s a ?,

eingeführt, gibt

17)

Sei ferner a ein Hilfsvvinkel, bestimmt durch

t g a  = c  — x

C— X
18)

so übergeht 15 )  in

V  —  d= 7] tg a , 19)

aus w elch er  Gleichung eine geeignete Construction der 
Degenerirungscurve folgt.

In Fig. 3  i s t  A { A 2 die grosse, B { B Z die Nebenaxe; über 
der vom Brennpunktspaar F X F Z begrenzten Strecke als D urch­
m esser ist ein Kreis beschrieben. E ine  oder beide der H ilfs­
geraden w elch e die X - A x e  in A treffen und mit derselben

ci1
den W inkel cp =  Are tg — einschliessen, werden verzeichnet. 

(In Fig. 3 ist ^9.rj|(£93|| Y Y ,  6,A||S(53, ferner

OL — 0® =  d, m ± L % ) .

Die Curve breitet sich nur i n n e r h a l b  des von den 
Ordinaten in den beiden Brennpunkten begrenzten F läch en ­
streifens aus. Nehme man nun eine Ordinate an, die die X - A x e  

in p, den Kreis in eine der beiden in tü trifft, •—• so ist 
Op =  x ,  Tip z=: 7] und <£ N F ^  —  a ,  —  w o  A JF l die in F { er­
richtete Ordinate bedeutet.

W ird durch tz eine Parallele zur X - A x e  gezogen, so ist das 
von F { N  in q und von in begrenzte Stück dieser
Parallelen gleich jy, w elch es  somit, von p aus a u f  der hindurch­
gehenden Ordinate nach beiden Seiten aufgetragen, die Curven- 
punkte P ,  und P z  gibt, w o d u r c h  e i n  E n t s t e h u n g s g e s e t z  
u n s e r e r  D e g e n e r i r u n g s c u r v e  gegeben  ist.

E i n  a n d e r e s  E  n t s t e h u n g s g  e s e t z u n d  e i n e  a n d e r e  
C o n s t r u c t i o n  ergeben sich aus der bereits eingangs hervor­
gehobenen Verwandtschaft der D egenerirungscurve mit d e r  
Q u e t e l e t i s c h e n  » f o c a l e  ä n o e u d « .  Bekanntlich entsteht 
letztere durch Verbindung der Punkte, w elch e sich als Schnitte
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Normalenproblem. 1263

aller einander in einem und demselben Punkte berührenden, 
ein Büschel bildenden K re ise  mit ihren durch einen F ixp un k t  
gehenden Diametern ergeben. Sei (Fig. 4) F t  dieser F ixpunkt, 
0  der gem einsam e B erührungspunkt, X X  die gem einsam e 
Berührungstangente aller Kreise, oo der Mittelpunkt eines der­
selben, und Ö, die a u f  demselben liegenden Punkte der 
»Focale«, t) und x  ihre laufenden Coordinaten.

Die G leichung der »Focale« ist dann

=  .20)
V c — X

Die W erthe aus 20) und 16) in 15)  eingesetzt, geben die 
für eine Construction unserer D egenerirungscurve wichtige 
Proportion:

y  t) ~  7] ,t. . 2 1 )

Ist ein Punkt der Focale , schneidet seine Ordinate die 
X - A x e  in p, die in i : ,  wird a u f  X X  ein Punkt tu, verzeichnet,
so dass p i : ,  =  p n  ~  T| wird, so schneidet die durch tt, zur 0 ^ t
gezogene Parallele 7r ,P , die Ordinate in p in einem Punkte 
der Degenerirungscurve.

A us  15) folgt

d y _  a  ( c l — x z )  c  ( c i Lx + c ' )  9

d x  b d  (c — x )  c * ^ x z

c
und speciell für x  == die Richtungsconstanten der beiden

,3

f j

im Doppelpunkte A errichteten (in Fig. 4 weggelassenen) T a n ­
genten A A T z , w elche mit der X - A x e  den W inkel 7 ein- 
s c h l ie s se n :

=  ■2 2 ' )  

W ir erhalten übrigens dieselben Werthe u n m i t t e l b a r ,  
wenn wir (Fig. 5), w ie es in Fig. 3 gezeigt wurde, einen 
Punkt P  der D egenerirungscurve  bestimmen, indem w ir einem 
x  — Op das entsprechende y  —  q ö  zuordnen.

W ird x  um ein unendlich K le ines d x  —  pp' vergrössert, so 
wird Ti nach r J ,  P  nach P '  verschoben, der Strahl F P  um den
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1 26 4 J. T e s ä r,

W inkel d a .  —  P F l P '  gedreht, so dass  also der Centriwinkel PO P, 
gleich 2 d a . ,  der Bogen  P P X =  2 c d a , d x  —  P P i  sin 2 a  wird.

Somit ist

d x
—  —  2  c  sin 2 a =  4 sin a . . cos a . . . 23)
d a .

Dabei übergehtjy =  qO i n y - \ - d y  —  o [ £ x ' ,  so dass :=  3t!Q/ =: 

=  919V4-5R/D / wird. W ir ersehen hieraus, dass  d y  aus z w e i  
S u m m a n t e n  besteht, deren erster fRDi7 =  ÖO ,/7 den Einfluss 
der H o r i z o  n t a l v e  r s c h i e b u n g  des Punktes %  nach z " , — 
deren zweiter SVjQ' den Einfluss  der V e r t i c a l V e r s c h i e b u n g  
des Punktes r J '  nach % ' darstellt. E s  ist, O ®  als das aus F x als 
Centrum mit dem Radius F ,Q  =  rq  sec a  beschriebene B og en ­
element vorausgesetzt, —■ Q ®  =  7] sec a . d a ,  —

/  2 r | 3 \  7
=  ÖÖ/7 =  D ®  sec a .  —  Yj s e c 2 d a  =  ( a  %  ' °  ) . . .  24)

\ b d  i  cos a .

Aus dem Dreieck DVO'Q77 folgt:

ci,2
gViQ/ — äVö77 tg a .  —  d \  tg a  - —  tg a . d x ,

a 2 a 2
Si'D7 =  —  tg a . 2  c  sin 2 7.. c/a =  4 r  s in 2 a . . d a .  . 2 5 )

b d  " b d

und hieraus:

E s  wird

d y  -  —  ! ̂  - ' - ^ ~ 2
d a  b d  I co s 2 a.

!- A c i l c  s in 2 a . | .26)

(dy ) . . . .  
d y  \ d a  j  _  ( a z x - t -  c A)  -+- 4 a l c  s in 2 a . c o s 2 a

d x  f d x \  4 b c d  sin a .  co s :! a .

\ d a )

c - h x  . . / c - h x  i
Wird hierin laut 18) tg a . —  \  -------, somit sin a .  —  \  j  —

y ö V •* V 2 c

' = v '
chung 2 2 ).

! Q__%
cos a .  —  v / ---- " -e in gesetzt ,  so resultirt unmittelbar die Glei-V 2c ö
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In Fig. 6 ergibt sich durch analoge S ch lüsse  eine C on­
struction des Tangentenpaares im Doppelpunkte A. Wird da­
selbst die Ordinate errichtet, die in E  den über F l F z  verzeichneten 
Kreis schneidet, wird durch E  die zur X - A x e  Parallele 
gezogen, welche ($© in J  schneidet, durch J  die Ordinate J i  

verzeichnet, und auf J i  von deren Fusspunkte i  aus beiderseits 
die Strecke i K x —  i K z  —  F x A aufgetragen, so sind A T { und A T 2 

die durch K v  K 2  gehenden gesuchten Doppelpunktstangenten. 
Über den V erlauf und die Form der D egenerirungscurve gibt 
Fig. 6 Aufsch luss.

ß. Die D e g e n er iru n g scu rv e  der H y p e rb e l  (F ig .  7). 

W egen c > a ,  soll die Gleichung 15) auf die Form

jx-\-c c'i-hazx }x-hc (a^x+c*)
y  ~  ~  V  X — C ~  ~  V *'— ■c  b d

gebracht werden, worin b  und d  die imaginäre A x e  und die 
f-fypotenuse eines über den Katheten a  und c  errichteten recht­
winkligen Dreiecks bedeuten.

Führen wir, wie bei der Ellipse, eine Hilfsgerade mit 
der Gleichung

a 2x - > r C A
rj =  ±  '

b d

ein, so übergeht 23) in

y x  c  . 24)
Y1 V « -

Durch Differentiation oder eine unmittelbare, dem Falle  a )  

analoge Untersuchung erhalten w ir

d y  _  a z ( x z — c 2)  —  c ( a 2x - h c :i)

d x ~ ~  b d ( x — c)  y V — c 2  '  °

W ir ersehen, dass x  n u m e r i s c h  g r ö s s e r  als c se in m üsse , 
dass somit die Curve sich nur a u s s e r h a l b  des von den 
Ordinaten in den beiden Brennpunkten begrenzten F läch en ­
streifens ins Unendliche ausbreiten könne.
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Sow ohl als auch die D egenerirungscurve schneiden

die X -A xe im Doppelpunkte A, O A  =  — —2 , numerisch grösser

als c .  (In Fig. 7 w u rd e 021 nach 33 verlängert, daselbst zu 033 
das Perpendikel 33A verzeichnet, hiemit A  bestimmt. —  Ferner 
w urde 033, =  0 A Z —  a  gemacht, durch 33t parallel zu B Z A Z die 
Gerade 33,(£ ge zo g en , 05) r= 0 ^  =  d  und die eine der 
Geraden ©($ normal zu SDS verzeichnet.)

Zw ischen  P , und A  bildet die Curve eine Schleife. Die 
R ichtungsconstanten der beiden Doppelpunktstangenten sind 

ci2
laut 25) gleich ±  ~ ^ z - (In Fig. 7 w u r d e 33® parallel zu ®^42 und

normal zu S ©  die eine der beiden Doppelpunktstangenten A  T z  

errichtet.) —  Über A  hinaus verzw eigt  sich die Curve ins U n­
endliche, d a s e l b s t  z w e i  A s y m p t o t e n  b e r ü h r e n d ,  £ £  
und w elche mit dem Paar der Hilfsgeraden parallel 
sind und die J*f-Axe im Punkte <I> schneiden, der durch den 

c * d 2
A bstand 0<I> = ------- oder noch einfacher durch den Ab-

ci

stand A<l> =  — c  gegeben ist. —  Im weiteren Verlaufe erscheint 
die Curve au f  der anderen Seite der Asym ptoten 3c3£ lind und 
nähert sich asym ptotisch der in F z  errichteten Ordinate 38> c*'e 
als d r i t t e  A s y m p t o t e  und als F l e x i o n s t a n g e n t e  mit dem 
im U n e n d l i c h e n  l i e g e n d e n  F l e x i o n s p u n k t e  auftritt.

Die D e g e n e r i r u n g s c u r v e  b e s t e h t  s o m i t  a u s  dr e i  
u n e n d l i c h e n  d u r c h  d r e i  A s y m p t o t e n  z u s a m m e n ­
h ä n g e n d e n  Ä s t e n .

In Fig. 7 schneidet eine der A bsc isse  ;v gehörige Ordinate 
X X  in p, eine der beiden in ß̂. W ird von p an den über 
dem D urchm esser F i F z  beschriebenen K re is  eine Tangente 
mit dem Berührungspunkt D  gezogen, auf  X  von p aus die 
Strecke pO =  pQ =  \ /  c 2—  x 2 aufgetragen, und durch Q  zu 
P 2 ß̂ die Parallele Q P V gezogen, so bestimmt deren Schnittpunkt 
P t mit der Ordinate in p einen Punkt der Degenerirungscurve. 
Statt dessen kann auch durch P, zu die Parallele P ,P ,  ver­
zeichnet werden, die ebenfalls P v bestimmt.

Der V er la u f  der Degenerirungscurve ist aus Fig. 7 er­
sichtlich.
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Normalenproblem. 1267

y. D ie Degenerirungscurve der Parabel. (Fig. 8 .)

L a sse n  wir die Ellipse (oder Hyperbel) in die Parabel über­
gehen, so übergeht die D egenerirungscurve der ersteren in jene 

der letzteren.
Gehen w ir  von der E ll ipse  aus, lassen  die X - A x e  unver­

ändert, v e r s c h i e b e n  a b e r  d e n  U r s p r u n g  d e s  r e c h t ­
w i n k l i g  b l e i b e n d e n  C o o r d i n a t e n s y s t e m s  n a c h  F t ,  s o  

hat man in 15)  x  durch x - — c  zu ersetzen. W ird zugleich 

P
a  ■=■ e ing'eführt, worin p  somit die doppelte Strecke A { F X

bedeutet, so übergeht 15)  in

y =

2 —
p ö  

2 c 2

p - i

16  c '

Beim  Ü b ergang zur Parabel wird c  unendlich, p  übergeht 
in den Parameter der Parabel und für ein rechtwinkliges 
C oordinatensystem , dessen  X - A x e  mit der P arabelaxe  
zusammenfällt (deren Sinn dadurch bestimmt erscheint, dass  
sich der Parabelscheitel A  a u f  der negativen Seite befindet), und 
dessen Y -A x e  durch den Parabelbrennpunkt F  geht, erhalten 
wir als G l e i c h u n g  u n s e r e r  C u r v e :

4 p

- 2 7 )

Die Curve (Fig. 8) erstreckt sich von F  aus, die in F  er­
richtete Ordinate berührend, sym m etrisch  zur X - A x e  nach der 
vom Scheitel A  abgewandten Seite ins Unendliche, in A 
(PA = :  p )  einen Doppelpunkt mit den Doppelpunktstangenten 
A T y und A T z  bildend, w elche mit X X  die W inkel y — Are tg 
(=t 0 ’ 5) einschliessen.
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1268 J. T e s a f, Normalenproblem.

Die Gleichung einer dieser beiden Doppeltangenten ist

welche behufs der Construction der Curve zugleich als Hilfs- 
gerade aufzufassen  ist, so dass 26) die Form

an nimmt.
Hieraus resultirt in Fig. 8 die daselbst durchgeführte Con­

struction zur Bestim m ung der Punkte P , und P 2, deren Ordinaten 
y  gleich sind. D aselbst bedeutet D  die Directrix, A  den 
Scheitel, P  den Brennpunkt der Parabel.

Sow ohl die Construction als auch der V er la u f  der 
Degenerirungscurve ist aus Fig. 8 ersichtlich.

.28)
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J. Tesar: Normalen-Problem.

S it z u n g s b e r ic h t e  d. kais. Akad. d. Wiss., math.-nafurw. Classe, Bd. CI. Abth. Ha. 1892
Lifh. Anstaft.v. J. Barfh VI .Wien
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