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Das Normalenproblem des Kegelschnittes besitzt heute
bereits eine eigene Literatur.

Ankniipfend an die grundlegenden Arbeiten von Chasles,
Joachimsthal, Weyr, haben die Herren Eckardt, Pelz,
Rollner, Lauermann, Schoute, Mertens u. a. dem
Probleme theils neue Seiten abzugewinnen, theils die ein-
schlagigen Fragen an die Discussion verwandter geometrischer
Probleme zu kniipfen gewusst.

Der derzeitige Stand der Forschung auf diesem Gebiete
weist unter Anderem auf die Beantwortung zweier Fragen hin,
wovon die erste, von Pelz aufgeworfen und durch den Hin-
weis auf zwei Ellipsendiameter theilweise beantwortet, dahin
zielt, die geometrischen Orter aller Punkte der Ebene eines
Kegelschnittes zu bestimmen, fiir welche das Normalenproblem
in zwei quadratische, mittels Zirkel und Lineal graphisch
durchfiihrbare Probleme zerfallt.

Lauermann, der die Existenz zweier Kreise nachwies,
fir deren Punkte das Normalenproblem der Ellipse in zwei
quadratische Probleme degenerirt, hat zwar bereits in seiner
der kaiserlichen Akademie zu Wien am 21. Februar 1889 vor-
gelegten und in deren Sitzungsberichten publicirten Abhand-
lung: »Zum Normalenproblem der Ellipse«, die Bedingung,



Normalenproblem. 1249

unter welcher flir die Ellipse das Normalenproblem in zwei
quadratische zerfdllt, formulirt; doch scheinen ausser den
Pelz’schen Diametern und den Lauermann’schen Kreisen
keine anderen Degenerirungscurven des Normalen-
problems'—so sollen fernerhin die einzelne Curven bildenden
geometrischen Orter aller Punkte, fiir die das Normalenproblem
in zwel quadratische zerfillt, genannt werden — studirt worden
zu sein.

Die andere der beiden angezogenen Fragen bezweckt die
Verallgemeinerung, Ubertragung des Normalenproblems von
einem Einzeln-Kegelschnitt auf ein Kegelschnittsystem, Biischel,
auf eine reine oder gemischte Schaar.

Im Hinblick auf die Thatsache, dass sich das Normalen-
problem fiir einen beliebigen Punkt und Kegelschnitt
zurtickfiihren ldsst auf die Aufsuchung der gemeinschaftlichen
Punkte oder Tangenten zweier Kegelschnitte, von denen im
Allgemeinen nur einer in einen Kreis {ibergehen kann, soll
die zweite Frage folgendermassen gefasst werden:

»Kann e in(vom Kreise verschiedener) Kegelschnitt auf-
gestellt werden, dessen Verzeichnung es ermoglicht, mittelst
Zirkel und Linealvon einem bestimmten Punkte der Ebene
eines Kegelschnittsystems auf jeden Einzeln-Kegel-
schnitt desselben das Normalenquadrupel zu féllen?«

Einen wenn auch bescheidenen Beitrag zur Beantwortung
beider dieser Fragen soll diese Abhandlung liefern.

Vor Allem soll gezeigt werden, dass »das Normalenproblem
einer Schaar confocaler Kegelschnitte« sich zuriickfiihren lidsst
auf die Verschneidung einer einzigen Hyperbel mit den ein-
zelnen Kreisen eines Kreisbiischels, woraus eine constructive
Losung dieses Normalenproblems resultirt, die keine weitere
Vereinfachung zulésst.

Durch einfache Schliisse gelangen wir ferner zu einem
Paare unicursaler Degenerirungscurven dritter Ordnung fiir
einen Mittelpunktskegelschnitt.

Es sollen an der Hand der Construction die Eigenthiimlich-
keiten dieser Degenerirungscurven hervorgehoben werden, wo-

t Die Eckart’schen Kreise werden hier nicht beriicksichtigt, da fiir deren
Punkte das Normalenproblem in ein Problem ersten und dritten Grades zerfillt.




1250 Ji T esar,

bei geeigneten Orts auf die geometrische Verwandtschaft der-
selben mit der (symmetrischen) »focale a noeud« hingewiesen
werden wird, einer Curve, welche, wie bereits Rollner be-
merkte, mit dem Normalenproblem der Kegelschnitte im
innigen Zusammenhange steht.

N

Wir stellen an die Spitze der Untersuchung folgenden
bekannten Satz:

DiesichineinerGeraden YYnachdem Brechungs-
gesetze des Lichtes brechenden Strahlen eines
Strahlenbilischels F bilden das Normalensystem
eines Mittelpunktskegelschnittes C, dessen Neben-
axe mit YY, dessen ein Brennpunkt mit Fzusammen-
fallt und dessen Haupt-Halbaxe a gleich ist dem
Quotienten aus der Excentricitédt dieses Kegel-
schnittes in den Brechungsexponenten, dessen reci-
proker Werth mit m bezeichnet werden moge.

Versteht man unter o und § den Winkel, welchen der ein-
fallende, bezliglich der gebrochene Strahl mit dem Einfallsloth
einschliesst, so folgt:

sin
sin o
a = 1mec. .2)

Wir folgern hieraus:

»Ist umgekehrt C, ein beliebiger Mittelpunktskegelschnitt,
(4,4, = 2 a seine Haupt-, B,B, = 2b seine Nebenaxe, O der
Mittelpunkt, I7,, F, sein Brennpunktspaar, ¢ seine Excentricitit)
und M ein beliebiger Punkt seiner Ebene, so liesse sich die
Aufgabe: »durch M auf C, das Normalenquadrupel zu
fdllen,« zurlickfihren auf die Aufsuchung der Schnittpunkte
einer Curve €, vierter Ordnung mit der mit BB,
zusammenfallenden Axe YY

Die Curve @, ist der geometrische Ort der Schnittpunkte
ziwveier einander entsprechenden Strahlen zweier Strahlen-
blischel, deren Centra F, (oder F3) und M sind, und die einander
derart zugeordnet werden, dass jedem der beiden Strahlen des
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Biischels F, mit dem Einfallswinkel « jeder der beiden Strahlen
des Biischels M mit dem Brechungswinkel { entspricht, wenn
die Proportion

sina:sinf=a ¢ ..3)
aufrecht bleibt.

Es bildet mithin die Curve @, die Ordnungscurve der
beiden Biischel F;, und M, die mit einander in einer zwei-zwei-
deutigen Verwandtschaft stehen. Es liesse sich leicht nach-
weisen, dass von den vier Schnittpunkten von €, mit Y'Y min-
destens Ein Paar reell ist. Die durch diese Schnittpunkte
gehenden Strahlen des Biischels [ sind die gesuchten
Normalen.

2.

Js-

Das Normalenproblem soll auf eine »Schaar confocaler
Kegelschnitte« ausgedehnt werden.

Jedem Individuum einer solchen Schaar entspricht eine €,,
und die Gesammtheit aller €, bildet ein System von Curven
vierter Ordnung vom Index Eins, da durch jeden von F,
und M verschiedenen Punkt der Ebene laut 1) #2 und ferner
laut 2) a und, weil ¢ constant ist, Eine C, und mit dieser
Eine €, bestimmt ist, die durch diesen Punkt hindurchgeht.

Ein ndheres Eingehen auf die Untersuchung dieses Curven-
systems ist fiir unsere Zwecke {berfliissig, da sich letzteres in
seiner Urgestalt weder fiir eine constructive noch rechnerische
Behandlung unseres Problems geeignet zeigt.

Durch eine einfache Transformation wird es gelingen,
jede €, durch einen Kreis A’ und das Curvensystem G,
durch ein Kreisbiischel (A) mit imaginaren Basispunkten
zu ersetzen. Die Gerade Y'Y, als Trager einer Punktreihe auf-
gefasst, (ibergeht in eine &dusserst leicht zu construirende
Hyperbel $, so dass deren Schnittpunkte mit den einzelnen
Kreisen von (K) die Normalen fiir jeden entsprechenden Kegel-
schnitt der confocalen Kegelschnittschaar bestimmen.

Sei O der Ursprung eines rechtwinkligen Coordinaten-
systems (Fig. 1), dessen X-Axe mit den Haupt-, dessen Y-Axe
mit den Nebenaxen sidmmtlicher Kegelschnitte C, der Schaar
(G,) zusammenfalle. Die durch F, gehende Ordinate und die
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durch M gezogene Abscisse schneiden sich in einem Punkte,
der fortan mitJ bezeichnet werden soll. Lassen wir das
Strahlenbiischel M unverdndert, verschieben aber
das Strahlenbiischel F, derart, dass das Centrum F,
nach J gelange und die einzelnen Strahlen des
Biischels ihre urspriingliche Lage beibehalten, so
soll dieses durch Parallelverschiebung des Biischels F| ent-
standene Biischel J mit dem Bflischel M in dieselbe Verwandt-
schaft treten, wie es bei dem urspriinglichen Biischel F; der
Fall war. — Hiemit bleiben die in §. 1 aufgestellten Rela-
tionen 1), 2), 3) auch hier in Geltung.

Sei P ein Punkt der Ordnungscurve, in der sich zwei ein-
ander entsprechende Strahlen der Biischel J und M schneiden,
werden ferner die Strecken JPund MP mitp, und p,, der Normal-
abstand des Punktes P von JM mit PQ bezeichnet, wahrend
die Winkel o und £ die in §. 1) erorterte Bedeutung beibehalten,
so folgt PQ = g, sin 2 = p, sin B, und hieraus

4)

Der Punkt P bewegt sich mithin auf der Ordnungscurve
derart, dass das Verhiltniss seiner Abstinde von den beiden
festen Punkten J und M den constanten Werth # beibehalt.

Die Ordnungscurve, die durch die Schnitte zweier einander
entsprechenden Strahlen der beiden Bilischel J und M entsteht,
ist somit ein Kreis A, dessen Mittelpunkt auf JM liegt und
JM in zwei Punkten H und G schneidet, welche durch die
Punkte J und M harmonisch getrennt erscheinen.

JG JH a _
}W—G:—FH:m:? .0)

Tragt man von J auf der hindurchgehenden Ordinate nach
beiden Seiten die Strecke JD = JE = a, von M auf der
hindurchgehenden Ordinate aber die Strecke MN = ¢ auf,
so schneiden DN und EN die Gerade JM in dem Punktpaare G
und H, welches einen Durchmesser des gesuchten Ordnungs-
kreises A begrenzt, letzteren somit bestimmt.
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Auf Grundlage der Relation 5) lassen sich alle weiteren
mit K in einem Zusammenhange stehenden Strecken leicht
ausdriicken.

Sei p. der Mittelpunkt, 7 der Radius des Kreises A, a wieder
die Haupt-Halbaxe, ¢ die Excentricitit des Kegelschnittes C,,
seien endlich » und y die Ordinaten von A4, so folgt:

JH = e .6)
17141
JG — (c+x)m 7
m—1 ’
(c4+x)m?® .
S = .8
b m2—1 )
MEH=— €+ 9)
m -+ 1
MG =+ 10)
11 —1
_ e+
pM = PR 1
IY‘]‘; = m? 12)
o (eHx)m )
o %)

Hiemit ist klar, dass und wie sich ein Kegelschnitt C,
durch einen Kreis A ersetzen ldsst.

Lassen wir nun die Brennpunkte als solche und somit ¢
unverdndert und variiren die Haupt-Halbaxe a, so entspricht
jedem a ein Kegelschnitt C,, jedem C, ein Kreis K. Der

Gesammtheit aller ¢, — »der Schaar (C,) confocaler
Kegelschnitte« — entspricht die Gesammtheit der
Kreise ' — »das Kreisbiischel (K)« mit imagindren

Basispunkten, mit J und M als Grenzpunkten oder
Nullkreisen, mit der die Strecke JM in o normal
halbirenden Radicalaxe RR und mit dem iiber dem
Durchmesser JM beschriebenen Orthogonalkreise.
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Der Zusammenhang zwischen den einzelnen einander ent-
sprechenden C, und K wird aus der Figur 1) (in welcher wir
nur JD = JE —= a zu variiren haben) und aus den Formeln
6). 13) ersichtlich.

Vor Allem ist klar, dass die Radicalaxe RR die Kreise
des Bilischels (A) in zwei Gruppen scheidet, von denen die
eine, a>c¢ angenommen, alle Kreise umfasst, die den sammt-
lichen Ellipsen der Schaar (C,) entsprechen. Diese Kreise
liegen mit M auf derselben Seite der Radicalaxe und enthalten,
a = oo vorausgesetzt, den Nullkreis ./ als einen Grenzfall,
dem als specieller Fall der Ellipse ein Kreis mit dem Radius
»unendlich« und dem Centrum O entspricht.

Nimmt a ab, so wichst 7, bis es fiir @ = ¢ den Werth
unendlich erreicht. — Fiir diesen Grenzfall Gbergeht C, in die
von den beiden Brennpunkten F, und F, begrenzte, endliche
oder unendliche Strecke, die im ersten Falle als Specialitat
einer Ellipse, im anderen FFalle als Specialitdt einer Hyperbel
aufzufassen ist und somit den Ubergang von der Ellipsen-
zur Hyperbelgruppe vermittelt.

Diesem Grenzfall entspricht in dem Kreisbiischel (&) die
Radicalaxe als Kreis A vom Radius »unendlich« in Verbindung
mit der unendlich fernen Geraden Go.

Nimmt a noch weiter ab, a<<c, so springt der Mittelpunkt u.
des entsprechenden Kreises auf die andere Seite von RR. —
Wir gelangen zu jener Kreisgruppe im Biischel (&), die den
»sammtlichen Hyperbeln der Schaar (C,)« entsprechen
und mit J und F| auf derselben Seite von RR liegen.

Mit a, der reellen Halbaxe der Hyperbel, nimmt » ab, n.ndhert
sich J, bis endlich flir @ = o der Kegelschnitt C, in die als Specia-
litat einer Hyperbel anzusehende, zweifach zu nehmende Gerade
Y'Y und der entsprechende Kreis A" in den Nullkreis J {ibergeht.

Hiemit ist die Kette, die einerseits die reellen Kegelschnitte
der Schaar ((,), anderseits die entsprechenden Kreise des
Biischels (K) unter einander bilden, beiderseits geschlossen.

S. 3.

Es ist am Schlusse des §. 1 darauf hingewiesen worden,
dass die vier Schnittpunkte der Curve €, mit der Geraden Y'Y
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jene vier Strahlen des Strahlenbiischels M bestimmen, welche
die durch M auf C, gefallten Normalen repriasentiren. Nachdem
wir jede Curve @, durch einen Kreis K des Biischels (K) ersetzt
haben, erlibrigt uns noch, das Transformationsgebilde der
Geraden Y'Y, die als Trédger einer mit den beiden Strahlen-
biischeln , und M perspectivisch gelegenen Punktreihe
anzusehen ist, zu untersuchen.

Diese beiden Strahlenbiischel #, und M haben YY zur
Ordnungslinie, sie stehen zu einander in einer ein-eindeutigen
Verwandtschaft, sie haben mit den in §.1) und 2) besprochenen
Strahlenbiischeln ¥, und M nur die Mittelpunkte F, und M
gemein, sie sollen daher, um Verwechslungen zu vermeiden,
vorlaufig mit §, und IR bezeichnet werden.

Bleibe das Strahlenbiischel I unverdndert und
werde das Strahlenbilischel § parallel zu sich selbst
derart verschoben, dass sein Mittelpunkt wieder
nach J zu liegen kommt und dieses so verschobene
Biischel §, mit § bezeichnet, so sind die Biischel M und § zu
einander projectivisch. Um zu einem Strahle von It den zu-
geordneten Strahl von § zu finden, hat man den ersteren mit
YY" zu schneiden, den Schrittpunkt mit ¥, zu verbinden und
durch J den zu dieser Verbindungsgeraden parallelen Strahl
von §§ zu verzeichnen.

Das Erzeugniss der projectivischen Strahlen-
bischel M und § (Fig. 1), d. i. die Gesammtheit aller Schnitt-
punkte von je einem Paare einander entsprechender Strahlen
beider Biischel, bildet eine Hyperbel $, die durch J und M
hindurchgeht, Y, die Nebenaxe der confocalen Kegelschnitt-
schaar ((;,) zur Asymptote hat.

Die Richtung der anderen Asymptote bestimmt der Strahl
F\ AL Ist MJ eine Diagonale eines Parallelogrammes MF,J T,
dessen Seiten paarweise parallel sind zu je einer der beiden
Asymptoten, so liegt der Mittelpunkt C der Hyperbel § auf der
anderen Diagonale F} 11, somit im Schnittpunkt derselben mit
der Asymptote Y'Y — Die durch C zu MF, gezogene Parallele,
welche FY in 7, XX in L schneidet, ist somit die andere
Asymptote von §. — Sei S der Schnittpunkt von F, M mit Y'Y,
so folgt aus der Ahnlichkeit und Lage der Parallelogramme
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F,TCS und F,JWAJ[ der Parallelismus und die Gleichheit der
Strecken ST und OF, = c und F,L. Es ist

FIL=c )

. 14)
OL = 2(:)

wodurch L und die durch L parallel zu F|J{ zu ziehende
zweite Asymptote bestimmt ist.

Nebenbei sei hingewiesen, dass der durch den Brenn-
punkt F, gehende Strahl des Strahlenbiischels It die im §. 2
erdrterte Radicalaxe RR in einem Punkte V der Hyperbel §
schneidet. Die Construction weiterer Punkte und Tangenten
von Y, namentlich der durch J und .M hindurchgehenden, ist
selbstverstdndlich.

Der Gesammtheit aller Punkte 13/ der Ebene der
Kegelschnittschaar entspricht ein hyperbolisches
Netz, allen aufeinem und demselben durch F| oder £,
gehenden Leitstrahl gelegenen Punkten entspricht
ein Biischel concentrischer, dhnlicher und dahnlich
liegender Hyperbeln.

Fiir alle Punkte 1/ der Hauptaxe {ibergeht die Hyperbel
in die beiden Axen XX und Y'Y, — fir alle Punkte 1 der
Nebenaxe in zwei Gerade, wovon die eine mit Y'Y zusammen -
fallt, die andere durch L parallel zu FM geht. Nur wenn ./
auf einer der beiden Axen XX und Y'Y der confocalen Kegel-
schnittschaar liegt, degenerirt § in zwei Gerade, wovon die eine
mit Y'Y zusammenfillt, die andere durch L parallel zum I.eit-
strahl F,.M hindurchgeht.

<

+.

Ubergehen wir nun zurendgiltigen Lésung des
Normalenproblems einer durch ihr Brennpunktspaar
charakterisirten »confocalen Kegelschnittschaar(C,)«
in Bezug aufeinen gegebenen Punkt M. (Fig. 1.)

Ersetzen wir auf die in §. 2 erdrterte Weise die Schaar (C,)
durch das Kreisbiischel (X), und verzeichnen fiir den Punkt .}/
die Hyperbel §, so wird jeder Kreis A des Biischels (K) § in
vier Punkten schneiden, von denen wenigstens Ein Paar



Normalenprobleni. 1257

reell sein muss. Dies folgt daraus, weil die Grenzpunkte des
Biischels (X), J und M, zugleich Punkte von § sind und durch
die Schnittpunkte G und H eines jeden der Kreise von (K) mit
der Geraden JM harmonisch getrennt erscheinen, infolge dessen
immer einer der Punkte G und H inner- oder ausserhalb der
Hyperbel § liegen muss, so dass jeder ber dem Durch-
messer GH beschriebene Kreis K die Hyperbel § wenigstens in
Einem Paar reeller Punkte schneidet. Das andere Paar von
Schnittpunkten kann reell, zusammenfallend oder imaginér sein.

Jeder durch einen solchen Schnittpunkt gehende
Strahl des Strahlenbiischels M ist eine Normale 1 auf
dem dem K in der Schaar (C,) entsprechenden Kegel-
schnitte C,.

Ohne dass es néthig wire, den Kegelschnitt C, zu zeichnen,
findet man den Fusspunkt ® der Normale 1 folgendermassen:
Man verldngert die durch den Schnittpunkt 1 von § und X
gehende Normale M1 oder 7, bis sie Y'Y in I schneidet, ver-
bindet 7 mit F|, errichtet in #, zu [F, das Perpendikel, welches
YYin I’ trifft. — Wird durch I’ auf n die Senkrechte gefilit,
so ist selbe eine Tangente an C, und ihr Fusspunkt & deren
Beriihrungspunkt, zugleich der Fusspunkt der Normalen .

Wir ersehen, dass durch jeden Punkt M auf jeden Kegel-
schnitt C, 4 Normalen, von denen wenigstens Ein Paar
reell ist, gefillt werden konnen. Wird K von $ beriihrt, so
ergibt sich eine Doppelnormale, welche entweder das
Paarreeller Normalen ersetzt oder zu dem Paare der-
selben hinzukommt. Ersteres tritt ein,wenn K in die Null-
kreise M oder J Ubergeht, letzteres, wenn K einen
Hyperbelastin zwei Punkten schneidet, den anderen
beriihrt.

Fur A/ als Nullkreis wird die in M an § errichtete Tan-
gente, welche, wie aus dem Bildungsgesetze von § ersichtlich,
durch O hindurchgeht, — die Doppelnormale, — der ent-
sprechende Kegelschnitt ist der aus O als Centrum mit dem
Radius »unendlich« beschriebene Kreis. — Fiir J als Nullkreis
wird die Doppelnormale MJ, der entsprechende Kegelschnitt
ist die als Specialitit einer Hyperbel anzusehende zweifach zu
nehmende Gerade YY
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Ubergeht K in die Radicalaxe RR und Geo, — C, somit in
die von F, und F, begrenzte endliche oder unendliche Strecke,
so sind zwei der durch M gehenden Normalen parallel zu je
einer der Asymptoten, also die eine durch ¥, hindurchgehend,
die andere MZ normal zu XX. — Die beiden anderen Normalen
verbinden M mit den Schnittpunkten von § mit RR, davon geht
die eine MV durch den Punkt F,, wihrend die andere mit MZ
zusammenfillt, so dass MZ als Doppelnormale auftritt.

Die Zeichnung einer einzigen Hyperbel $ langt
hin, um das Normalenproblem einer confocalen
Kegelschnittschaar in Bezug auf einen Punkt M
graphisch zu losen. — Erwigen wir aber, dass, wie am
Schlusse des §. 3 erwdhnt wurde, allen auf einem und dem-
selben Leitstrahl (der durch einen der Brennpunkte geht)
gelegenen Punkten M ein Biischel concentrischer, dhnlicher
und dhnlich liegender Hyperbeln entspricht, so ist leicht ein-
zusehen, wie durch eine entsprechende Vergrosserung oder
Verkleinerung des Kreisbiischels (A) dieselbe Hyperbel §
zur Losung des Normalenproblems fiir alle auf dem-
selben Leitstrahl F,M oder F,M gelegenen Punkte
verwendet werden kdnnte.

Dadurch erscheint der erste Theil unserer Aufgabe erledigt.

3.2

Es wurde am Schlusse des §. 3 nachgewiesen, dass fiir
alle Punkte M der beiden Axen XX und YY der Kegel-
schnittschaar (C,) die Hyperbel $ in zwei Gerade, das
Normalenproblem somit in zwei quadratische Probleme dege-
nerirt. Eingangs wurde auf die Pelz’schen Diameter und die
Lauermann’schen Kreise hingewiesen, fiir deren Punkte das-
selbe eintritt. Auf Grundilage des Behandelten soll die
Existenz zweier anderen Degenerirungs-Curven
dritter Ordnung nachgewiesen, ihre Gleichung aufgestellt,
ihre Construction gelehrt werden.

Es ist einleuchtend, dass das Normalenproblem mittelst
Zirkel und Lineal durchgefiihrt werden kann — also in zwei
quadratische Probleme zerfdllt — wenn der Mittel-
punkt u des den Kegelschnitt C, stellvertretenden
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Kreises K aufeiner der beiden Axen der Hyperbel §,
d. h. auf einer der beiden Winkelhalbirenden der
beiden Asymptoten der letzteren liegt.

Wir haben zu untersuchen, unter welchen Bedingungen
dieser Fall eintritt. Die Einkleidung dieser Bedingungen in
einen mathematischen Ausdruck fiihrt uns zur Gleichung der
gesuchten Degenerirungscurve.

Zur Erklarung mogen die Fig. 24 und 24 dienen, in denen
die analogen Punkte gleich bezeichnet werden sollen.

In Fig. 2a liege p auf der Winkelhalbirenden des
stumpfen, in Fig. 2& auf jener des spitzen Winkels, den
die Asymptoten Y'Y und LC einschliessen.

Sind X und Y die Ordinatenaxen, x und ¥ die Ordinaten
von M, U und V die Projectionen von M auf XX und Y, ist
W~ der Schnittpunkt von MJ mit der Asymptote LC, und be-
halten die anderen Buchstaben die urspriingliche Bedeutung,
so sollen, um Wiederholungen zu vermeiden, beide Fille, wie
sie in Fig. 2a und Fig. 25 getrennt angedeutet sind, gemeinsam
behandelt und etwaige Verschiedenheiten im Laufe der Rech-
nung durch ein doppeltes Vorzeichen (von welchen sich das
obere auf Fig. 24, das untere auf Fig. 25 beziehen soll), aus-
einander gehalten werden.

Wegen des Parallelismus der Geraden F{M und LC ist
MW =¢, VW = c¢—=x. Im Dreieck VCW wird der Aussen-,
beziiglich der Innenwinkel C durch die Winkelhalbirende Cp
halbirt, welche VW, bezlglich deren Verlingerung in w
schneidet. Hieraus und aus der Ahnlichkeit der Dreiecke VCW
und UMF, folgt:

bV wW=VC:WC=UM FM=-=4y \/y'+(C+x*

bV @IWFpV) =y (VIP+c+2)'—y)

Da die absolute Strecke pW Z= nV gleich ist VW = ¢—u,
so folgt

PV: 4 ‘j./(L——ﬂf)—_»
TNV a)t —y

Sitgb. d. mathem.-naturw. CL.; CI. Bd., Abth. Il.a. 84
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Nun ist

M= e (Ve MV = [ 2 )

e W/
y(c—x)

pM = S M S —x
N

und hieraus:

_ V2o 2
UM_cy v\/y +(c+x)
V(e 2)—y

Wir ersehen, dass die beiden in Fig. 24 und 25 getrennt
behandelten Félle denselben Ausdruck 14) liefern.

Beachten wir ferner, dass u. der Mittelpunkt eines einem
Kreisbiischel mit den Grenzpunkten M und J gehdrigen
Kreises K sein miisse, dass somit flir pM der Ausdruck 11) in

14)

. e = a .
§. 2 gilt, in welchen fiir # die Identitdt 3) m —= - eingefiihrt
werden soll, so dass

c4+x c?
WM = — - = ~(c+x 11/
l z g (e+)

wird.

Durch Gleichsetzung der rechtsseitigen Werthe von 11/)
und 14) gelangen wir schliesslich zur Gleichung der
gesuchten Degenerirungscurve.

Es ist
cy—=x \/yz—i—(c—t—x’)2 c?
o ty  at—c? (e+2),
Vi +(e+1)*—y
woraus nach einer einfachen Umformung
32

yz:(c—i-v)(a x+c?)* 15)

C—X (a-l -I)
die gesuchte Gleichung der Degenerirungscurve

folgt.

Wir ersehen vor Allem, dass diese Degenerirungscurve eine
in Bezug auf die X-Axe symmetrische Unicursalcurve
dritter Ordnung mit dem auf der X-Axe liegenden,
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C:}
vom Mittelpunkte O um den Abstand OA = — ent-
fernten Doppelpunkte A ist, welche einerseits in F,
von einer zur XX-Axe normalen Tangente beriihrt
und begrenzt wird, zwischen dieser Tangente und A
eine Schleife bildend, wdhrend sie anderseits der in
F, zur XX-Axe errichteten Normale asymptotisch
zueilt, im unendlich fernen Punkte dieser Normalen
und Asymptote einen Flexionspunkt mit dieser
Asymptote als Flexionstangente bildend.
Wird F, mit F, vertauscht, so erhdlt man eine
zweite zu der ersteren in Bezug auf die YY-Axe
symmetrische Degenerirungscurve, deren Gleichung

(c—m)(c —a’r)®
ca-x (a“‘ 4)
lautet.
Beide Degenerirungscurven lassen sich somit durch die
Doppelgleichung ausdriicken:

2_<cix> (A= atx)? 15
Y =\ (a*—c") >)

Wegen der Symmetrie beider Degenerirungscurven svird
es hinreichen, nur Eine von beiden einer eingehenden Unter-
suchung zu unterziehen.

S. 6.
o) Die Degenerirungscurve der Ellipse.

In diesem Falle ist (wegen a>c¢) a*—c* = b*d*positiv, bdie
kleine Axe, d die Hypotenuse eines tiber den Katheten a und ¢
errichteten rechtwinkligen Dreieckes. In

lc+x agx+c3>
V= 4= — Q—
\/c—x bd

die Ordinate 7 einer der Hilfsgeraden @® mit der Gleichung

§= & (:“_2”; Cﬂ.) 16)

84%
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emgefiihrt, gibt

c+x (c-%—a,) \/2—x*
_j/ = ‘q ‘ X

7 — 17)

c—% \/ o c—%

Sei ferner « ein Hilfswinkel, bestimmt durch

tga—\/zi’: 18)

Y= E"ntgo, 19)

so Ubergeht 15) in

aus welcher Gleichung eine geeignete Construction der
Degenerirungscurve folgt.

In Fig. 3 ist 4,4, die grosse, B, B, die Nebenaxe; Uber
der vom Brennpunktspaar F|F, begrenzten Strecke als Durch-
messer ist ein Kreis beschrieben. Eine oder beide der Hilfs-

geraden @®, welche die X-Axe in A treffen und mit derselben
: at . . .
den Winkel » = Arc tg b einschliessen, werden verzeichnet.

(In Fig. 3 ist F /€Y Y'Y, CA|UAY, ferner
63iB,4, OL= 0f = d, §®_1 L3).

Die Curve breitet sich nur innerhalb des von den
Ordinaten in den beiden Brennpunkten begrenzten Flichen-
streifens aus. Nehme man nun eine Ordinate an, die die X-Axe
in p, den Kreis in P, eine der beiden &® in = trifft, — so ist
Op ==z, mp =7qund < NFf —a, — wo NF, die in F, er-
richtete Ordinate bedeutet.

Wird durch = eine Parallele zur X-Axe gezogen, so ist das
von F{N in g und von FB in & begrenzte Stack dieser
Parallelen gleich y, welches somit, von p aus auf der hindurch-
gehenden Ordinate nach beiden Seiten aufgetragen, die Curven-
punkte P, und P, gibt, wodurch ein Entstehungsgesetz
unserer Degenerirungscurve gegeben ist.

Ein anderes Entstehungsgesetz und eine andere
Construction ergeben sich aus der bereits eingangs hervor-
gehobenen Verwandtschaft der Degenerirungscurve mit der
Queteletischen »focale a noeud«. Bekanntlich entsteht
letztere durch Verbindung der Punkte, welche sich als Schnitte
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aller einander in einem und demselben Punkte beriihrenden,
ein Biischel bildenden Kreise mit ihren durch einen Fixpunkt
gehenden Diametern ergeben. Sei (Fig. 4) F, dieser Fixpunkt,
O der gemeinsame Bertthrungspunkt, XX die gemeinsame
Bertihrungstangente aller Kreise, w der Mittelpunkt eines der-
selben, ¥, und £, die auf demselben liegenden Punkte der
»Focale«, y und « ihre laufenden Coordinaten.
Die Gleichung der »Focale« ist dann

y = == [e+x x. .20)
c—=x

Die Werthe aus 20) und 16) in 15) eingesetzt, geben die
fiir eine Construction unserer Degenerirungscurve wichtige
Proportion:

Yy y=mn x 21

Ist B, ein Punkt der Focale, schneidet seine Ordinate die
X-Axe in p, die B in %, wird auf XX ein Punkt =, verzeichnet,
so dass pw, = p= = 7 wird, so schneidet die durch =, zur O,
gezogene Parallele = P, die Ordinate in p in einem Punkte B,
der Degenerirungscurve.

Aus 15) folgt

dy a(ct—x*) +c(a’r+c?)

= ==
dy 7 bd(c—x) \/ P

3
. .. 2T : .
und speciell fiir r = E die Richtungsconstanten der beiden

im Doppelpunkte A errichteten (in Fig. 4 weggelassenen) Tan-
genten AT, AT,, welche mit der X-Axe den Winkel 7 ein-
schliessen:

a® ) a?
tor — 4+ | —— | = 4~ .22/
g1 —<a2+cz = 2 )

Wir erhalten {brigens dieselben Werthe unmittelbar,
wenn wir (Fig. §), wie es in Fig. 3 gezeigt wurde, einen
Punkt P der Degenerirungscurve bestimmen, indem wir einem
¥ = Op das entsprechende y = q&) zuordnen.

Wird x um ein unendlich Kleines dx = pp’ vergréssert, so
wird = nach %/, P nach P’ verschoben, der Strahl FP um den
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Winkel dz = PF, P’ gedreht, so dass also der Centriwinkel POP,
gleich 2do, der Bogen PP, = 2cdo, dx = PP, sin 24 wird.
Somit ist
ix:chin‘Z-oz:éIsina.cosa.. .23)
do. ’
Dabei{ibergehty =g iny+dy = ¢/, so dass dy =R =
= (R + R wird. Wir ersehen hieraus, dass dy aus zwei
Summanten besteht, deren erster NP = OO den Einfluss
der Horizontalverschiebung des Punktes = nach =", —
deren zweiter R'D/ den Einfluss der Verticalverschiebung
des Punktes " nach =’ darstellt. Es ist, Qf als das aus F, als
Centrum mit dem Radius F,, = 7 sec « beschriebene Bogen-
element vorausgesetzt, — O/ — 1 sec a.do, —

atva-c?\ do
RR' = DL/ = DR sec 2 = 7 sec? do = (_1*> B XY
\ bd Ccos*
Aus dem Dreieck R/Q/D/ folgt:
2
RO = WL tg o = dy tg 2 = Z_Z tg o dx,
y
at -
RO = 5 itq 2.2csin24.ds = 4 b—dsin‘ o.da. .25)
und hieraus:
dy 1y (a*r=4c%) o 9 | :
- — N 2 2 [ of
w T bd | eosts +a*c sin d .26)
Es wird
()
dy  \dxz! _ (aPx+c*)+4a*csin® a2 costa
dy (dm) o 4bed sin 2. cos® o,
dn.
e ==y

Wird hierin laut 18) tg 2 = \ , somit sin 2 = \/ —_

coso— \/—9— eingesetzt, so lesultut unmittelbar die Glel—
2¢

chung 22).
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In Fig. 6 ergibt sich durch analoge Schlisse eine Con-
struction des Tangentenpaares im Doppelpunkte A. Wird da-
selbst die Ordinate errichtet, die in E den Uiber F, F, verzeichneten
Kreis schneidet, wird durch E die zur X-Axe Parallele
gezogen, welche ®® in J schneidet, durch J die Ordinate Ji
verzeichnet, und auf J7 von deren Fusspunkte 7 aus beiderseits
die Strecke iK, = iK, — F|A aufgetragen, so sind AT, und A7,
die durch K|, K, gehenden gesuchten Doppelpunktstangenten.
Uber den Verlauf und die Form der Degenerirungscurve gibt
Fig. 6 Aufschluss.

. Die Degenerirungscurve der Hyperbel (Fig. 7).

Wegen ¢>a, soll die Gleichung 13) auf die Form

x+c Faady [x+c (a%x+cP) )
P \/ e =\ %))
xr—cC \/c*—a“ r—cC bd

gebracht werden, worin & und 4 die imaginidre Axe und die
Hypotenuse eines liber den Katheten a und ¢ errichteten recht-
winkligen Dreiecks bedeuten.

Flihren wir, wie bei der Ellipse, eine Hilfsgerade &® mit
der Gleichung

\

. <@+C3)
== \Thd

ein, so Uibergeht 23) in
,
[X+C
— .24y
Y= \/ PP
Durch Differentiation oder eine unmittelbare, dem Falle «)

analoge Untersuchung erhalten wir

dy at (vt —c*—c(atx+c¥)
dv~ —  bd(x—c) V/I2:62 '

.25)

Wir ersehen,dass x* numerisch grosser als ¢ sein misse,
dass somit die Curve sich nur ausserhalb des von den
Ordinaten in den beiden Brennpunkten begrenzten Flachen-
streifens ins Unendliche ausbreiten kdnne.
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Sowohl & als auch die Degenerirungscurve schneiden
3
die X-Axe im Doppelpunkte A, OA = —-;—2, numerisch grosser

als ¢. (In Fig. 7 wurde OU nach B verldngert, daselbst zu OB
das Perpendikel BA verzeichnet, hiemit A bestimmt. — Ferner
wurde OB, = OA4, = a gemacht, durch §, parallel zu B, 4, die
Gerade 9,6 gezogen, OD —= OF = d und die eine der
Geraden @® normal zu DE verzeichnet.)

Zwischen F, und A bildet die Curve eine Schleife. Die
Richtungsconstanten der beiden Doppelpunktstangenten sind

2
laut 25) gleich 4= Z—Z (In Fig. 7 wurde BE parallel zu D4, und

normal zu DE die eine der beiden Doppelpunktstangenten A7,
errichtet.) — Uber A hinaus verzweigt sich die Curve ins Un-
endliche, daselbst zwei Asymptoten beriihrend, ¥¥
und 99, welche mit dem Paar der Hilfsgeraden @@ parallel

sind und die X-Axe im Punkte ® schneiden, der durch den
2 72

Abstand Ob = — c’d

aZ

oder noch einfacher durch den Ab-

stand A® — — ¢ gegeben ist. — Im weiteren Verlaufe erscheint
die Curve auf der anderen Seite der Asymptoten ¥¥ und 99 und
ndhert sich asymptotisch der in F, errichteten Ordinate 88, die
als dritte Asymptote und als Flexionstangente mit dem
im Unendlichen liegenden Flexionspunkte aulftritt.

Die Degenerirungscurve besteht somit aus drei
unendlichen durch drei Asymptoten zusammen-
hiangenden Asten.

In Fig. 7 schneidet eine der Abscisse v gehorige Ordinate
XX in p, eine der beiden &® in P. Wird von p an den lber
dem Durchmesser F\F, beschriebenen Kreis eine Tangente
mit dem Berlihrungspunkt & gezogen, auf X von p aus die
Strecke pQ = p = \/cz—,v2 aufgetragen, und durch Q zu
E, % die Parallele QP, gezogen, so bestimmt deren Schnittpunkt
P, mit der Ordinate in p einen Punkt der Degenerirungscurve.
Statt dessen kann auch durch F| zu Q% die Parallele F, P, ver-
zeichnet werden, die ebenfalls P, bestimmt.

Der Verlauf der Degenerirungscurve ist aus Fig. 7 er-
sichtlich.
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. Die Degenerirungscurve der Parabel. (Fig. 8.)

Lassen wir die Ellipse (oder Hyperbel) in die Parabel iiber-
gehen, so libergeht die Degenerirungscurve der ersteren in jene
der letzteren.

Gehen wir von der Ellipse aus, lassen die X-Axe unver-
andert, verschieben aber den Ursprung des recht-
winklig bleibenden Coordinatensystems nach F,, so
hat man in 15) x durch ¥ — ¢ zu ersetzen. Wird zugleich
a = c—+-—227— eingefiihrt, worin p somit die doppelte Strecke 4, F,
bedeutet, so tibergeht 15) in

ot loe 2]
L xKl—%—ZC).x 1+4Cp

Y= 2 3 5
¥ 3p p p )

— 2o . :

(2 c><p+ 2¢ +202+160=‘

Beim Ubergang zur Parabel wird ¢ unendlich, p {ibergeht
in den Parameter der Parabel und fiir ein rechtwinkliges
Coordinatensystem, dessen X-Axe mit der Parabelaxe
zusammenfillt (deren Sinn dadurch bestimmt erscheint, dass
sich der Parabelscheitel A auf der negativen Seite befindet), und
dessen Y-Axe durch den Parabelbrennpunkt F geht, erhalten
wit als Gleichung unserer Curve:

. ¥r—p)?
Y= ————4]7 .26)
dy 1
= = — (Bx—p). .27

Die Curve (Fig. 8) erstreckt sich von F aus, die in F er-
richtete Ordinate beriihrend, symmetrisch zur X-Axe nach der
vom Scheitel A abgewandten Seite ins Unendliche, in A
(FA = p) einen Doppelpunkt mit den Doppelpunktstangenten
AT, und A7, bildend, welche mit XX die Winkel 7y = Arc tg
(== 0-5) einschliessen.
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Die Gleichung einer dieser beiden Doppeltangenten ist

i __,1’—])
q_‘ 2 )

.28)

welche behufs der Construction der Curve zugleich als Hilfs-
gerade ®® aufzufassen ist, so dass 26) die Form

I
y == 1 \/% .28)

annimmt.

Hieraus resultirt in Fig. 8 die daselbst durchgefiihrte Con-
struction zur Bestimmung der Punkte 7, und 7,, deren Ordinaten
y gleich £ sind. Daselbst bedeutet D die Directrix, A den
Scheitel, I den Brennpunkt der Parabel.

Sowohl die Construction als auch der Verlauf der
Degenerirungscurve ist aus Fig. 8 ersichtlich.
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