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Über die Temperaturfunetion der Zustands» 
gleiehung’ der Gase

Dr. G u stav  J ä g e r .

In seiner A bhandlung »Über das Verhalten der K ohlen­
säure in B e z u g  auf  Druck, Volum en und T e m p e ratu r« 1 sagt 
C l a u s i u s  über die Gründe, w essh a lb  das Verhalten der G ase  
dem M a r i  o t t e-  G a y  - L u s  s a c ’schen Gesetze nicht vollkommen 
entspricht, Fo lgen des:  »Für den vollkommenen G aszustand ist 
anzunehmen, dass  jede zwei Moleküle, welche zusammenfliegen 
sich nach dem Zusam m enstosse  w ieder trennen. W enn das 
G as dagegen zur F lüss igke it  condensirt ist, so findet ein ganz 
anderes Verhalten statt, nämlich dass die Moleküle im A ll­
gemeinen durch ihre gegenseitige A nziehung zusam m engehalten 
w erden und nur ausnahm sw eise , bei besonders günstigem  
Zusam mentreffen der B ew egu n gsph asen , einzelne M oleküle sich 
von der übrigen M asse  trennen. Z w isch en  diesen beiden extremen 
Zuständen kann man sich nun wohl einen Zw ischenzustand 
von der Art denken, dass zw ar der Regel nach die Moleküle 
sich nach dem Zu sam m enstosse  w ieder trennen, dass  es aber 
doch zuweilen vorkommt, dass  zwei Moleküle nach dem Z u ­
sammentreffen sich nicht w ieder trennen, sondern nur gegen 
einander oscilliren, wrährend sie die fortschreitende B e w e g u n g  
gem einsam  ausführen, bis etwa durch die bei weiteren Zu- 
sam m enstössen  eintretende V eränderung der B e w e g u n g  die 
T ren n u ng  wieder veranlasst wird. Die Anzahl solcher zusam m en­
haftenden Molekülpaare würde dann um so grösser werden, 
je  niedriger die Tem peratur und je  geringer daher die mittlere

Wied. Ann. IX, S. 337 ff.
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lebendige Kraft der B e w e g u n g  würde, und es könnten bei 
weiterem Sinken der Tem peratur auch Fälle  hinzukommen, wo 
nicht bloss zwei, sondern mehrere Moleküle zusammenhafteten 
und als M olekülgruppen die fortschreitende B e w e g u n g  gem ein­
sam  machten.«

»Wenn ein solches Verhalten einträte, so w ürde dadurch 

die mittlere Stärke der gegenseitigen A n ziehun g der Moleküle 
w achsen , indem die vereinigt bleibenden M oleküle sich natür­
lich w e ge n  der grösseren N ähe auch stärker anzögen, und d e m ­
g e m ä s s  d ü r f t e  m a n  d i e  G r ö s s e ,  w e i c h e i n  d e r  F o r m e l  
d i e  g e g e n s e i t i g e A n z i e h u n g  d e r  M o l e k ü l e  r e p r ä s e n t i r t ,  
n i c h t  a l s  v o n  d e r  T e m p e r a t u r  u n a b h ä n g i g  b e t r a c h t e n ,  
s o n d e r n  m ü s s t e  a n n e h m e n ,  d a s s  s i e  mi t  s i n k e n d e r  
T e m p e r a t u r  g r ö s s e r  w ü r d e « .

Ist diese von C l a u s i u s  geäusserte  Ansicht richtig, so muss 
sich die Zustandsgle ichung derG ase  ohneweiters aus der Theorie 
der Dissociation, bezüglich Association, herleiten lassen.

E in  dahin gehender Versuch wurde in jüngster Zeit von 
A. L e r a y 1 in seiner Abhandlung »Memoire sur la theorie 
cinetique des gaz« gemacht. Derselbe zeigt, dass man mit B erü ck­
sichtigung des Eigenvolum ens und der G eschw indigkeits­
änderung der Molekeln beim Zusam m enstoss  zur Gleichung:

gelangt, wobei p  den Druck, v  das Volumen, T  die absolute 
Temperatur, N  die Zahl der Molekeln des G ases  bedeutet, a  und 
i  sind Constanten. Ohne sich nun auf eine Theorie der Dis­
sociation einzulassen, weist  L e r a y  lediglich nach, dass man 
aus obiger Gleichung die v a n  d e r  W a a l s ’sche Zustan d s­
g le ichung erhält, wenn man

(1)

N —  N 0  (1 — e p )  

setzt, hingegen ergibt sich die von C l a u s i u s  aus

Ann. chim. phys. (6) XXV, S. 89 ff.

f
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Zustandsgleichung der Gase. 1677

Unter iV„ ist die Zahl der Molekeln für einen gew issen  
Anfangszustand, bei welchem p  —  o  ist, und unter e  eine Con­
stante zu verstehen.

M. S a r r a u 1 schreibt die Zustandsgleichung

wobei R ,  b ,  k ,  s, c , Constanten sind. L e r a y  gelangt zur selben 
Gleichung, wenn er in G leichung (1)

annimmt. Unter den drei Gleichungen für N  ist jedoch keine, 
welche auch nur angenähert den Erscheinungen der Dissociation 
entsprechen würde. L e r a y  begründet daher die Z u stan d s­
gleichung der G ase  nicht weiter, als es schon durch C l a u s i u s  
und v a n  d e r  W a a l s  geschehen ist, so dass ihre Form zum 
Theile wie bisher eine rein empirische bleibt.

A ufgabe des Folgenden soll es nun sein, unmittelbar von 
derTheorie  derDissociation ausgehend, die allgemeine Zu stan d s­
gleichung der G ase  zu finden. Und zw ar soll uns vorzüglich 
die Rolle der Temperatur interessiren, da die Bez iehung zwischen 
Druck und Volum en bei constanter Tem peratur durch die 
Gleichung von C l a u s i u s

als den Thatsach en  vollkommen entsprechend dargestellt wird. 
Die Constante c v  sowie die Temperaturfunction »> ermangeln 
jedoch  einer genügenden theoretischen Begründung.

Die verschiedenen Theorien der Dissociation der Gase, 
w ie sie von  v a n  d e r  W a a l s ,  2 B o l t z m a n n , 3 L. N a t a n s o n 4
u. a. gegeben worden sind, gelangen zur Gleichung

Compt. rend. 1890.
Be ib l. IV , S. 752.

3 W ie d . A nn . X X I I ,  S. 55.
W ie d . Ann. X X X V I I I ,  S. 294.

Sitzb . d. m a t l i em .-n a tun v .  CI.; CI. Bd., Abth . II. a. 1 1 2

R T

e p

R T

P  —
v — b  ( v  +  Cy)2 ( 2 )
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Dabei ist N t die Zahl der nicht dissociirten Molekeln, welche 
in der Masseneinheit des G a ses  enthalten sind, iV2 ist die Zahl 
der dissociirten Molekeln im nicht dissociirten Zustande. 
»Zerlegt sich also bei der Dissociation jede Molekel in zwei 
neue, und nur diesen Fall  wollen wir untersuchen, so ist die 
Gesammtzahl der in der M asseneinheit des theilweise zerlegten 
G ases  vorhandenen freien Molekeln +  2JV2«. Bleibt die T e m ­
peratur constant, so können w ir  f ( t )  —  c  setzen und erhalten

D araus lässt sich, wie N a t a n s o n  gezeigt hat,1 sehr einfach 
die Abhängigkeit  der Dissociation vom Drucke herleiten. Doch 
soll gleich jetzt bemerkt werden, dass  dabei die Übereinstimmung 
zwischen Theorie und Beobachtung nur eine angenäherte ist.

S ieht man von intramolecularen Kräften ab, so erhält man 
nach der kinetischen Theorie für den Druck eines G ases

Dabei ist K  die Zahl der freien Molekeln, von welchen 
angenommen wird, dass ohne Rücksicht auf  die Natur des

m  1t2
G ases  die kinetische Energie für jede Molekel im Mittel

bei constanter Tem peratur dieselbe Grösse ist. Nennen wir iV0 
die Zahl der Molekeln bei vollkommener Dissociation, so

F ü r  die Zahl der freien Molekeln haben w ir  jedoch nach 
Obigem

Eliminiren wir aus den Gleichungen (4), (6) und (7) iVt und 
Ar2, so gelangen wir leicht zu einer Beziehung z w isch en  N  und 
N 0 in der Form

N m u ~  R T

(5) ̂ 3  ( v — b j  v — b

(6)

(7)

Ebenda S. 288.
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Zustandsgleichung der Gase. 1679

(8)

Daraus folgt für die Gleichung (5)

v
(9)

D as ist die dem gasförm igen und flüssigen Zustande 
gem einsam e Gleichung in weitgehender Allgemeinheit. In dieser 
Form ist die Gleichung in erster Linie bemerkenswert!! für leicht 
dissociirende Gase, wie z. B. die Untersalpetersäure. D ass sich 
dieselbe genauer den Beobachtungen anschliesst als die g e w ö h n ­
liche Form von Gibbs, welche man nach N a t a n s o n  erhält, 
wenn man das einfache M a r i o t t e - G a y - L u s s a c ’sche Gesetz

zur Bestim m ung anwendet, leuchtet von selbst ein, da unsere 
Gleichung um die Constante b  bereichert ist.

A. J. S w a r t 1 geht bei der Bestim m ung der Beziehung 
zw ischen Druck und Volumen dissociirender Gase noch weiter, 
indem er ohne weiters die v a n  d e r  W a a l s ’sche Z u stan d s­
gleichung

voraussetzt, und erhält dann natürlich, da jetzt noch eine neue 
Constante in die endgiltige Gleichung kommt, zwischen Theorie 
und Beobachtung vollständige Übereinstimmung.

Nach der von uns angenomm enen A nsch au u ng  können 
wir diesem Vorgehen jedoch nicht beipflichten, indem wir ja

gerade das Glied der v a n  d e r  W a a l s ’schen Gleichung

erst durch die Dissociation, bezüglich Association, der Molekeln

1 Beibl. XV, S. 339.

N m  t r
p v  —

nebst der Formel

112*
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erklären wollen. E s  ist uns aber auch nicht so wichtig, eine 
Gleichung für die D issociationsvorgänge aufgestellt zu haben, 
als vielmehr den N ach w eis  zu führen, dass in der allgemeinen 
Gleichung (9) alle Specialformen enthalten sind, w elche man 
bisher der Zustand sg le ichu ng gegeben hat.

Entw ickeln  w ir  den Ausdruck V 1 -+- —  X . .  in eine Reihe, so 
v

V ; i  +  L ‘ .vc =  i +  ^ -
V V

1 c2AT c'X l

Demnach wird G leichung ( 9 )

P  =

Ar0 m u2 
3 (v— b)

1

L1 4

6 A 0
V

c2X 2
2 V4

5 ^ V J  
16 v 3

R T a.
1 4- — +V

a% l l  ■>

v — b V 2 y3

+

(10)

Von dieser Gleichung habe ich in der Abhandlung »Die Z u ­
standsgleichung der Gase  in ihrer Beziehung zu den Lösungen« 
ge ze ig t ,1 dass sie der Gleichung von v a n  d e r  W a a l s  entspricht,

Cl n
wenn man die Reihe mit dem Gliede jener von C l a u s i u s ,

u 2

wenn man bei —|  abbricht. Strenge genommen sind die Con- 
v 6

stanten a z , a 3 . . .  bereits durch a y bestimmt, doch erinnere ich, 
dass  w ir  schon eingangs erwähnten, dass  die Gleichung (4) 
den D issociationserscheinungen nicht vollkommen entspricht. 
D ieser U ngenauigkeit  wollen wir desshalb dadurch Rechnung 
tragen, dass  wir die Constanten a v a z . . .  nicht von einander 
abhängig  machen.

Nach v a n  d e r  W a a l s  ändern sich die Constanten a v a v . . .  

mit der Tem peratur nicht, nach C l a u s i u s  insofern, als er eine 
Temperaturfunction einführt, w elche ein gemeinschaftlicher 
Factor von a v a z .. .  ist, so dass er seine G leichung in der Form  (2) 
schreiben kann. D araus geht schon hervor, dass  die T em peratur­
function c ,  w elche in a v  a 2  enthalten ist, ihren E influss  nicht

Wien. Ber., CI, S.
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besonders stark geltend machen darf, so dass sich für specielle 
Fä lle  die allgemeine Form derselben bedeutend vereinfachen 
lässt.

W ir  wollen Gleichung (10) schreiben

P  1 cAT0
R  T  v —  b  4 (v —• b )

J ____ £^)_ _ä
v  r 2 4 r 3

Hier ist c  eine Function der Temperatur, doch wollen wir 
jene c ,  w elche sich innerhalb der Reihe befinden, als constant 
betrachten, da deren Einfluss  thatsächlich vernachlässigt werden 
kann. Das zweite Glied auf der zweiten Seite unserer Gleichung 
schreibt C l a u s i u s

'£> v — b

( t . '- j- c , ) 2 v — b  ( r - b c , ) 2

Setzen wir

so folgt, dass

1 fA’.. 5 c'Â .0 _ i _  0
( v + c { y  v  v  4 r* 

sein muss. In der T h at  ist nun

v — b _  1 b +  2 c t ( 2 c i b + r6 c ]

(r- j-c ,)2 v i’2 v ?’

mithin ist

cA 0 =  b  2  c ,  c l A T* = :  2 c, b  +  3 c ] , . . .

anzunehmen. Dies können w ir  thun, da w ir von vornherein die 
einzelnen Constanten a v  a z . . .  der Gleichung (10) als von 
einander unabhängig  betrachtet haben, um dadurch die theil- 
w e ise  bestehenden A bw eichungen zu beseitigen, welche durch 
die Gleichung (4) zwischen T h eorie  und Beobachtung gegeben 
sind. W ir  können uns demnach erlauben, die Zustandsgleichung 
in der Form

P  _ J ______
R T  v — b  4 ( { ’4 - c , ) 2

zu schreiben.
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E s  handelt sich uns jetzt nur noch darum, den B ew eis  zu 

liefern, dass  die Temperaturfunction c  auch den wirklichen 
Verhältnissen genügt. W a s  die Form derselben anbelangt, so 
gelangen die einzelnen Theorien zu verschiedenen Resultaten. 
;>Gi bbs  findet allgemein, mit v a n  d e r  W a a l s  übereinstimmend,

wenn M ,  a ,  b  Constanten bedeuten, hält es jedoch für zulässig,

b  gleich Null zu setzen, so dass  sich c  au f  M e  1  reducirt. 
B o l t z m a n n  ertheilt dagegen der Constanten b  den Werth 1,

dem Coefficienten c  somit die Form M e  T  T ,  w o  M  und a  neue 
Constanten s ind .«1 Ich selbst leitete in der Abhandlung »Zur 
Theorie der Dissociation der G a se « 2 die Gleichung

ab. a', l>, t v sind Constanten. Multipliciren wir Zähler und 
Nenner unseres Bruches mit 1 + a t ,  und sehen wir 1 + a /, -+-1 + a /  
ebenfalls als constant an, w a s  w ir insofern thun können, als /, 
eine grosse  Zahl ist, so lässt sich, w ie leicht ersichtlich, die 
gan ze  Gleichung schreiben

wobei a  und y neue Constanten sind. Demnach erhalten wir 
die Zu standsgle ichung in der Form

a

c  —  M e  F  V \

CI

a

C —

R T  a e ' r

P  “  ^ — b  ~  T i  v - h C y ) *  ’

a e T

E . und L . N a t a n s o n ,  W ie d . Ann., X X V I I ,  S. 615.
2 W ie n . Ber., C I, S. 1187 ff.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Zustandsgleichung der Gase. 1683

a " N ü R  

4 — a

gesetzt haben.

F ür  die meisten G ase  ist nun ~  eine kleine Grösse, so
L

dass man e T  gleich 1 setzen kann. Die Gleichung nimmt dann 
die Form an, welche ihr C l a u s i u s  für das Verhalten der 
Kohlensäure gegeben hat. Für  den Äther genügt dieselbe jedoch 
nicht mehr, er wählte daher die Gleichung

p  _  1 A T - " — B  ,
R T  ~  v — ~ b  ~  ' ( v  +  c j * ~

Dabei ist die Temperaturfunction A T - " — B  auf  rein empi­
rischem W e g e  gefunden. F ü r  die Constanten ergaben sich 
folgende W erthe:

A  —  1 5 - 607 ,  B  =  0*0044968, n  =  1 - 1 9233 .

Die G leichung ergibt thatsächlich eine gute Überein­
stimmung zw ischen Rechnung und Beobachtung, so dass sie 
zur Prüfung der von uns hergeleiteten Form dienen kann. Man 
findet leicht, dass unsere Gleichung richtig ist, wenn sich

X

4 7' — i i  ß  — U t

A L  B  ~  R T *

setzen lässt. Inwieweit dies zutrifft, möge folgende Tabelle  
zeigen. Zur  Berechnung derselben wurden aus den Angaben 
für die Temperaturen t  =  20 °  und 1 60°  C. die W erthe

wobei wir

- %  —  1 5 2 9 - 5 ,  y =  — 8 4 - 2 1 7
S \

ermittelt.

T  2

-20° 0 - 0 1 6 7 8  0 - 0 1 7 1 3
0 0 - 0 1 4 9 4  0 - 0 1 5 0 7

20 0 - 0 1 3 3 7  0 0 1 3 3 7

Gastheorie, S. 237
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t >17' - " — B
a e

~ T »

40 0 ”0 1 2 0 2 0 - 0 1 1 9 3

60 0 - 0 1 0 8 4 0 - 0 1 0 7 4

80 0 -00 9 8 1 0-00967

100 0-00890 0 -0 0 8 77

12 0 0-00809 0 -00 799

140 0 -0 0 7 3 7 0 - 0 0 7 3 1

160 0 -0 0 6 7 2 0 -0 0 6 7 2

180 0 - 0 0 6 1 3 0 - 0 0 6 1 9
200 0 -0 0 5 6 0 0 -0 0 5 7 2

Die Übereinstimm ung der beiden Temperaturfunctionen 
geht thatsächlich so weit, dass sich eine durch die andere voll­
ständig ersetzen lässt, dabei ist noch zu bemerken, dass die 
Zahl der Constanten der Zustand sg le ichung durch die neue 
Temperaturfunction nicht vermehrt wird.

W ir  haben demnach die uns gestellte A ufgabe  erfüllt, die 
Temperaturfunction der Zustandsgleichung a u f  theoretischem 
W e ge zu finden.
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