
Aufstellung eines neuen dreifach ortho-o

gonalen Flächensystems

Prof. Dr. Anton Puchta in Czernowitz.

(Vorgelegt in der Sitzung am 19. October 1893.)

Ich werde in dieser kurzen Abhandlung ein neues dreifach 
orthogonales Flächensj^stem aufstellen, wobei vielleicht das 
Wichtigste darin liegt, dass ich das erwähnte Flächensystem 
durch sehr einfache Combination zweier bekannter, nur etwas 
verallgemeinerter Sätze vollständig fertig besass, ehe ich eine 
Zeile rechnete, und dass sich auch in diesem Falle zeigte, 
von welchem Vortheile Speculationen über mehrdimensionale 
Räume für den gewöhnlichen Raum sein können. Der Gedanken
gang, der mich dabei leitete, war folgender. Der bekannte 
Dupin’sche Satz behält auch für quadratische Räume höherer 
Dimension seine Giltigkeit, da formell nur eine Variable mehr 
in die Rechnung eintritt. Nun bilden, nach einem in der Fest
schrift für den verstorbenen Prof. Dr. H. D u r e g e 1 von mir 
erwähnten, gewiss schon länger bekannten Satz, die Haupt
krümmungsrichtungen auf einem Raume von drei Dimen
sionen in einem Raume von vier Dimensionen drei zu einander 
orthogonale Flächensysteme. Sind also xyzt  rechtwinkelige 
Cartesische Punktcoordinaten, so ist auf dem Kugelraume

x*+ y i  +  zz +  t z ~  )

ein dreifach orthogonales Flächensystem bekannt. Die stereo- 
graphische Projection lässt, wie bekannt, auch in höherer 
Dimension die Winkel unverändert; wird demnach von dem 
Punkte x — y  — z — 0, t =  1 auf den dreidimensionalen linearen

1' r c i t a g und T  e in p s k v , Prag, 1892.
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1 1 9 8 A .  I' u c li t a ,

Raum t -+-1 =  0 das berührte dreifach orthogonale projicirt, so 
resultirt ein dreifach orthogonales Flächensystem in einem 
Raume von drei Dimensionen.

Nach diesem Gedankengange werde ich nun zunächst auf 
dem Kugelraume tf2+jj.’2+£2 +  /2=  1 ein dreifach orthogonales 
Flächensystem aufstellen und von ihm mittelst der Formeln:

2 x 2 y 2 z
x = i — r  Y = V - r  z  =  T = i >  *>

welche die stereographische Projection vermitteln, zu dem 
gesuchten dreifach orthogonalen Flächensystem übergehen.

Nachdem so das Flächensystem gefunden ist, werde ich 
den Beweis für die dreifache Orthogonalität direct führen, 
wodurch die Behauptung auch für solche Leser klar wird, 
die Betrachtungen über Räume höherer Dimension vermeiden 
wollen.

Löst man die vier Gleichungen

x 2-hy2+ z z +  i 2— 1 = 0  1)
tz

+  ~ j -------=  0  2 )d— u1 
^
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+  a = u  =  °  3)

/ 2

+  .7  ~  =  0  4 )

in der Weise auf, dass man aus 2), 3), 4) zunächst die Ver
hältnisse von x2, y 2, z2, tz und dann mittelst 1) diese Werthe 
selbst bestimmt, so erhält man durch einfache Determinanten
sätze an Stelle von 1) bis 4) leicht das System

2 9X* v~
+  (b— d) (c— b) (d— c ) f (  a) — (a— d) (c— ci) {d— c) f ( b )

t2

■ (a— d) (b— a) (cl— b) f { c )  — (a— c) (b— a) (c— b) f (d' )

1
II)

(a—b) (a—c) (a—cl) (b—c) (b—d) (c— cl)
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w o r i n  z u r  A b k ü r z u n g  g e s e t z t  w u r d e :

Dreifach orthogonales Flächensystem. 1 1 9 9

f ( a )  =  ( a — n ) ( a — v ) ( a — w )  

f ( b )  =  ( b— u ) ( b — u ) ( b — tv)  

m  =  ( c — u ) ( c — v ) ( c — iv)  

f ( d )  =  { d — n ) ( d — v ) ( d — w )

H l )

E n t n i m m t  m a n  I I )  d i e  W e r t h e  v o n  x , y ,  t  u n d  f ü h r t  

d i e s e l b e n  i n  I )  e i n ,  s o  e r h ä l t  m a n ,  w e n n  n o c h  z u r  A b k ü r z u n g  

g e s e t z t  w i r d :

e n d l i c h  d a s  g e s u c h t e  d r e i f a c h  o r t h o g o n a l e  F l ä c h e n s y s t e m  i n  

d e r  G e s t a l t :

o d e r  a u c h :

[j =  (a — b)(a— c)(a — d)(b— c)(b— d)(c— d).

I n  A )  s i n d  a , b, c, d  g e g e b e n e  C o n s t a n t e n  u n d  1 1 , v, w  v e r 

ä n d e r l i c h e  P a r a m e t e r ,  u n d  z w a r  s o l l  a > b > o d  s e i n  u n d  

w , v, 11  r e s p e c t i v e  — ■ a l l e  C o n s t a n t e n  s i n d  r e e l l  v o r a u s g e s e t z t  

u n d  p o s i t i v  —  i n  d e n  I n t e r v a l l e n  v a r i i r e n :

A  =  +  (b — d )  ( c — b )  ( d — c) 

B  =  — (a— d ) ( c — d ) { d — c) 

C zz + { a — d)(b— a) (d— b) 

D  =  — ia— c) (b— ci) (c— b),

2  \ / A f ( a )

v 7  f' — V Df ( d )

w o r i n  i s t :

(j =  A f ( a )  +  B f ( b )  +  C f ( c )  +  I ) f  (d)

a  b i s  b, 

b  b i s  c ,  

c  b i s  d.
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1200 A. P u c l i t a ,

D a n n  w i r d ,  w i e  e i n  b l o s s e s  A b z ä h l e n  d e r  V o r z e i c h e n  b e i  

d e n  F a c t o r e n  i n  I I )  e r g i b t ,  x 2, y z, z 2, t 2 i m m e r  p o s i t i v ,  a l s o  

X ,  Y ,  Z  i n  A )  i m m e r  r e e l l ,  u n d  A )  s t e l l t  e i n  d r e i f a c h e s  F l ä c h e n 

s y s t e m  d a r .

D i e  O r t h o g o n a l i t ä t  e r k e n n t  m a n  d a n n  l e i c h t  i n  f o l g e n d e r  

W e i s e .  S i n d  F v, F z , F v  F k d i e  l i n k e n  S e i t e n  i n  1 )  b i s  4 ) ,  s o  h a t  

m a n  s o f o r t :

o d e r  A )  s t e l l t  i n  d e r  T h a t  e i n  d r e i f a c h  o r t h o g o n a l e s ,  u n d  z w a r  

u n t e r  d e n  ü b e r  d i e  C o n s t a n t e n  g e m a c h t e n  V o r a u s s e t z u n g e n  

r e e l l e s  F l ä c h e n s y s t e m  d a r  w .  z .  b .  w .

S e l b s t v e r s t ä n d l i c h  r e s u l t i r e n  d i e  e i n z e l n e n  F l ä c h e n  d e s  

S y s t e m s  d u r c h  « - C s t . ,  r e s p e c t i v e  i ' - C s t . ,  r e s p e c t i v e  w - C s t .

3 F u d F ,  dF±  ö / v  8 / v  d F „  c F t _

d x  3  x  ^  d y  d y  3  z  8 z  3 1 3 t '

h , i  —  1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  d .  h .  e s  i s t

dx d x  d y  d y  3 s  3 :  d t d t
—  +  T -  T r -  +  — ■ +  r —  rs—
du dv d u  dv d u  dv d u  d u

u n d  e b e n s o

C)

N u n  f o l g t  a b e r  a u s  I )

u n d  h i e r a u s  u n t e r  B e a c h t u n g  v o n  1 )  e i n f a c h

d .  h .  w e g e n  B )  u n d  C )
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D a s  S y s t e m  A )  k a n n ,  w i e  e i n e  e i n f a c h e  R e c h n u n g  e r g i b t ,  

a u c h  e r s e t z t  w e r d e n  d u r c h :

Dreifach orthogonales Klächensystem. 1201

1 6  _  A f ( a ) \

A 1)

( 5 z + r j 2 + C z — 4 ) 2 D f ( d )

1 6  Tj 2 _  B f ( b )

( F H - r i 2 + C 2 - 4 ) 2 -  ~ D f{ä )

1 6  C 2 _  C f i c )

( 5 2 + r (2 + C 2— 4 ) 2 “  D f ( d )

S t a t t  A ')  n e h m e  i c h  f ü r  d i e  w e i t e r e  G e s t a l t u n g  d i e s e s  

G l e i c h u n g s s y s t e m ,  i n d e m  i c h  s t a t t  £,  7],  C r e s p e c t i v e  2£,  2 y ] ,  2  £ 

s c h r e i b e  —  e s  k o m m t  d i e s  g e o m e t r i s c h  g e s p r o c h e n  d a r a u f  

h i n a u s ,  d a s s  d i e  f r ü h e r e  s t e r e o g r a p h i s c h e  P r o j e c t i o n  s t a t t  a u f  

d e n  l i n e a r e n  R a u m  / + 1  =  0  a u f  t  =  0  a u s g e f ü h r t  w i r d  —  d a s  

S y s t e m  A " ) :

4 £ 2 _  A f ( a )

( ^ 2 + r i 2 + C 2 — l ) 2 D f ( d )

4  v , 2 _  B f ( b )

(e 2 +  Tj2+ C 2— l ) 2 _  £ / (< * )

4  C 2 _  C / ( c )

( S 2 +  T| 2 +  C 2 --- - l ) 2 £ / ( < * )

, 4 " )

B e f r e i t  m a n  ^ 4 " )  v o n  d e n  B r ü c h e n  u n d  e l i m i n i r t  m i t t e l s t  

e i n e s  b e k a n n t e n  D e t e r m i n a n t e n s a t z e s  1 ,  — ( v + w ) ,  v w ,  s o  

r e s u l t i r t  d a s  d r e i f a c h  o r t h o g o n a l e  F l ä c h e n s y s t e m  d u r c h  E n t 

w i c k e l u n g  d e r  b e r ü h r t e n  D e t e r m i n a n t e  d r i t t e n  G r a d e s ,  s o b a l d  

d e r  F a c t o r  A B C D ( £ z - h r f - h L ,2— l ) 4 u n t e r d r ü c k t  w i r d ,  s c h l i e s s l i c h  

i n  d e r  F o r m :

< ... j l  ^  +  J ! _ (  =  0 , a " )
d — u  ( ci— u  b — u  c-

M a n  e r h ä l t  n ä m l i c h  j e  d r e i  o r t h o g o n a l e  F l ä c h e n ,  w e n n  

d e m  P a r a m e t e r  11 i r g e n d  e i n  W e r t h  a u s  d e n  d r e i  I n t e r v a l l e n  d  

b i s  c, r e s p e c t i v e  c  b i s  b, r e s p e c t i v e  b  b i s  a  e r t h e i l t  w i r d .

E s  i s t  j e t z t  a u c h  n i c h t  s c h w e r ,  d i r e c t  d e n  B e w e i s  f ü r  d i e  

O r t h o g o n a l i t ä t  v o n  A " )  n o c h  e i n m a l  z u  f ü h r e n ,  w a s  u m s o  

w i c h t i g e r  e r s c h e i n t ,  a l s  h i e d u r c h  z u g l e i c h  e i n e  P r o b e  f ü r  d i e
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R i c h t i g k e i t  d e r  E l i m i n a t i o n  e r b r a c h t  w i r d .  I c h  b e z e i c h n e  h i e z u ,  

w e n n  u , v, w  d r e i  b e l i e b i g e  W e r t h e  a u s  d e n  g e d a c h t e n  d r e i  

I n t e r v a l l e n  v o r s t e l l e n ,  d i e  l i n k e n  S e i t e n  v o n  A '" )  m i t

F {(u )  ~  F x =  0  

F 2(v) = F 2 -  0 

F - s M  =  =  0

S c h r e i b t  m a n  f ü r  e i n e n  M o m e n t  s t a t t  £,2 +  r 2-\-Z2 — l  d e n  

B u c h s t a b e n  r ,  s o  h a t  m a n  s o f o r t

1 y  3  F ,  3  F % _  r 3— r z 2  r  y  ^

1202 A. Pu ch ta,

1 6  L  0 ?  3 £  ( d — n )( d - — v ) d — v L  a — u

_  -  V  J L  +  4 V _ _ _ !f___________ ,
— u  —̂ > a — v ( a — u ) ( c i — v)

w o b e i  d i e  S u m m a t i o n  s i c h  a u f  £,  7j ,  £ u n d  g l e i c h z e i t i g  a , b, c  

b e z i e  

a u c h

b e z i e h t .  W e i l  a b e r  f ü r  d i e  S c h n i t t c u r v e  v o n  F { =  0  u n d  F .,  =  ("

F , — F 2 =  ( « — v ) ■4 y ____<
L - i  ( a — n )( d — u )  ( d — v) L - i  (a  — 11) ( a — v)

v e r s c h w i n d e t  u n d  a n d e r s e i t s  i s t :

y  62 _  1 r l
i a — u  4  d — ii 

y  i2 _  1 r2 
L  a — v  4  d — v  ’

s o  e r g i b t  s i c h

1 y  3 Ft 3F2 _  rÄ—r2 r :?
7 6  Li ~ 3 |  8 | ~  ~  ( d — 11) (d— v) ( d — v) (d — i i)

-  = 0 ,
(d — v) ( d — n )

d .  h . ,  d a  d u r c h  e i n e  c 3d d i s c h e  V e r t a u s c h u n g  v o n  n , v  u n d  iv  

a u c h  F v  F 2 u n d  F s c 3̂ k l i s c h  p e r m u t i r t  w e r d e n ,  A " )  s t e l l t  i n  d e r  

T h a t  e i n  d r e i f a c h  o r t h o g o n a l e s  F l ä c h e n s 3̂ s t e m  d a r ,  u n d  z w a r  

v o n  F l ä c h e n  v i e r t e r  O r d n u n g .

A u s  d e r  G l e i c h u n g  A " )  e r g i b t  s i c h  a b e r  f e r n e r ,  d a s s  A " ) 

d u r c h  e i n e  v e r ä n d e r l i c h e  R a u m  c u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  e r z e u g t
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w e r d e n  k a n n ,  n ä m l i c h ,  w e n n  X e i n  v e r ä n d e r l i c h e r  P a r a m e t e r  i s t ,  

d u r c h  d i e  C u r v e  C )

E s  d ü r f t e  h i e n a c h  f ü r  e i n e n  g e w a n d t e n  Z e i c h n e r ,  d e r  i c h  

n i c h t  b i n ,  k a u m  e r h e b l i c h e  S c h w i e r i g k e i t e n  d a r b i e t e n ,  b e l i e b i g  

v i e l e  T r i p e l n  v o n  s o l c h e n  o r t h o g o n a l e n  F l ä c h e n i n d i v i d u e n ,  w i e  

s i e  A '" )  b i e t e t ,  z u  z e i c h n e n .

D i e  s ä m m t l i c h e n  K r ü m m u n g s l i n i e n  s i n d  d a n n  d u r c h  A " )  

g e g e b e n ,  w e n n  z w e i e n  d e r  d r e i  P a r a m e t e r  11 , v, w  i r g e n d  w e l c h e  

c o n s t a n t e  W e r t h e  a u s  d e n  b e t r e f f e n d e n  I n t e r v a l l e n  b e i g e l e g t  

w e r d e n ,  d e r  d r i t t e  a b e r  s e i n  I n t e r v a l l  d u r c h l a u f t .

D i e  B e t r a c h t u n g e n  b e z ü g l i c h  d e r  R e a l i t ä t  v o n  1 1 , v, n> a u s  

A ' " )  f ü r  b e l i e b i g e s  d ü r f t e n  s i c h  w o h l  m i t  d e n  a n a l o g e n  

Ü b e r l e g u n g e n  b e i m  c o n f o c a l e n  F l ä c h e n s j ^ s t e m  z w e i t e r  O r d n u n g  

v ö l l i g  d e c k e n .  E r w ä h n e n s w e r t h  i s t  v i e l l e i c h t  d i e  B e m e r k u n g ,  

d a s s  a u s  A ' " )  s o f o r t  s i c h  e i n  b i q u a d r a t i s c h e s  « - f a c h  o r t h o 

g o n a l e s  R a u m s y s t e m  i n  e i n e m  R a u m e  v o n  11 D i m e n s i o n e n  e r 

g i b t ,  s o  i s t  z .  B . ,  w e n n  d i e  r e e l l e n  C o n s t a n t e n  a , b, c, d , e  e i n e  

f a l l e n d e  R e i h e  b i l d e n  u n d  £,  yj ,  v r e c h t w i n k e l i g e  P u n k t c o o r d i -  

n a t e n  d a r s t e l l e n ,  d u r c h  A " " )  e i n  v i e r f a c h  o r t h o g o n a l e s  b i q u a 

d r a t i s c h e s  R a u m s y s t e m  d a r g e s t e l l t

o

4  d — u 4  d — 11 4  d — 11
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