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Einige Constructionen bezüglich der 
Sehrau bungsfläehen

von

J .  Sobotka i n  P r a g .

(Mit 2 Tafeln.)

(Vorgelegt in der Sitzung am 12. October 1893.)

I. Zur Krümmung der Schraubungsflächen.

1 .  M i t  d e r  E r m i t t l u n g  d e r  K r ü m m u n g s v e r h ä l t n i s s e  u n d  d e r  

I n d i c a t r i x  f ü r  i r g e n d  e i n e n  P u n k t  e i n e r  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  h a b e  

i c h  m i c h  e i n g e h e n d  i n  e i n e r  i n  d e n  S i t z u n g s b e r i c h t e n  d e r  k .  

A k a d e m i e  d e r  W i s s e n s c h a f t e n  z u  W i e n ,  B d .  C I ,  A b t h .  I I .  a .  1 8 9 2 ,  

v e r ö f f e n t l i c h t e n  A r b e i t  b e s c h ä f t i g t .  I m  F o l g e n d e n  m ö g e  a u f  

d i e s e l b e  d u r c h  d i e  b l o s s e  B a n d n u m m e r  » C I «  h i n g e w i e s e n  w e r d e n .

H i e r  w e r d e n  a n d e r e  d a s  a n g e f ü h r t e  P r o b l e m  b e t r e f f e n d e  

C o n s t r u c t i o n e n  e n t w i c k e l t .

Z u r  F e s t s t e l l u n g  e i n e r  S c h r a u b u n g  i m  R a u m e  g e h ö r t  d i e  

A n g a b e  i h r e r  A x e  Z  u n d  i h r e s  P a r a m e t e r s  p  d e r  G r ö s s e  u n d  

d e m  S i n n e  n a c h .  D u r c h  i r g e n d  e i n e  C u r v e  A  i s t  i n  d e r  

S c h r a u b u n g  e i n e  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  A  b e s t i m m t ,  a u f  w e l c h e r  

i h r e r  E r z e u g u n g  g e m ä s s  z w e i  b e s o n d e r e  S y s t e m e  v o n  C u r v e n  

e n t h a l t e n  s i n d ;  e r s t e n s  e i n  S y s t e m  v o n  S c h r a u b e n l i n i e n ,  d i e  a l s  

B a h n c u r v e n  e i n z e l n e r  P u n k t e  v o n  A  a u f z u f a s s e n  s i n d  u n d  

z w e i t e n s  e i n  S y s t e m  c o n g r u e n t e r  C u r v e n ,  w e l c h e  d i e  e i n z e l n e n  

L a g e n  d e r  C u r v e  A  w ä h r e n d  d e r  S c h r a u b u n g  v o r s t e l l e n .  D u r c h  

j e d e n  P u n k t  u  v o n  X  g e h t  e i n e  C u r v e  U  d e s  e r s t e n  u n d  e i n e  

C u r v e  A ,L d e s  z w e i t e n  S y s t e m s .

E s  m ö g e  z u n ä c h s t  d i e  D u r c h m e s s e r i n v o l u t i o n  d e r  I n d i c a t r i x  

f ü r  d e n  b e l i e b i g  a n g e n o m m e n e n  P u n k t  u  d e r  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  

e r m i t t e l t  w ’ e r d e n .  D i e s  g e s c h i e h t  d u r c h  C o n s t r u c t i o n  v o n  z w e i  

P a a r e n  c o n j u g i r t e r  D u r c h m e s s e r  d e r s e l b e n .
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D i e  B e r ü h r u n g s e b e n e n  v o n  A  l ä n g s  d e r  H e l i x  U  u m h ü l l e n  

e i n  d e v e l o p p a b l e s  H e l i k o i d .  D i e  T a n g e n t e  S  i n  u  a n  d i e  H e l i x  U  

b i l d e t  m i t  d e r  d u r c h  u  g e h e n d e n  E r z e u g e n d e n  F  d e s  d e v e l o p -  

p a b l e n  H e l i k o i d s  e i n  P a a r  c o n j u g i r t e r  D u r c h m e s s e r  d e r l n d i c a t r i x .  

D i e  G e r a d e  F  i s t  C h a r a k t e r i s t i k  d e r  T a n g e n t i a l e b e n e  T „  i n  u  

a n  A  u n d  w i r d  a l s  G e r a d e  g r ö s s t e r  N e i g u n g  i n  B e z u g  a u f  e i n e  

N o r m a l e b e n e  M  d e r  S c h r a u b u n g  e r h a l t e n ;  d i e  T a n g e n t i a l e b e n e  

T „  s e l b s t  i s t  d u r c h  5  u n d  d u r c h  d i e  T a n g e n t e  T  i n  11 a n  d i e  

C u r v e  A !L g e g e b e n .

Z u m  Z w e c k e  d e r  w e i t e r e n  C o n s t r u c t i o n  k a n n  d i e  C u r v e  

A t,_ d u r c h  i r g e n d  e i n e n  s i e  i n  u  o s c u l i r e n d e n  K e g e l s c h n i t t  B  

e r s e t z t  w e r d e n .  I r g e n d  z w e i  L a g e n  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  B  i n  d e r  

S c h r a u b u n g  b e s t i m m e n  z w e i  c o n g r u e n t e  e b e n e  F e l d e r ;  d i e  V e r 

b i n d u n g s g e r a d e n  i h r e r  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t e  e r f ü l l e n  e i n e  

R e g e l f l ä c h e  v i e r t e n  G r a d e s .  D i e s  b l e i b t  a u f r e c h t  a u c h  d a n n ,  w e n n  

d i e  L a g e n  c o n s e c u t i v  w e r d e n ,  u n d  w i r  a l s o  d e n  K e g e l s c h n i t t  B  

m i t  d e m  i h m  u n e n d l i c h  b e n a c h b a r t e n  B '  i n  B e t r a c h t  z i e h e n .  F ü r  

d i e  e r w ä h n t e  R e g e l f l ä c h e  v i e r t e n  G r a d e s  w e r d e n  j e t z t  d i e  

e r z e u g e n d e n  G e r a d e n  z u  T a n g e n t e n  a n  d i e  B a h n c u r v e n  i n  

s ä m m t l i c h e n  P u n k t e n  v o n  B .  D i e s e  R e g e l f l ä c h e ,  d i e  w i r  m i t  R  

b e z e i c h n e n  w o l l e n ,  b e r ü h r t  d i e  S c h r a u b u n g s f l ä c h e ,  w e l c h e  d u r c h  

B  e r z e u g t  w i r d ,  l ä n g s  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  B .  D e s h a l b  i s t  d e r  

z u  T  c o n j u g i r t e  D u r c h m e s s e r  V  d e r  I n d i c a t r i x  v o n  R  i n  u  

g l e i c h z e i t i g  a u c h  d e r  z u  T  c o n j u g i r t e  D u r c h m e s s e r  f ü r  d i e  

I n d i c a t r i x  i n  u  d e r  d u r c h  B ,  h i e m i t  a u c h  d e r  d u r c h  A  e r z e u g t e n  

S c h r a u b u n g s f l ä c h e .

E s  l i e g t  a l s o  d i e  A u f g a b e  v o r ,  d e n  D u r c h m e s s e r  V  f ü r  d i e  

I n d i c a t r i x  v o n  R  i n  u  z u  c o n s t r u i r e n .

D e n k e n  w i r  u n s  w e i t e r  d i e  F l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s  i l ,  

w e l c h e  d i e  F l ä c h e  R  l ä n g s  i h r e r  E r z e u g e n d e n  S 1 b e r ü h r t  u n d  

d e n  K e g e l s c h n i t t  B  e n t h ä l t ,  s o  o s c u l i r t  d i e s e l b e  d i e  F l ä c h e  R  

i m  P u n k t e  u  1 u n d  m a n  k a n n  d e m n a c h  z u m  Z w e c k e  d e r  E r 

m i t t l u n g  v o n  V  d i e  F l ä c h e  R  d u r c h  d i e  F l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s  1 1  

e r s e t z e n ,  s o  d a s s  e s  i m  F o l g e n d e n  n u r  d a r a u f  a n k o m m t ,  d i e  

P o l a r e  V  v o n  T  i n  B e z u g  a u f  1 1  z u  c o n s t r u i r e n .

Schraubungsflächen. 1205

J. Solin: Construction der Osculationshvperboloide, in den Sitzungs

berichten der künigl. böhm. Gesellschaft der Wissenschaften in Prag 1883.
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1206 J. S o b o tk a,

D a  b e s t i m m e n  w i r  z u e r s t  d i e  B e r ü h r u n g s p u n k t e  f ü r  d e n  

T a n g e n t i a l e b e n e n b ü s c h e l  d u r c h  5 .

A n a l o g  d e m  V o r i g e n  s c h l i e s s e n  w i r ,  d a s s  d i e  T a n g e n t e n  

a n  d i e  B a h n c u r v e n  s ä m m t l i c h e r  P u n k t e  v o n  T  e i n  h y p e r b o l i s c h e s  

P a r a b o l o i d  P  e r f ü l l e n ,  w e l c h e s  d i e  F l ä c h e  R ,  s o m i t  a u c h  d i e  

F l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s  I I  l ä n g s  5  b e r ü h r t .  M i t  H i l f e  v o n  P  l ä s s t  

s i c h  i n  j e d e m  P u n k t e  d e r  G e r a d e n  5  d i e  d e n  F l ä c h e n  I I ,  R  

g e m e i n s a m e  T a n g e n t e n e b e n e  e r m i t t e l n .

S i n d  n u n  T , „ ,  T „  z w e i  d e r a r t i g e  v o n  T „  v e r s c h i e d e n e  

E b e n e n  m i t  d e n  B e r ü h r u n g s p u n k t e n  i n  r e s p e c t i v e  n  u n d  b e 

z e i c h n e n  w i r  d i e  P o l e  d i e s e r  E b e n e n  m i t  B e z u g  a u f  B  m i t  m '  

r e s p e c t i v e  n ',  d a n n  s c h n e i d e n  s i c h  d i e  G e r a d e n  ( m m ') ,  ( n n ')  i m  

P u n k t e  v  u n d  (v u )  i s t  b e r e i t s  d i e  g e s u c h t e  G e r a d e  V  1

D u r c h  d i e  S t r a h l e n p a a r e  S F ,  T V  i s t  d i e  D u r c h m e s s e r 

i n v o l u t i o n  f ü r  d i e  I n d i c a t r i x  i m  P u n k t e  u  d e r  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  

A  b e s t i m m t .

B e t r e f f s  d e r  D a r s t e l l u n g  d i e s e r  C o n s t r u c t i o n  w ä h l e n  w i r

—  F i g .  1 2 —  d i e  v o m  P u n k t e  11 u m  d e n  P a r a m e t e r  p  e t w a  i m  

n e g a t i v e n  S i n n e  e n t f e r n t e  N o r m a l e b e n e  M  d e r  S c h r a u b u n g  a l s  

S p u r e b e n e .  V o n  d e n  B e r ü h r u n g s e b e n e n  d u r c h  5  k ö n n e n  w i r  

i n s b e s o n d e r e  d i e  p r o j i c i r e n d e  T m u n d  d i e  a s y m p t o t i s c h e  T „  h e r 

v o r h e b e n .  D i e  C o n t u r p a r a b e l  d e r  H a u p t p r o j e c t i o n  v o n  P  h a t  

T ] z u r  S c h e i t e l t a n g e n t e  u n d  Z ( z u m  B r e n n p u n k t e .  T r ä g t  m a n  

a l s o  u { i l ~  ZyUy  a u f  ( Z , « , )  a u f  u n d  f ä l l t  v o n  d i e  S e n k r e c h t e  

a u f  J ) ,  s o  s c h n e i d e t  d i e s e l b e  d i e  T a n g e n t e  5 ,  d e r  C o n t u r p a r a b e l  

i n  i h r e m  B e r ü h r u n g s p u n k t e  m v  w e l c h e r  d i e  P r o j e c t i o n  d e s  

B e r ü h r u n g s p u n k t e s  m  f ü r  d i e  p r o j i c i r e n d e  T a n g e n t i a l e b e n e  T „ t 

i s t .  D e r  P o l  v o n  T / » ,  i n  B e z u g  a u f  B { i s t  m [.  D i e  a s y m p t o t i s c h e  

E b e n e  T „  v o n  P  f ü r  d i e  G e r a d e  5  i s t  n o r m a l  z u r  p r o j i c i r e n d e n  

E b e n e  v o n  T  F ä l l t  m a n  a l s o  v o m  S p u r p u n k t e  5  d e r  G e r a d e n  5  

d i e  S e n k r e c h t e  a u f  7 j ,  s o  s c h n e i d e t  d i e s e l b e  d i e  S p u r  0  d e r  

E b e n e  0 ,  i n  w e l c h e r  d e r  K e g e l s c h n i t t  B  l i e g t ,  i n  e i n e m  P u n k t e ,  

d e s s e n  V e r b i n d u n g s g e r a d e  J  m i t  u  d e n  S c h n i t t  v o n  T „  m i t  0

Man sehe in den Sitzungsberichten der königl. bülun. Gesellschaft 

der Wissenschaften in Prag die Abhandlung vom 24. März 1893.

Es wird auch hier die orthogonale Projection in eine Normalebene der 

Schraubung als Hauptprojection bezeichnet und für ein Gebilde 1 durch , ihr 

Bild durch lüj symbolisch ausgedrückt.
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v o r s t e l l t .  F ü h r t  m a n  a l s o  d u r c h  d e n  P o l  n[  v o n  J Y i n  B e z u g  a u f  

B { d i e  P a r a l l e l e  z u  S „  s o  s c h n e i d e t  d i e s e  d i e  V e r b i n d u n g s 

g e r a d e  ( m [  w , )  i m  P u n k t e ^  v o n  V v

2 .  I n  d e m  e b e n  E r l ä u t e r t e n  h a b e n  w i r  e i n  M i t t e l  g e w o n n e n ,  

d e n  z u  T  c o n j u g i r t e n  S t r a h l  V  zw  c o n s t r u i r e n ,  w e n n  d i e  O s c u l a -  

t i o n s e b e n e  0  u n d  d e r  O s c u l a t i o n s k e g e l s c h n i t t  B  d e r  C u r v e  

g e g e b e n  w a r e n .  T r a c h t e n  w i r  d i e  e n t w i c k e l t e n  C o n s t r u c t i o n e n  

i n  u m g e k e h r t e r  R e i h e n f o l g e  d u r c h z u f ü h r e n ,  s o  g e l a n g e n  w i r  

z u r  C o n s t r u c t i o n  i r g e n d  e i n e s  o s c u l i r e n d e n  K e g e l s c h n i t t e s  B ,  

w e n n  d i e  O s c u l a t i o n s e b e n e  0  u n d  d e r  c o n j u g i r t e  S t r a h l  V  g e 

g e b e n  s i n d ,  o d e r  z u r  C o n s t r u c t i o n  d e r  O s c u l a t i o n s e b e n e  0 ,  

w e n n  B  u n d  V  g e g e b e n  s i n d .  I n  b e i d e n  F ä l l e n  k a n n  m a n  u n b e 

s c h a d e t  d e r  A l l g e m e i n h e i t  d e n  K e g e l s c h n i t t  B  s o  e r m i t t e l n  o d e r  

w ä h l e n ,  d a s s  B [  e i n  K r e i s  w i r d .  E s  h e i s ' s e  d e r  M i t t e l p u n k t  

d i e s e s  K r e i s e s  0[ .  D i e s e r  A n n a h m e  g e m ä s s  w i r d  O j ) _ J _ S ,  u n d

(//| 0|) _j_ Jy.

I s t  i m  e r s t e n  F a l l e  0  g e g e b e n ,  s o  k e n n e n  w i r  a u c h  J {. 

N e h m e n  w i r  n u n  e i n e n  P u n k t  v\  b e l i e b i g  a u f  d e r  G e r a d e n  F ,  a n ,  

v e r b i n d e n  d e n s e l b e n  m i t  t n { d u r c h  e i n e  G e r a d e  u n d  z i e h e n  

d u r c h  i h n  e i n e  P a r a l l e l e  z u  S {, e r r i c h t e n  w i r  f e r n e r  a u s  d e m  

S c h n i t t p u n k t e  d e r  e r s t e n  v o n  d e n  b e i d e n  s o e b e n  g e z o g e n e n  

G e r a d e n  m i t  T { d i e  S e n k r e c h t e  z u  5 ( , a u s  d e m  S c h n i t t p u n k t e  

d e r  P a r a l l e l e n  z u  5 ,  m i t  T x d i e  S e n k r e c h t e  z u  J Y, s o  e r h a l t e n  

w i r  i m  S c h n i t t e  o f  b e i d e r  S e n k r e c h t e n  e i n e n  P u n k t ,  d e r  e i n e  

H y p e r b e l  H x b e s c h r e i b t ,  w e n n  s i c h  v f  a u f  d e r  G e r a d e n  V x b e 

w e g t .  D e r  M i t t e l p u n k t  oY m u s s  a u c h  a u f  d i e s e r  H y p e r b e l ,  

w re l c h e  T j  i n  u x b e r ü h r t ,  l i e g e n ;  d a  e r  n e b s t d e m  a u f  d e r  S e n k 

r e c h t e n  G ,  i n  u ] z u  T j  l i e g e n  m u s s ,  s o  e r h ä l t  m a n  i h n  a l s  d e n  

z w e i t e n  S c h n i t t p u n k t  d e r  H y p e r b e l  H { m i t  d e r  G e r a d e n  G r

H i e m i t  g e s t a l t e t  s i c h  d i e  C o n s t r u c t i o n  v o n  o t ä u s s e r s t  e i n 

f a c h .  Z i e h t  m a n  n ä m l i c h  d u r c h  m { d i e  P a r a l l e l e  z u  T v  b i s  s i e  

V { i n  v[ t r i f f t  u n d  t r ä g t  a u f  T t d i e  S t r e c k e  v [ m l v o n  « ,  a u s  e i n 

m a l  i n  g l e i c h e m  S i n n e  n a c h  d a s  z w e i t e  M a l  i n  e n t g e g e n 

g e s e t z t e m  S i n n e  n a c h  n['  a u f ,  s o  i s t  d i e  S e n k r e c h t e  L y d u r c h  m [  

z u  e i n e  A s y m p t o t e ,  d i e  S e n k r e c h t e  F { d u r c h  n |7 z u  J ,  d i e  

z w e i t e  A s 3rm p t o t e  v o n  H r  W i r d  n u n  v o n  L y i n  g\, v o n  F { i n  

h { g e t r o f f e n ,  s o  e r ü b r i g t  n u r  n o c h ,  d e n  P u n k t  o ,  s o  z u  e r m i t t e l n ,  

d a s s  h vo v =  u [g [ w i r d .
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1208 J. S o b o tk a ,

I s t  i m  z w e i t e n  v o n  u n s  a n g e f ü h r t e n  F a l l e  d e r  M i t t e l 

p u n k t  O j  d e s  K r e i s e s  B { g e g e b e n ,  s o  f ä l l e n  w i r  v o n  i h m  a u f  S { 

d i e  S e n k r e c h t e ,  w e l c h e  T x i n  m [  s c h n e i d e t ;  ( in {m \)  t r i f f t  d a n n  F ,  

i m  P u n k t e  v {. D i e  P a r a l l e l e  d u r c h  v x z u  S { s c h n e i d e t  w i e d e r u m  J ,  

i n  n[;  d i e  G e r a d e  i s t  a l s d a n n  s e n k r e c h t  z u  H i e d u r c h

i s t  d i e  G e r a d e  J  i n  d e r  E b e n e  T , t b e s t i m m t ;  d i e  E b e n e  ( T J )  i s t  

d i e  g e s u c h t e  O s c u l a t i o n s e b e n e  0 .  M a n  k a n n  a u c h  a u f  d i e  v o r i g e  

A r t  d i e  P u n k t e  m '/, n '{  u n d  d i e  A s j ^ m p t o t e  L ,  e r m i t t e l n  u n d  

a u f  G ,  d e n  P u n k t  h l s o  a n n e h m e n ,  d a s s  o ]h l —  g yu y w i r d ;  a l s 

d a n n  i s t  J y s e n k r e c h t  z u  (h yn[').  D o c h  k ü r z e r  z u m  Z i e l e  g e 

l a n g t  m a n  d a d u r c h  n i c h t .

D a  m a n  n a c h  A r t .  1 i n  i r g e n d  e i n e m  P u n k t e  d e r  S c h r a u 

b u n g s f l ä c h e  z u  j e d e r  T a n g e n t e  d e r s e l b e n  d e n  c o n j u g i r t e n  

D u r c h m e s s e r s t r a h l  d e r  I n d i c a t r i x  l e i c h t  f i n d e n  k a n n ,  s o  i s t  m a n  

n a c h  d e m  g e r a d e  e n t w i c k e l t e n  V o r g a n g  i m  S t a n d e ,  d i e  K r ü m 

m u n g  e i n e r  C u r v e  a u f  d e r  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  i n  i r g e n d  e i n e m  

P u n k t e  u  z u  b e s t i m m e n ,  f ü r  w e l c h e n  m a n  d i e  O s c u l a t i o n s e b e n e  

d e r  C u r v e  k e n n t ,  i n s b e s o n d e r e  a l s o  d i e  K r ü m m u n g  e i n e r  e b e n e n  

S c h n i t t c u r v e  i n  j e d e m  b e l i e b i g e n  P u n k t e  d e r s e l b e n .  U m g e k e h r t  

k a n n  m a n  d a n a c h  d i e  O s c u l a t i o n s e b e n e  e i n e r  C u r v e  a u f  d e r  

S c h r a u b u n g s f l ä c h e  i n  e i n e m  P u n k t e  e r m i t t e l n ,  w e n n  d e r  K r ü m 

m u n g s m i t t e l p u n k t  f ü r  d i e P r o j e c t i o n  d e r C u r v e  i m  e n t s p r e c h e n d e n  

P u n k t e  b e k a n n t  i s t .

B e m e r k t  s e i ,  d a s s  d i e  A u s e i n a n d e r s e t z u n g e n  d i e s e s  A r t i k e l s  

f a s t  w ö r t l i c h  f ü r  a l l e  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e n  a n w e n d b a r  b l e i b e n  

u n d  u n s  f ü r  d i e s e l b e n  e i n e  C o n s t r u c t i o n  v o n  p r a k t i s c h e m  

N u t z e n  g e w ä h r e n .

D i e  s o w o h l  i n  A r t .  1 ,  a l s  a u c h  A r t .  2  g e g e b e n e n  E n t w i c k e 

l u n g e n  b l e i b e n  i m  W e s e n  a u c h  f ü r  a l l e  b e s o n d e r e n  F ä l l e  a n 

w e n d b a r ;  n u r  e r h ä l t  d i e  D u r c h f ü h r u n g  e i n e  g e r i n g e  M o d i f i c a t i o n  

h a u p t s ä c h l i c h  d a d u r c h ,  d a s s  m a n ,  w o  e s  n ö t h i g  e r s c h e i n t ,  n o c h  

e i n e  z w e i t e  P r o j e c t i o n  i n  e i n e  z u r  A x e  Z  p a r a l l e l e  E b e n e  d a r s t e l l t .

II. Zur Construction umschriebener Developpablen der 

Schraubungsflächen.

3 .  E s  h a n d e l t  s i c h  h i e r  u m  e i n e  d u r c h  d i e  A b h a n d l u n g :  

» K i n e m a t i s c h - g e o m e t r i s c h e  C o n s t r u c t i o n e n  d e r  P a r a l l e l p r o -  

j e c t i o n  d e r  S c h r a u b e n f l ä c h e n . v o n  B u r m e s t e r  i n  S c h l ü -
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m i l c h ’ s  Z e i t s c h r i f t  f ü r  M a t h ,  u n d  P h y s . ,  1 8 .  J a h r g a n g .  1 8 7 3 ,  

a n g e r e g t e  B e m e r k u n g .  M i t  d e r  B e s t i m m u n g  d e r  B e r ü h r u n g s -  

c u r v e  C  e i n e r  g e g e b e n e n  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  m i t  d e r  i h r  u m 

s c h r i e b e n e n  D e v e l o p p a b l e n  D  v o n  g e g e b e n e m  R i c h t u n g s k e g e l  K  

o d e r  u m g e k e h r t ,  h a b e  i c h  m i c h  a .  a .  0 .  b e s c h ä f t i g t . 1 E s  i s t  d o r t  

g e z e i g t  w o r d e n ,  d a s s  i n  d e r  g e g e b e n e n  S c h r a u b u n g  d i e  

C h a r a k t e r i s t i k e n  d e r  T a n g e n t i a l e b e n e n  i n  d e n  P u n k t e n  d e r  

B e r ü h r u n g s c u r v e  C  s ä m m t l i c h  e i n e  z u r  S c h r a u b u n g s a x e  Z  

p a r a l l e l e  C y l i n d e r f l ä c h e  C  b e r ü h r e n .  S e t z e n  w i r  v o r a u s ,  d a s s  

d e r  M i t t e l p u n k t  d e s  R i c h t u n g s k e g e l s  I v  a u f  Z  l i e g t  u n d  b e 

z e i c h n e n  f ü r  d i e s e  L a g e  m i t  L  d i e  S p u r  i n  d e r j e n i g e n  N o r m a l 

e b e n e  d e r  S c h r a u b u n g ,  v o n  w e l c h e r  d e r  M i t t e l p u n k t  u m  d e n  

P a r a m e t e r ^  i n  p o s i t i v e m  S i n n e  d e r  A x e  Z  e n t f e r n t  i s t .  D r e h e n  

w i r  a l s d a n n  d i e  S p u r  L  u m  Z  i m  S i n n e  d e r  S c h r a u b u n g  u m  9 0 °  

s o  e r h a l t e n  w i r  i n  i h r e r  n e u e n  L a g e  L+ e i n e n  N o r m a l s c h n i t t  

d e r  C 3' l i n d e r f l ä c h e  C .  D a  f ü r  j e d e n  P u n k t  d e r  S c h r a u b u n g s 

f l ä c h e  d i e  N o r m a l e  d e r  d u r c h  i h n  g e h e n d e n  N o r m a l c u r v e  u n d  

d i e  C h a r a k t e r i s t i k  s e i n e r  T a n g e n t i a l e b e n e  i n  e i n e r  z u  Z  p a r a l 

l e l e n  E b e n e  l i e g e n ,  s o  f o l g t  d a r a u s :

D i e  N o r m a l e n  i n  s ä m m t l i c h e n  P u n k t e n  d e r  B e 

r ü h r u n g s c u r v e  C  z u  d e n  d u r c h  d i e s e l b e n  g e h e n d e n  

N o r m a l  c u r v e n  d e r  S  c h  r a u b  u n g s  f l ä c h e  b i l d e n  e i n e  

C o n o i d f l ä c h e  G ,  w ^ e l c h e  i n  d e r  R i c h t u n g  d e r  A x e  Z  

d u r c h  d i e  C y l i n d e r f l ä c h e  C  p r o j i c i r t  w i r d .

A u s  d i e s e m  S a t z e  e r g i b t  s i c h  i n  e i n f a c h e r  W e i s e  d i e  C o n 

s t r u c t i o n  d e r  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t e  f ü r  d i e  S p u r  D  

d e r  D e v e l o p p a b l e n  D  i n  e i n e r  N o r m a l e b e n e  M  d e r  

S c h r a u b u n g ,  s o w i e  d i e  C o n s t r u c t i o n  e i n z e l n e r  P u n k t e  

d e r  R ü c k k e h r k a n t e  d e r  D e v e l o p p a b l e n  D .

E s  s e i  —  F i g .  2  —  e  e i n  P u n k t  d e r  B e r ü h r u n g s c u r v e  C ;  d i e  

d i e s e m  P u n k t e  z u g e h ö r i g e  E r z e u g e n d e  d e s  C o n o i d s  G ,  w e l c h e  

d i e  C y l i n d e r f l ä c h e  i m  P u n k t e  e ' b e r ü h r t ,  h e i s s e  E .  F e r n e r  s e i  P  

d i e  d u r c h  e  g e h e n d e  E r z e u g e n d e  v o n  D ,  f ü r  d i e  P { s e n k r e c h t  

s t e h t  z u  { Z {e[),  u n d  T  d i e  T a n g e n t e  i n  e  a n  C ,  w e l c h e  a l s  d e r  

z u  P  c o n j u g i r t e  D u r c h m e s s e r s t r a h l  d e r  I n d i c a t r i x  n a c h  A r t .  1 

c o n s t r u i r t  w e r d e n  k a n n .  S c h l i e s s l i c h  s e i  n o c h  e '{ d e r  K r ü m 

m u n g s m i t t e l p u n k t  v o n  C ,  i n  e[.

1 Monatshefte für Math. u. Phys., [V Jahrg., S. 59.
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Z u n ä c h s t  s e h e n  w i r ,  d a s s  d i e  S p u r  d e r  E b e n e  ( P E )  i n  M  

i d e n t i s c h  m i t  d e r  N o r m a l e n  N z v o n  D  i m  S p u r p u n k t e  m P  d e r  

G e r a d e n  P  i s t .  D e r  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t  ve  d e r  S p u r  D  

i n  m p  i s t  d e r  S c h n i t t  d e r  N o r m a l e n  m i t  i h r e r  c o n s e c u t i v e n  A ^ s/

I s t  n u n  E '  d i e  a u f  E  u n m i t t e l b a r  f o l g e n d e  E r z e u g e n d e  v o n  G  

u n d  P '  d i e  a u f  P  f o l g e n d e  N a c h b a r e r z e u g e n d e  v o n  D ,  s o  

i s t  N 'z/ e b e n s o  d i e  S p u r  d e r  E b e n e  ( P ' E ').  D i e  S c h n i t t g e r a d e  R  

d e r  E b e n e n  ( P E ) ,  ( P '  E ' )  e n t h ä l t  n u n  d e n  K r ü m m u n g s m i t t e l 

p u n k t  '*e v o n  D  i n  m p  a l s  d e n  S c h n i t t p u n k t  d e r  S p u r 

g e r a d e n  N s, s i e  e n t h ä l t  a u c h  e i n e n  P u n k t  q  d e r  R ü c k k e h r 

k a n t e  d e r  D e v e l o p p a b l e n  D  a l s  d e n  S c h n i t t p u n k t  d e r  G e 

r a d e n  P ,  P '  E s  w i r d  s i c h  d e s s h a l b  n u r  d a r u m  h a n d e l n ,  d i e  

G e r a d e  R  z u  e r m i t t e l n .  V o n  d i e s e r  G e r a d e n  k a n n  m a n  d e n  

P u n k t  r , i n  w e l c h e m  s i e  d i e  G e r a d e  E  s c h n e i d e t ,  a l s  d e n  B e 

r ü h r u n g s p u n k t  d e r  E b e n e  ( P E )  m i t  d e m  C o n o i d  G  o h n e w e i t e r s  

f i n d e n .  W i r  k e n n e n  f ü r  d a s  C o n o i d  d i e  T a n g e n t i a l e b e n e  ( T E ) 

i n  e, d i e  z u  Z  p a r a l l e l e  T a n g e n t i a l e b e n e  i n  e ' u n d  d i e  a s y m p t o 

t i s c h e  E b e n e  d u r c h  E ,  s i n d  s o m i t  i m  S t a n d e ,  a u s  d e m  p r o j e c t i v e n  

Z u s a m m e n h a n g e  d e s  T a n g e n t i a l e b e n e n b ü s c h e l s  u m  E  m i t  d e r  

R e i h e  d e r  B e r ü h r u n g s p u n k t e  a u f  E  d e n  B e r ü h r u n g s p u n k t  r  

v o n  ( P E )  z u  c o n s t r u i r e n .  D a n a c h  t r i f f t  d i e  P a r a l l e l e ,  d i e  m a n  

z u  T x d u r c h  d e n  S c h n i t t p u n k t  v o n  P ,  m i t  (e\e'()  z i e h t ,  d i e  G e 

r a d e  E { i n  d e r  P r o j e c t i o n  r ,  d e s  f r a g l i c h e n  P u n k t e s  r.

B e t r e f f s  d e r  B e s t i m m u n g  d e s  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t e s  ~‘e 

k a n n  m a n  d i e  D e v e l o p p a b l e  D  d u r c h  e i n e n  l ä n g s  P  o s c u l i r e n d e n  

K e g e l ,  d e s s e n  M i t t e l p u n k t  i n  q  s e i n  w i r d ,  e r s e t z e n ;  d a r a u s  

e r g i b t  s i c h ,  d a s s  R \ \ _ ( ^ \ e \)i  w o d u r c h  d i e  R i c h t u n g  v o n  R  b e 

s t i m m t  w i r d .  D a  w i r  j e t z t  v o n  R  b e r e i t s  d e n  P u n k t  r  u n d  d i e  

R i c h t u n g  k e n n e n ,  s o  i s t  d i e s e  G e r a d e  s e l b s t  u n d  d u r c h  s i e  a u c h  

d i e  i n  F r a g e  g e s t e l l t e n  P u n k t e  'Je  u n d  q  g e f u n d e n .

F ü h r e n  w i r  d i e  e n t w i c k e l t e  C o n s t r u c t i o n  i n  u m g e k e h r t e r  

R e i h e n f o l g e  d u r c h ,  s o  g e l a n g e n  w i r  z u r  L ö s u n g  f o l g e n d e r  A u f 

g a b e .

I n  e i n e r  g e g e b e n e n  S c h r a u b u n g  i s t  d i e j e n i g e  

S c h r a u b u n g s f l ä c h e  z u  b e s t i m m e n ,  w e l c h e  e i n e  g e 

g e b e n e  d e v e l o p p a b l e  F l ä c h e  D  b e r ü h r t .

W i r  e r m i t t e l n  z u e r s t  d e n  R i c h t u n g s k e g e l  d e r  D e v e l o p 

p a b l e n  u n d  l e i t e n  a u s  i h m  d a n n  d i e  C y l i n d e r f l ä c h e  C  a b .  J e d e r
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E r z e u g e n d e n  P  v o n  D  e n t s p r i c h t  a u f  C ,  e i n  P u n k t  e[, w o b e i  

{ Z xe\) j _ P Y i s t .  H i e d u r c h  i s t  a u c h  s c h o n  d i e  b e t r e f f e n d e  G e r a d e  E  

d e s  C o n o i d s  G  b e s t i m m t ,  w e l c h e  P  i n  e i n e m  P u n k t e  e d e r  B e 

r ü h r u n g s c u r v e  z w i s c h e n  D  u n d  d e r  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  t r i f f t .  

W e i l  w i r  d i e  F l ä c h e  D  k e n n e n ,  s o  s i n d  w i r  i m  S t a n d e ,  d i e  

G e r a d e  R  u n d  d e n  a u f  i h r  l i e g e n d e n  P u n k t  ve  z u  c o n s t r u i r e n .  

A l s d a n n  s i n d  u n s  f ü r  d a s  C o n o i d  d i e  T a n g e n t i a l e b e n e n  i n  d e n  

P u n k t e n  e', r  u n d  d i e  a s y m p t o t i s c h e  E b e n e  d u r c h  E  b e k a n n t  

u n d  w i r  s i n d  i n  d e r  L a g e ,  d i e  T a n g e n t i a l e b e n e  d e s s e l b e n  i n  e 

z u  f i n d e n ,  d e r e n  S c h n i t t  m i t  d e r  l ä n g s  P  b e r ü h r e n d e n  T a n 

g e n t i a l e b e n e  v o n  D  u n s  d i e  T a n g e n t e  T  i n  e  a n  d i e  B e r ü h r u n g s 

c u r v e  C  l i e f e r t ,  w o b e i  d i e  V e r b i n d u n g s g e r a d e  v o n  r ,  m i t  d e m 

j e n i g e n  P u n k t e  d e r  G e r a d e n  P \ ,  w e l c h e r  a u f  d e r  i n  e\ z u  E x e r 

r i c h t e t e n  S e n k r e c h t e n  l i e g t ,  d i e  R i c h t u n g  v o n  7 j  a n g i b t .  E  i s t  

d i e  N o r m a l e  i n  e d e r  d u r c h  d i e s e n  P u n k t  g e h e n d e n  N o r m a l -  

c u r v e  N c d e r  S c h r a u b u n g s f l ä c h e .  D i e  C h a r a k t e r i s t i k  d e r  T a n 

g e n t i a l e b e n e  i n  e z u r  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  b i l d e t  m i t  d e r  

T a n g e n t e  0  d e r  d u r c h  e g e h e n d e n  c o a x i a l e n  H e l i x  H  d e r  F l ä c h e  

e i n  P a a r ,  d i e  G e r a d e n  T, P  b i l d e n  e i n  z w e i t e s  P a a r  d e r  D u r c h 

m e s s e r i n v o l u t i o n  f ü r  d i e  I n d i c a t r i x  u n d  e s  l ä s s t  s i c h  d e s s h a l b  

d e r  z u r  T a n g e n t e  v o n  A v  i n  e  c o n j u g i r t e  D u r c h m e s s e r s t r a h l  I  

d e r s e l b e n  l e i c h t  e r m i t t e l n .  D i e  S e n k r e c h t e  d u r c h  Z y z u  I  

s c h n e i d e t  d a n n  E { i m  M i t t e l p u n k t e  3o [  d e s  z u  c x g e h ö r i g e n  

K r ü m m u n g s k r e i s e s  v o n  N e {.

U m  n u n  d i e  S p u r  N  d e r  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  i n  i r g e n d  e i n e r  

N o r m a l e b e n e  M  d e r  S c h r a u b u n g ,  d i e  w i r  a l s  H a u p t p r o j e c t i o n s -  

e b e n e  b e t r a c h t e n  k ö n n e n ,  z u  c o n s t r u i r e n ,  s u c h e n  w i r  d i e  S p u r  

w o  v o n  Q  i n  M  u n d  t r a g e n  d e r  G r ö s s e  u n d  d e m  S i n n e  n a c h  d i e  

L ä n g e  e , w p  v o n  ex a u f  H x b i s  z u m  P u n k t e  a u f ,  w e l c h e r  

b e r e i t s  e i n  P u n k t  d e r  N o r m a l s p u r  A r i s t .  D r e h t  m a n  i n  d e m 

s e l b e n  S i n n e  E x u n d  s o (  u m  Z { u m  d e n  W i n k e l  (el Z l =m) n a c h  E'% 

r e s p e c t i v e  3o ,  s o  i s t  E'z d i e  N o r m a l e  u n d  Eo  d e r  K r ü m m u n g s 

m i t t e l p u n k t  v o n  A r f ü r  d e n  P u n k t  -m .

III. Zur Construction umschriebener Developpablen der 
Schraubungsregelflächen.

4 .  I n  d i e s e m  A b s c h n i t t e  w i l l  i c h  m i c h  m i t  d e r  L ö s u n g  

f o l g e n d e r  A u f g a b e  b e f a s s e n

Sitzb. d. mathem.-naturw. CI.; CII. Bd., Abth. Il.a. 80
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I n  i r g e n d  e i n e m  P u n k t e  e  d e r  B e r ü h r u n g s c u r v e  C  

e i n e r  S c h  r a u b  u n g s  r e g e l f l ä c h e  A  m i t  e i n e r  i h r  u m 

s c h r i e b e n e n  D e v e l o p p a b l e n  D  i s t  d i e  O s c u l a t i o n s 

e b e n e  0  u n d  d a s  K r ü m m u n g s c e n t r u m  Me  d i e s e r  B e 

r ü h r u n g s c u r v e  z u  c o n s t r u i r e n .

E s  s e i  —  F i g .  3  —  0  d i e  R ü c k k e h r h e l i x  f ü r  d i e  a s y m p t o 

t i s c h e  F l ä c h e  d e r  g e g e b e n e n  S c h r a u b u n g s r e g e l f l ä c h e ,  C j  d i e  

P r o j e c t i o n  d e r  C y l i n d e r f l ä c h e ,  v o n  w e l c h e r  i m  v o r a n g e h e n d e n  

A b s c h n i t t e  d i e  R e d e  w a r ,  u n d  L  d i e  L a g e ,  i n  w e l c h e  d i e s e  P r o 

j e c t i o n  g e l a n g t ,  w e n n  s i e  u m  Z r i n  d e r  S c h r a u b u n g  e n t g e g e n 

g e s e t z t e m  S i n n e  e i n e  V i e r t e l d r e h u n g  v o l l z i e h t .  N e h m e n  w i r  

w e i t e r  a u f  Z  d e n  P u n k t  v  a n ,  w e l c h e r  i n  p o s i t i v e r  R i c h t u n g  v o n  

u n s e r e r  H a u p t p r o j e c t i o n s e b e n e  u m  d e n  P a r a m e t e r  p  e n t f e r n t  

i s t  u n d  b e t r a c h t e n  d e n s e l b e n  a l s  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  M i t t e l 

p u n k t  d e r  R i c h t u n g s k e g e l  S ,  K  d e r  S c h r a u b u n g s r e g e l f l ä c h e ,  

b e z i e h u n g s w e i s e  d e r  u m s c h r i e b e n e n  D e v e l o p p a b l e n ,  s o  i s t  O ,  

d i e  S p u r  d e s  e r s t e r e n ,  L  d i e  S p u r  d e s  l e t z t e r e n  K e g e l s  i n  d e r  

P r o j e c t i o n s e b e n e  u n d  e s  i s t  d a n n ,  w i e  b e k a n n t ,  d i e  B e r ü h r u n g s 

c u r v e  C  d i e  D u r c h d r i n g u n g s c u r v e  d e r  S c h r a u b u n g s r e g e l f l ä c h e  

m i t  e i n e r  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e  Q ,  d e r e n  G e r a d e n  C  b e r ü h r e n ,

0  s c h n e i d e n  u n d  z u  d e n  E r z e u g e n d e n  d e s  z u  K  i n  B e z u g  a u f  S  

p o l a r r e c i p r o k e n  K e g e l s  L  p a r a l l e l  s i n d .  I r g e n d  e i n  P u n k t  e  d e r  

B e r ü h r u n g s c u r v e  C  i s t  a l s o  d e r  S c h n i t t p u n k t  e i n e r  E r z e u g e n 

d e n  H  d e r  F l ä c h e  A  m i t  d e r  e n t s p r e c h e n d e n  E r z e u g e n d e n  R  

d e r  F l ä c h e  Q . 1

E r m i t t e l t  m a n  d a s  l ä n g s  H  d i e  S c h r a u b u n g s r e g e l f l ä c h e  o s -  

c u l i r e n d e  t f y p e r b o l o i d  II u n d  d a s  l ä n g s  R  d i e  F l ä c h e  Q  o s c u -  

l i r e n d e  H y p e r b o l o i d  R ,  d a n n  i s t  d i e  f r a g l i c h e  O s c u l a t i o n s 

e b e n e  0  d i e  O s c u l a t i o n s e b e n e  i n  e  f ü r  d i e  D u r c h d r i n g u n g s c u r v e  

d e r  F l ä c h e n  H u n d  R .  I s t  n u n  T  d i e  T a n g e n t e  i n  e  a n  C ,  s o  

i s t  0  d i e  l ä n g s  T  b e r ü h r e n d e  T a n g e n t i a l e b e n e  d e s  z u r  P u n k t 

r e i h e  a u f  T  d o p p e l t  c o n j u g i r t e n  K e g e l s  V  i n  B e z u g  a u f  d i e  

S c h m i e g u n g s h y p e r b o l o i d e  II, R .

D i e  C o n s t r u c t i o n  v o n  II i s t  b e k a n n t ,  w e s s h a l b  w i r  b l o s s  

a u f  d i e  C o n s t r u c t i o n  v o n  R  n ä h e r  e i n g e h e n  w o l l e n .

1 Monatshefte a. a. 0.
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D i e  G e r a d e  R  t r e f f e  0  i m  P u n k t e  o  u n d  b e r ü h r e  C  i m  

P u n k t e  e'. W e i l  O  e i n e  a s y m p t o t i s c h e  C u r v e  d e r  F l ä c h e  Q  i s t ,  

s o  i s t  d i e  T a n g e n t e  T 0 i n  o  a n  0  e i n e  E r z e u g e n d e  v o n  R .  A l s  

z w e i t e  E r z e u g e n d e  v o n  R  w e r d e n  w i r  d i e j e n i g e  R '  b e s t i m m e n ,  

w e l c h e  z u  R  p a r a l l e l  i s t .  Z u  d e m  B e h u f e  l e g e n  w i r  d u r c h  v  d i e  

E b e n e ,  w e l c h e  z u r  T a n g e n t i a l e b e n e  T 0 i n  o a n  Q ,  u n d  w e i t e r  

d i e  E b e n e ,  w e l c h e  z u r  p r o j i c i r e n d e n  T a n g e n t i a l e b e n e  T e - i n  e ' 

a n  Q  p a r a l l e l  i s t ,  s u c h e n  i h r e  P o l a r g e r a d e n  J , J '  i n  B e z u g  a u f  

d e n  K e g e l  L ,  l e g e n  d u r c h  o d i e  P a r a l l e l e  J 0 z u  J  u n d  d u r c h  e ' 

d i e  P a r a l l e l e  J e< z u  J ' .  B e i d e  P a r a l l e l e n  s c h n e i d e n  s i c h  i n  e i n e m  

P u n k t e  h ; d i e  G e r a d e  R '  i s t  a l s d a n n  d i e  z u  R  i n  B e z u g  a u f  d e n  

P u n k t  h  s y m m e t r i s c h e  G e r a d e . 1 D a s s  m a n  b e i  d e r  D u r c h f ü h r u n g  

d e r  s o e b e n  b e s c h r i e b e n e n  C o n s t r u c t i o n  n i c h t  d i e  K e g e l f l ä c h e  L  

s e l b s t  c o n s t r u i r e n  w i r d ,  s o n d e r n  d i e  C o n s t r u c t i o n e n ,  d i e  m i t  

H i l f e  d e r s e l b e n  d u r c h g e f ü h r t  w e r d e n  s o l l e n ,  d u r c h  d i e  R e c i -  

p r o c i t ä t  a u f  d e n  K e g e l  K  ü b e r t r ä g t ,  a l s o  z u e r s t  d i e  P o l a r e b e n e n  

v o n  J  u n d  J '  i n  B e z u g  a u f  S  a u f s u c h t  u n d  a u s  i h n e n  e r s t  d a n n  

d i e  G e r a d e n  J ,  J '  a b l e i t e t ,  i s t  n a t ü r l i c h .  D a s  R e s u l t a t  d i e s e r  

Ü b e r l e g u n g  i s t ,  w i e  l e i c h t  z u  e r k e n n e n ,  f o l g e n d e s :  I s t  e'{ d e r  

K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t  v o n  C r i n  e'v  s o  i s t  J 0 s e n k r e c h t  

z u  ( V / O i )  u n d  J e '  f ä l l t  m i t  (e '{e[)  z u s a m m e n .  D i e  C o n t u r  K [  v o n  R  

i s t  a l s  K e g e l s c h n i t t ,  d e r  T 0 , b e r ü h r t  u n d  C t i n  e[ o s c u l i r t ,  

s o m i t  b e s t i m m t .  D a d u r c h  i s t  a u c h  R  b e r e i t s  g e f u n d e n ,  d e n n  

j e d e  E r z e u g e n d e  X  v o n  R ,  w e l c h e  R  s c h n e i d e t ,  h a t  i h r e  P r o 

j e c t i o n  i n  e i n e r  T a n g e n t e  v o n  K [  u n d  l i e g t  i n  d e r  T a n g e n t i a l 

e b e n e  d e r  F l ä c h e  Q  i m  P u n k t e  ( X R )  u n d  k a n n  d e m n a c h  o h n e -  

w e i t e r s  e r h a l t e n  w e r d e n .  D i e  T a n g e n t e n  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  K [  

b e k o m m t  m a n  a u s  d e n  e n t s p r e c h e n d e n  T a n g e n t e n  d e s  K r ü m 

m u n g s k r e i s e s  K x v o n  C ,  i n  e[ v e r m i t t e l s t  c e n t r i s c h e r  C o l l i n e a t i o n  

d i e  z w i s c h e n  K }, K [  b e s t e h t ,  i n  e i n f a c h e r  W e i s e .  F ü r  d i e s e  

c e n t r i s c h  c o l l i n e a r e  L a g e  i s t ,  w i e  b e k a n n t ,  R l d i e  C o l l i n e a t i o n s -  

a x e .  D e r  T a n g e n t e  R [  e n t s p r i c h t  d i e  z u  i h r  p a r a l l e l e ,  v o n  i ? r v e r 

s c h i e d e n e  T a n g e n t e  R '+ \ d e s  K r e i s e s  K v  d e r  T a n g e n t e  T 0 e n t 

s p r i c h t  d i e  n o c h  d u r c h  o r a n  K { g e h e n d e  T a n g e n t e  To . D e m  

P u n k t e  j l =  ( R [T o i ) e n t s p r i c h t  d e r  P u n k t  j \ + =  ( R f+\ Tg ), s o  d a s s  

d i e  G e r a d e  ( j j f )  d u r c h  d a s  C o l l i n e a t i o n s c e n t r u m  r t g e h t ,  w o d u r c h

i Man sehe Amerkung 1 auf S. 206.
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1 2 1 4 J. S o b o t k a ,

d i e s e s  a l s  S c h n i t t  v o n  ( j j i )  m i t  Ry  g e f u n d e n  w i r d ,  u n d  m a n  

j e t z t  l e i c h t  z u  j e d e m  E l e m e n t e  d a s  i h m  e n t s p r e c h e n d e  c o n 

s t r u i r e n  k a n n .

S u c h e n  w i r  z u n ä c h s t  d e n  B e r ü h r u n g s p u n k t  i  d e r  T a n 

g e n t e  T 0 m i t  d e m  K e g e l s c h n i t t  K\\  d e r s e l b e  e n t s p r i c h t  d e m  

B e r ü h r u n g s p u n k t  i\  v o n  T „  m i t  K } . N u n  i s t  { j \ e \)  l| ( i\ e'\) 'l (o }h\), 

w e s s h a l b  w i r  h a b e n

i\°\  —  e \ e \ e\h\ —  h ev e \̂ l \i

w e n n  ly d e r  S c h n i t t p u n k t  v o n  R \ [ ,  u n d  h[ d e r  S c h n i t t p u n k t  

v o n  R [  m i t  d e r  G e r a d e n  i s t .  A u s  d i e s e r  R e l a t i o n  f o l g t ,  d a s s  

a u c h

jy iy  iy Oy — J ] 1'y V J  \ ,

d a s s  a l s o  (r iy )  p a r a l l e l  z u  T 0 i s t .

M a n  e r m i t t e l t  a l s o  d a s  C o l l i n e a t i o n s c e n t r u m  d a d u r c h ,  

d a s s  m a n  d u r c h  d e n  v o n  e[ v e r s c h i e d e n e n  S c h n i t t p u n k t  d e r  

P o l a r e  v o n  Oy i n  B e z u g  a u f  K x d i e  P a r a l l e l e  z u  T 0 z i e h t ,  

w e l c h e  R { b e r e i t s  i n  t r i f f t .  A u s  d i e s e r  e i n f a c h e n  E r w ä g u n g  

e r g i b t  s i c h ,  d a s s  K [  i m  A l l g e m e i n e n  e i n e  F t y p e r b e l  i s t ,  w e l c h e  C ,  

i n  e\ o s c u l i r t  u n d  T 0 z u r  A s j m i p t o t e  h a t .

D e m n a c h  i s t  R  m i t  d e n  B e s t i m m u n g s s t ü c k e n  v o n  0  a u c h  

s e l b s t  d i r e c t  g e g e b e n .

D i e  P a r a l l e l e  d u r c h  iy z u  Ry t r i f f t  d e n  K r e i s  K x n o c h  i m  

P u n k t e  fy  T r ä g t  m a n  e[o[ =  o xe[ a u f  Ry  a u f ,  d a n n  i s t  d i e  

d u r c h  o[ z u  ( i'y fy r) g e z o g e n e  P a r a l l e l e  Fy d i e  z w e i t e  A s j n n p t o t e  

v o n  K \ .

N a c h  d e r  g e p f l o g e n e n  V o r b e r e i t u n g  k a n n  d i e  D u r c h 

f ü h r u n g  d e r  e i n g a n g s  d i e s e s  A b s c h n i t t e s  g e s t e l l t e n  A u f g a b e  

r a s c h  b e w e r k s t e l l i g t  w e r d e n .  —  F i g .  4 .  ■— •

W i r  w o l l e n  d i e  S p u r  M m d e r  f r a g l i c h e n  O s c u l a t i o n s e b e n e  

i n  d e r  d u r c h  d e n  C e n t r a l p u n k t  c  v o n  H  g e l e g t e n  N o r m a l e b e n e ,  

d i e  w i r  z u g l e i c h  a l s  P r o j e c t i o n s e b e n e  b e t r a c h t e n ,  c o n s t r u i r e n .  

Z u e r s t  e r m i t t e l n  w i r  d i e  T a n g e n t e  T  i m  P u n k t e  e  a n  d i e  B e 

r ü h r u n g s c u r v e  C  a l s  d i e  S c h n i t t g e r a d e  d e r  T a n g e n t i a l e b e n e  d e r  

S c h r a u b u n g s f l ä c h e  m i t  d e r  T a n g e n t i a l e b e n e  d e r  F l ä c h e  0  i m  

P u n k t e  e. D i e  S e n k r e c h t e  M s d u r c h  c t a u f  Ry  i s t  d i e  S p u r  d e r  

e r s t e n  d e r  b e i d e n  B e r ü h r u n g s e b e n e n ;  d i e  S p u r  d e r  z w e i t e n  i s t
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d i e  G e r a d e  M 2',  w e l c h e  d u r c h  o f u n d  d u r c h  d e n  S c h n i t t p u n k t  

v o n  m i t  d e r  d u r c h  e v z u  ( O j Z , )  g e l e g t e n  P a r a l l e l e  g e h t .

M -  u n d  M 'J  s c h n e i d e n  s i c h  i m  S p u r p u n k t e  t  v o n  T.

E s  h a n d e l t  s i c h  n o c h  d a r u m ,  v i e r  w e i t e r e  P u n k t e  f ü r  d i e  

S p u r  V  d e s  K e g e l s  V  z u  e r m i t t e l n ,  u m  d a n n  a n  s i e  i n  t  d i e  

T a n g e n t e  M v\  w e l c h e  j a  d i e  v e r l a n g t e  S p u r  s e l b s t  i s t ,  c o n 

s t r u i r e n  z u  k ö n n e n .

D i e  S e n k r e c h t e  v o n  c { a u f  ( Z i e[)  i s t  d i e  P r o j e c t i o n  d e r  

d u r c h  e  g e h e n d e n  E r z e u g e n d e n  d e r  u m s c h r i e b e n e n  D e v e l o p 

p a b l e n  D ,  a l s o  d i e  P r o j e c t i o n  d e r  P o l a r e n  v o n  T  i n  B e z u g  a u f  1 1 .  

D e r  S c h n i t t p u n k t  w r d i e s e r  S e n k r e c h t e n  m i t  M z i s t  d a r u m  e i n  

z w e i t e r  P u n k t  v o n  V  F e r n e r  c o n s t r u i r e n  w i r  d i e  P o l a r e  v o n  T  

i n  B e z u g  a u f  R  a l s  d i e  h a r m o n i s c h  c o n j u g i r t e  z u  T  i n  B e z u g  

a u f  d i e  d u r c h  e g e h e n d e n  E r z e u g e n d e n  v o n  R ;  i h r  S p u r p u n k t  

h e i s s e  u . x J e t z t  e r ü b r i g t  n o c h ,  z w e i  P u n k t e  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  

a u f z u s u c h e n .  Z u  d e m  B e h u f e  w ä h l e n  w i r  a u f  T  z w e i  

P u n k t e  m , 11  u n d  b e s t i m m e n  i h r e  d o p p e l t c o n j u g i r t e n  G e r a d e n  i n  

B e z u g  a u f  b e i d e  S c h m i e g u n g s f l ä c h e n  I I ,  R .  I n  u n s e r e m  F a l l e  

w u r d e  d e r  P u n k t  111  v o n  T  i n  d e r  p r o j i c i r e n d e n  E b e n e  v o n  T„  a n 

g e n o m m e n .  D i e s e  E b e n e  g e h t  a l s o  d u r c h  m  u n d  b e r ü h r t  d a s  

F t y p e r b o l o i d  R  i m  u n e n d l i c h  f e r n e n  P u n k t e  i  v o n  T a; d e m n a c h  

g e h ö r t  d e r  P u n k t  i  d e r  P o l a r e b e n e  v o n  m  i n  B e z u g  a u f  R  a n ,  

w e l c h e  n e b s t d e m  d u r c h  (e u )  g e h e n  m u s s  u n d  s o m i t  h i n r e i c h e n d  

b e s t i m m t  i s t .  D i e  P a r a l l e l e  d u r c h  e z u  T 0 f ä l l t  m i t  H  z u s a m m e n ;  

d e s s h a l b  i s t  d i e  b e s a g t e  P o l a r e b e n e  i d e n t i s c h  m i t  d e r  E b e n e  ( u H ) ; 

i h r e  S p u r  i s t  d i e  G e r a d e  ( # | C , ) .  B e z ü g l i c h  d e s  H y p e r b o l o i d e s  I I  

s e h e n  w i r  a u s  d e m  U m s t a n d e ,  d a s s  m  i n  e i n e r  H a u p t e b e n e  

d i e s e s  H y p e r b o l o i d s ,  n ä m l i c h  i n  d e r  p r o j i c i r e n d e n  E b e n e  

v o n  T „  l i e g t ,  d a s s  s e i n e  P o l a r e b e n e  s e n k r e c h t  z u  d i e s e r  p r o 

j i c i r e n d e n  E b e n e  s e i n  w i r d  u n d  d a  d i e s e l b e  n e b s t d e m  d u r c h  (ew )  

g e h e n  m u s s ,  s o  i s t  d i e  a u s  w x a u f  T 0 g e f ä l l t e  S e n k r e c h t e  b e r e i t s  

d i e  S p u r  d e r  P o l a r e b e n e .  D e r  S c h n i t t p u n k t  x  b e i d e r  s o  e r m i t 

t e l t e n  S p u r e n  i s t  d i e  S p u r  d e r  d e m  P u n k t e  m  e n t s p r e c h e n d e n  

d o p p e l t c o n j u g i r t e n  G e r a d e n ;  e s  i s t  a l s o  x  e i n  w e i t e r e r  P u n k t  

v o n  V

Die von 7v’| verschiedene Tangente an Ky durch schneidet ( j f f y ) in 

einem Punkte, auf dessen Verbindungsgeraden mit r, durch T y und (e^ii) eine 

Streckc herausgeschnitten wird, welche durch halbirt wird.
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A l s  d e n  z w e i t e n  P u n k t  n  n e h m e n  w i r  d e n  u n e n d l i c h  f e r n e n  

P u n k t  v o n  T  a n .  S e i n e  P o l a r e b e n e  i n  B e z u g  a u f  R  g e h t  d u r c h  

d e n  M i t t e l p u n k t  q  d i e s e s  H y p e r b o l o i d s ,  w e l c h e r  i m  S c h n i t t e  

v o n  T ^ m i t  F l s e i n e  P r o j e c t i o n  h a t  u n d  i n  d e r  d u r c h  R  g e h e n d e n  

a s y m p t o t i s c h e n  E b e n e  v o n  R  e n t h a l t e n  i s t .  D i e  P a r a l l e l e  G  

d u r c h  O j  z u  (e\Z^) i s t  d i e  S p u r  d i e s e r  a s y m p t o t i s c h e n  E b e n e ;  s i e  

w i r d  v o n  (q xê ) i m  S p u r p u n k t e  g  d e r  G e r a d e n  (qe)  g e t r o f f e n ,  s o  

d a s s  (u g )  d i e  S p u r  d e r  P o l a r e b e n e  v o n  n  i n  B e z u g  a u f  R  i s t .

D i e  G e r a d e  (w o )  i s t  d i e  S p u r  d e r  P o l a r e b e n e  v o n  n  i n  B e 

z u g  a u f  H .  D e r  S c h n i t t p u n k t ^  d e r  S p u r e n  (u g )  u n d  (w o )  i s t  d e r  

f ü n f t e  P u n k t  v o n  V

B e z e i c h n e n  w i r  d e n  N a c h b a r p u n k t  v o n  t  a u f  V  d u r c h  t',  s o  

k ö n n e n  w i r  s c h l i e s s l i c h  M 0> a l s  d i e  S e i t e  (tt ')  d e s  P a s c a l ’ s c h e n  

S e c h s e c k s  u x y w t t '  e r h a l t e n ,  w o b e i  w i r  d i e  R e i h e n f o l g e  d e r  

E c k p u n k t e  s o  g e w ä h l t  h a b e n ,  d a s s  s o  w e n i g  a l s  m ö g l i c h  H i l f s 

g e r a d e n  v o n  N e u e m  g e z o g e n  w e r d e n  m ü s s e n ;  e s  i s t  h i e r  ( o c ) 

b e r e i t s  d i e  b e t r e f f e n d e  P a s c a l g e r a d e .

B e i  u n s e r e r  D a r s t e l l u n g  h a b e n  w i r  n o c h  d e n  P u n k t  11'  i m  

S c h n i t t e  v o n  T  m i t  d e r  d i e  A s y m p t o t e  F } p r o j i c i r e n d e n  E b e n e  

a n g e n o m m e n  u n d  d e n  i h m  z u g e h ö r i g e n  P u n k t  y '  v o n  V  a u f g e 

s u c h t .  D a  d i e s e  p r o j i c i r e n d e  E b e n e  e i n e  d u r c h  n '  g e h e n d e  

T a n g e n t i a l e b e n e  d e s  H y p e r b o l o i d e s  R  i s t ,  s o  i s t  d u r c h  d e r e n  

B e r ü h r u n g s p u n k t  /  u n d  d u r c h  d i e  G e r a d e  (e u )  d i e  P o l a r e b e n e  

v o n  n '  i n  B e z u g  a u f  R  b e s t i m m t .  D e r  P u n k t  /  i s t  n u n  a l s  d e r  

u n e n d l i c h  f e r n e  P u n k t  a u f  d e r  E r z e u g e n d e n  F  v o n  R ,  w e l c h e  R  

i n  o '  t r i f f t ,  a u c h  s c h o n  g e g e b e n .  Z i e h t  m a n  a l s o  d u r c h  e  d i e  

P a r a l l e l e  F e z u  F ,  s o  i s t  ( u F c) d i e  b e s a g t e  P o l a r e b e n e .  U m  n u n  

i h r e  S p u r  d a r z u s t e l l e n ,  s u c h e n  w i r  d e n  S p u r p u n k t  v o n  F e . D e r 

s e l b e  l i e g t  a u f  d e r  S p u r  d e r  E b e n e  ( R F ) ,  u n d  d a  d i e s e  E b e n e  

d i e  F l ä c h e  Q  i n  o '  b e r ü h r t ,  s o  h a t  m a n  b l o s s  d u r c h  o[ d i e  

P a r a l l e l e  z u  ( Z j O j )  z u  z i e h e n ,  b i s  s i e  ( Z xe'̂ ) i n  o'(  t r i f f t ;  ( o f o r)  i s t  

a l s d a n n  d i e  S p u r  v o n  ( R F ) .  D i e  G e r a d e  F c w i r d  v o n  d i e s e r  S p u r  

i m  P u n k t e  f a g e t r o f f e n  u n d  ( « / " )  i s t  d i e  S p u r  d e r  P o l a r e b e n e  

v o n  n '  i n  B e z u g  a u f  R .

W i r  s u c h e n  n o c h  d i e  P o l a r e b e n e  v o n  n '  i n  B e z u g  a u f  H .  

Z u  d e m  B e h u f e  l e g e n  w i r  d u r c h  n '  d i e  z u r  A x e  (co)  s e n k r e c h t e  

E b e n e  G ,  w e l c h e  s i e  i m  P u n k t e  g '  t r e f f e n  m ö g e .  T r a g e n  w i r  a u f  

d i e  A x e  (co)  d i e  L ä n g e  o c  —  co  a u f ,  s o  i s t  d e r  z u  g '  i n  B e z u g
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a u f  d i e  P u n k t e  c, c '  h a r m o n i s c h  c o n j u g i r t e  P u n k t  g "  d e r  P o l  

v o n  G ,  u n d  d a  G  d u r c h  1 1 '  g e h t ,  s o  m u s s  d i e  P o l a r e b e n e  d e s  

P u n k t e s  n '  d u r c h  g "  g e h e n ,  u n d  i iv g ” ) i s t  d i e  S p u r  d e r  P o l a r 

e b e n e  v o n  11 '  i n  B e z u g  a u f  H .  D i e  S p u r e n  (u  f s), (:w g ")  s c h n e i d e n  

s i c h  i m  S p u r p u n k t e  y '  d e r  z u  n '  d o p p e l t c o n j u g i r t e n  G e r a d e n  (ey')  

u n d j j /  i s t  e i n  w e i t e r e r  P u n k t  v o n  V.

E s  i s t  a u s  d e r  g a n z e n  D a r s t e l l u n g  e i n l e u c h t e n d ,  w i e  m a n  

v o r z u g e h e n  h ä t t e ,  w e n n  m a n  d i e  P u n k t e  m , n  o d e r  a u c h  d i e  

z u  Z  n o r m a l e  S p u r e b e n e  d e r  G e n a u i g k e i t  d e r  g r a p h i s c h e n  

D u r c h f ü h r u n g  h a l b e r  a n d e r s  a l s  i n  d e r  a n g e g e b e n e n  W e i s e  

w ä h l e n  m ü s s t e .

W i e  a u f  G r u n d  d e r  O s c u l a t i o n s e b e n e  0  h  ( e M ' " ' )  d i e  C o n 

s t r u c t i o n  d e s  K r ü m m u n g s k r e i s e s  d e r  B e r ü h r u n g s c u r v e  C  i m  

P u n k t e  e  o d e r  i h r e r  P r o j e c t i o n  i n  i r g e n d  e i n e  N o r m a l e b e n e  i n  

d e r  P r o j e c t i o n  v o n  e  v o r g e n o m m e n  w i r d ,  i s t  i m  I .  A b s c h n i t t e  

e r l e d i g t  w o r d e n . 1

5 .  W e n n  d i e  u m s c h r i e b e n e  D e v e l o p p a b l e  D  e i n e  C y l i n d e r -  

f l ä c h e  i s t ,  d a n n  i s t  C ,  e i n  P u n k t  u n d  d i e  S c h m i e g u n g s f l ä c h e  R  

w i r d  z u  e i n e m  h y p e r b o l i s c h e n  P a r a b o l o i d ;  a n  u n s e r e r  D a r s t e l l u n g  

ä n d e r t  s i c h  w e s e n t l i c h  n i c h t s .  W e n n  i n  d i e s e m  F a l l e  e s p e c i e l l  

e i n  P u n k t  v o n  C  a u f  d e r  S t r i c t i o n s h e l i x  d e r  S c h r a u b u n g s r e g e l 

f l ä c h e  i s t ,  s o  v e r e i n f a c h t  s i c h  n o c h  u n s e r e  L ö s u n g  b e d e u t e n d .  

W i r  w ä h l e n  h i e r  —  F i g .  5  —  d i e  S p u r -  u n d  z u g l e i c h  P r o j e c t i o n s -  

e b e n e  i n  d e r  E n t f e r n u n g p  v o n  e  i m  n e g a t i v e n  S i n n e  ( u n t e r h a l b )  

D a  h i e r  d i e  d e m  P u n k t e  e  e n t s p r e c h e n d e  G e r a d e  R  p a r a l l e l  z u r  

P r o j e c t i o n s e b e n e  i s t ,  s o  s i n d  d i e  S p u r e n  d e r  T a n g e n t i a l e b e n e n  

v o n  Q  i n  P u n k t e n  a u f  R  g l e i c h f a l l s  z u  R  p a r a l l e l .  W i r  e r m i t t e l n  

d i e  S c h n i t t p u n k t e  d i e s e r  S p u r e n  m i t  d e r  G e r a d e n  T 0 . E s  

w i r d  T 0r v o n  d e r  S p u r  d e r  T a n g e n t i a l e b e n e  d e s  P u n k t e s  e[ 

i n  =  o , ,  v o n  d e r  S p u r  d e r  T a n g e n t i a l e b e n e  d e s  P u n k t e s  o  i m  

P u n k t e  Mm ,  f ü r  d e n  o ^ m  —  Z {o { i s t ,  w o b e i  d e r  S i n n  v o n  o ^ m  

l e i c h t  b e s t i m m t  w i r d ,  v o n  d e r  a s y m p t o t i s c h e n  E b e n e  i n  ° ° m  g e 

t r o f f e n ,  w o b e i  d i e  S p u r  d e r  a s y m p t o t i s c h e n  E b e n e  d i e  u m  9 0 °  

u m  Z j  i n  e n t g e g e n g e s e t z t e m  S i n n e  d e r  S c h r a u b u n g  g e d r e h t e  

P o l a r e  v o n  e[ i n  B e z u g  a u f  O ,  i s t .  D i e  S p u r  M z f ü r  d i e  T a n 

g e n t i a l e b e n e  i n  e  c o n s t r u i r t  m a n  d a n a c h ,  d a s s  d i e  R e i h e  d e r
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P u n k t e  a u f  R l p r o j e c t i v  i s t  m i t  d e r  R e i h e  e n t s p r e c h e n d e r  S p u r 

p u n k t e  a u f  T 0 \ m a n  b r i n g t  d i e  G e r a d e  ( “ w « , )  m i t  {e[wm )  z u m  

S c h n i t t e ;  d u r c h  d e n  s o  e r h a l t e n e n  S c h n i t t p u n k t  g e h t  d a n n  M -  

p a r a l l e l  z u  R .

D i e  T a n g e n t e  T  a n  C  i n  e  i s t  d i e  S c h n i t t g e r a d e  d e r  

E b e n e  ( R M Z) m i t  d e r  p r o j i c i r e n d e n  E b e n e  d e r  d u r c h  e  g e h e n d e n  

E r z e u g e n d e n  d e r  S c h r a u b u n g s r e g e l f l ä c h e .  M a n  s i e h t ,  d a s s  h i e r  

d i e  T a n g e n t e  T  e i n e  E r z e u g e n d e  d e s  S c h m i e g u n g s p a r a b o l o i d s  R  

i s t ,  w o r a u s  m a n  e n t n i m m t ,  d a s s  ( e M z) z u g l e i c h  a u c h  d i e  O s c u 

l a t i o n s e b e n e  v o n  C  i m  P u n k t e  e i s t .

D i e  C o n s t r u c t i o n  d e s  K r ü m m u n g s h a l b m e s s e r s  p v o n  C  i n  

e i n e m  d e r a r t i g e n  P u n k t e  l ä s s t  s i c h  i n  b e k a n n t e r  W e i s e  d u r c h 

f ü h r e n .  F ü r  d i e  g e s c h l o s s e n e  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  b e k o m m e n  

w i r  a u s  d i e s e r  C o n s t r u c t i o n  a u c h  e i n e n  s e h r  e i n f a c h e n  A u s 

d r u c k  f ü r  p; s e i n e  A b l e i t u n g  w ü r d e  a b e r  n i c h t s  N e u e s  b i e t e n .

I s t  r  d e r  R a d i u s  v o n  O v  l  d i e  E n t f e r n u n g  d e s  P u n k t e s  C, 

v o n  Z j, p  w i e  f r ü h e r  d e r  P a r a m e t e r  d e r  S c h r a u b u n g ,  u n d  b e 

t r a c h t e n  w i r  d e n  S i n n  v o n  Z { C ,  a l s  p o s i t i v ,  d a n n  i s t

_  / V 2 + ^ 2 ( 2 / ± r ) 2 

{J —  ± 2  l r ( l ± r )

i n  w e l c h e m  A u s d r u c k e  e n t w e d e r  n u r  d i e  o b e r e n  o d e r  n u r  d i e  

u n t e r e n  Z e i c h e n  z u  n e h m e n  s i n d .  A u s  d i e s e r  F o r m e l  b e k o m m t  

m a n  a u c h  e i n e n  A u s d r u c k  f ü r  d i e  K r ü m m u n g s r a d i e n  d e r  

C u r v e  C ,  i n  i h r e n  S c h e i t e l n ,  f ü r  w e l c h e  s i c h  d i e  a b s o l u t e n  

I r
W e r t h e  — ----- - -  e r g e b e n .

2  ( /  r f c  r)

6 .  N i c h t  o h n e  I n t e r e s s e  i s t  d i e  Ü b e r t r a g u n g  d e r  C o n 

s t r u c t i o n e n  d i e s e s  A b s c h n i t t e s  a u f  d i e  n o r m a l e n  S c h r a u b u n g s 

r e g e l f l ä c h e n .  D a s  O s c u l a t i o n s h y p e r b o l o i d  I I  w i r d  j e t z t  z u  

e i n e m  h y p e r b o l i s c h e n  P a r a b o l o i d ,  d e s s e n  S c h e i t e l  d e r  C e n t r a l 

p u n k t  c  u n d  d e s s e n  A x e  d i e  S e n k r e c h t e  A  v o n  c  a u f  Z  i s t .  —  

F i g .  6 .  —  D i e  F l ä c h e  Q  k a n n  m a n  z u  u n s e r e n  Z w e c k e n  

d u r c h  e i n e  n o r m a l e  S c h r a u b u n g s r e g e l f l ä c h e  B  e r s e t z e n ,  d e r e n  

S t r i c t i o n s h e l i x  i n  d e n  K r ü m m u n g s k r e i s  K x v o n  C j  s i c h  p r o j i c i r t ,  

s o  d a s s  d i e  P r o j e c t i o n  e i n e r  E r z e u g e n d e n  ie e ')  u n d  e'( d i e  

P r o j e c t i o n  d e r  A x e  v o n  B  i s t . .  D i e  F l ä c h e  R  i s t  a l s o  e i n  h y p e r -
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b o l i s c h e s  P a r a b o l o i d ,  d e s s e n  S c h e i t e l  i n  e  u n d  d e s s e n  A x e  A '  

d i e  S e n k r e c h t e  v o n  e a u f  d i e  A x e  d e r  F l ä c h e  B  i s t .

B e z e i c h n e n  w i r  m i t  d  d e n  S c h n i t t p u n k t  { A A ') ,  s o  i s t  (d xcf) 

w i e  b e k a n n t  d i e  N o r m a l e  i n  a n  C , . H i e d u r c h  i s t  a u c h  d i e  

T a n g e n t e  T  i n  e  a n  d i e  B e r ü h r u n g s c u r v e  C  b e s t i m m t .

E s  i s t  l e i c h t  z u  s e h e n ,  d a s s  d e r  d o p p e l t c o n j u g i r t e  K e g e l  V  

v o n  T  i n  B e z u g  a u f  d i e  b e i d e n  P a r a b o l o i d e  I I ,  R  v o n  d e n  N o r 

m a l e b e n e n  d e r  S c h r a u b u n g  i n  K r e i s e n  g e s c h n i t t e n  w i r d .  W i r  

b r a u c h e n  n ä m l i c h  n u r  z u  z e i g e n ,  d a s s  d i e  i n  e i n e r  s o l c h e n  

N o r m a l e b e n e  g e l e g e n e n  S p u r g e r a d e n  d e r  P o l a r e b e n e n  P , „ ,  P ' „ .  

i r g e n d  e i n e s  P u n k t e s  111  v o n  T  i n  B e z u g  a u f  d i e  b e i d e n  P a r a 

b o l o i d e  z u  e i n a n d e r  s e n k r e c h t  s i n d .

L e g e n  w i r  d u r c h  m  d i e  z u r  T a n g e n t i a l e b e n e  v o n  I I  i m  

S c h e i t e l  c  p a r a l l e l e  E b e n e  Z ,  s o  l i e g t  i h r  P o l  z  b e z ü g l i c h  I I  a u f  A  

s y m m e t r i s c h  z u m  S c h n i t t p u n k t e  (A Z i)  i n  B e z u g  a u f  d e n  

S c h e i t e l  c  u n d  i s t  e i n  P u n k t  d e r  E b e n e  P , „ .  E b e n s o  w e n n  w i r  

d u r c h  m  d i e  z u r  T a n g e n t i a l e b e n e  v o n  R  i m  S c h e i t e l  e ' p a r a l l e l e  

E b e n e  U  l e g e n ,  i s t  d e r e n  P o l  z '  i n  B e z u g  a u f  R  d e r  z u m  

P u n k t e  (.A '7 J ) b e z ü g l i c h  e '  s y m m e t r i s c h  g e l e g e n e  P u n k t  v o n  A '\  

d e r s e l b e  i s t  e i n  P u n k t  d e r  E b e n e  P ' „ . E s  s i n d  a l s o  (ze), (z 'e)  d i e  

i n  d e r  d u r c h  e  g e h e n d e n  N o r m a l e b e n e  d e r  S c h r a u b u n g  g e 

l e g e n e n  S p u r e n  v o n  P m , r e s p e c t i v e  P ' m . D a s s  (ze)  ! (z'e)  i s t ,

e r g i b t  s i c h  u n m i t t e l b a r  a u s  d e r  Ä h n l i c h k e i t  d e r  D r e i e c k e  (zce), 

(z 'e 'e).

W i r  w o l l e n  d e n  S p u r k r e i s  V  d e s  K e g e l s  V  e r m i t t e l n ,  

w e l c h e r  i n  d e r  N o r m a l e b e n e  d e r  S c h r a u b u n g  s i c h  b e f i n d e t ,  d i e  

v o n  e i n  n e g a t i v e m  S i n n e  d i e  E n t f e r n u n g  p  b e s i t z t .  I s t  a l s 

d a n n  v  d i e  S p u r  v o n  T, f ü r  w e l c h e  e l v i =  eyd v  d a n n  l i e g t  d e r  

S p u r p u n k t  p  d e r  P o l a r e  v o n  T  i n  B e z u g  a u f  H  i n  d e r  d u r c h  v  

z u  ( c e ) g e z o g e n e n  P a r a l l e l e n  u n d  e s  i s t  (e {p f)  J  ( Z j ß ( ) ,  e[p l —  Z ye\. 

A u s  d e m s e l b e n  G r u n d e  l i e g t  d e r  S p u r p u n k t  q  d e r  P o l a r e  v o n  7  

i n  B e z u g  a u f  R  i n  d e r  d u r c h  v  z u  (ee ')  g e z o g e n e n  P a r a l l e l e n

■ u n d  e s  i s t  (eyqf) \_ (e'/c^, e i q ] e " c x.

S e t z e n  w i r  ce  —  h e c 'r z z V ,  c xZ x —  r , e\e'{ —  r ' , s o  i s t  

v lp l —  2 l'ds^ r, v vq x —  2 1  ± r ' ,  w o b e i  i n  d e r  W a h l  d e r  Z e i c h e n  

k e i n  Z w e i f e l  o b l i e g e n  k a n n .

A u s  d e r  L a g e  d e s  D u r c h m e s s e r s  p q  e r g i b t  s i c h  d i e  L a g e  

d e s  z u  v g e h ö r i g e n  D u r c h m e s s e r s  v o n  L  a l s o  a u c h  d i e

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



1220 J. S o b o t k a ,

S p u r  M ia d e r  O s c u l a t i o n s e b e n e  0  a l s  d i e  T a n g e n t e  v o n  V  i m  

P u n k t e  v  ä u s s e r s t  e i n f a c h .

D i e s e  E n t w i c k e l u n g  l i e f e r t  f o l g e n d e  C o n s t r u c t i o n  d e r  O s 

c u l a t i o n s e b e n e  0 .  M a n  z i e h t  d u r c h  d e n  H a l b i r u n g s p u n k t  

v o n  c ]Z l d i e  P a r a l l e l e  z u  d u r c h  d e n  H a l b i r u n g s p u n k t  

v o n  e [e 'l  d i e  P a r a l l e l e  z u  A r  B e z e i c h n e n  w i r  d e n  S c h n i t t p u n k t  

d i e s e r  P a r a l l e l e n  m i t ^ ' j ,  a l s d a n n  i s t  d i e  S p u r  M 0> d e r  g e s u c h t e n  

O s c u l a t i o n s e b e n e  p a r a l l e l  z u  (d jg j).

I s t  n u n  d i e  O s c u l a t i o n s e b e n e  0  g e f u n d e n ,  s o  k a n n  m a n  

d e n  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t  o { v o n  C { i n  eY n a c h  e i n e r  i n  C I ,  

S .  9 1 1 ,  F i g .  1 ,  e n t w i c k e l t e n  C o n s t r u c t i o n  a u f s u c h e n .  I m  S c h n i t t 

p u n k t e  v o n  ( Z ^ j)  m i t  ( d ^ )  e r r i c h t e t  m a n  d i e  S e n k r e c h t e  

z u  ( d j ß j ) ,  w e l c h e  d i e  G e r a d e  ( e ^ )  i n  s c h n e i d e n  m ö g e ;  d i e  

S e n k r e c h t e  i n  i [ a u f  ( d {g r)  t r i f f t  d i e  N o r m a l e  ( d l e]) v o n  C t i m  

v e r l a n g t e n  P u n k t e  o x. D a  b e z ü g l i c h  d e r  L ö s u n g  u n s e r e r  A u f 

g a b e  d i e  g e g e b e n e  n o r m a l e  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  u n d  d i e  S c h r a u 

b u n g s f l ä c h e  B  i h r e  R o l l e n  a u c h  a u s t a u s c h e n  k ö n n e n ,  s o  k a n n  

m a n  a u c h  i m  S c h n i t t p u n k t e  v o n  (d l e 1) m i t  d i e  S e n k r e c h t e

z u  ( d l el) e r r i c h t e n ,  w e l c h e  d i e  G e r a d e  (c l el) i m  P u n k t e  j { t r e f f e n  

m ö g e .  D i e  S e n k r e c h t e  v o n  j { a u f  ( d l g l ) t r i f f t  ( d xê ) a b e r m a l s  i m  

f r a g l i c h e n  P u n k t e  o l .

V e r e i n g e n  w i r  d i e  z w e i  l e t z t e n  v o n  e i n a n d e r  u n a b h ä n g i g e n  

C o n s t r u c t i o n e n ,  s o  b e k o m m e n  w i r  d e n  K r ü m m u n g s m i t t e l 

p u n k t  O j ,  o h n e  e r s t  a u f  v o r h e r g e g a n g e n e  E r ö r t e r u n g e n  R ü c k 

s i c h t  n e h m e n  z u  m ü s s e n ,  e i n f a c h  d a d u r c h ,  d a s s  w i r  (d Ye^  m i t  

d e r  G e r a d e n  (z ’j / )  z u m  S c h n i t t e  b r i n g e n .  D i e s e  C o n s t r u c t i o n  

v o n  O j  b e s t i m m t  a u c h  d i e  O s c u l a t i o n s e b e n e  0 ,  i n d e m  s e n k 

r e c h t  z u  (d {g^), a l s o  s e n k r e c h t  z u r  S p u r  M 0) v o n  0  s e i n  m u s s .

D a s s  ( / j 7j )  s e n k r e c h t  z u  (d lg l) i s t ,  f o l g t  a u c h  l e i c h t  a u s  

p l a n i m e t r i s c h e n  G r ü n d e n ;  w i r  f i n d e n  n ä m l i c h ,  w e n n  w i r  d {e { —  d

i ~ • -r,
s e t z e n ,  d a s s  i, e,  =  -- - - - - - - - - - - —  ,  w o r a u s  d i e  R i c h -

11 2 l =h r  1 1 2 rd= r

t i g k e i t  u n s e r e r  B e h a u p t u n g  s i c h  s o g l e i c h  e r g i b t .

W e n n  i n  b e s o n d e r e m  F a l l e  d e r  P u n k t  e a u f  d i e  S t r i c t i o n s -  

h e l i x  d e r  g e g e b e n e n  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  z u  l i e g e n  k o m m t ,  o d e r  

w e n n  e{ a u f  l i e g t ,  d a n n  e r g i b t  s i c h  f ü r  d e n  K r ü m m u n g s h a l b -

/ *
m e s s e t - v o n  C ,  a u s  d e n  l e t z t e n  G l e i c h u n g e n  d e r  W e r t h  - - - - - - - - - - - - r

1 ^  O  7 l .
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b e z i e h u n g s w e i s e  9  — — , w o b e i  b e z ü g l i c h  d e s  Z e i c h e n s  w i e d e r

d i e  W a h l  l e i c h t  z u  t r e f f e n  i s t .  A u c h  d i e  G e r a d e  ( ixj j ) ,  a l s o  d i e  

O s c u l a t i o n s e b e n e  0  s e l b s t  e r g i b t  s i c h  a u s  d e n  g e n a n n t e n  

G l e i c h u n g e n  f ü r  d i e s e  S p e c i a l l a g e n  v o n  e  o h n e w e i t e r s ;  ü b r i g e n s  

b l e i b t  d i e  z u e r s t  g e g e b e n e  C o n s t r u c t i o n  v o n  ( d xgf)  a u c h  h i e r  

a n w e n d b a r .

U n s e r e  B e t r a c h t u n g e n  l i e f e r n  n e b e n b e i  d i e  L ö s u n g  f o l g e n 

d e r  A u f g a b e .  E i n  r e c h t e r  W i n k e l  b e w e g t  s i c h  i n  s e i n e r  E b e n e  

d e r a r t ,  d a s s  s e i n e  S c h e n k e l  b e s t ä n d i g  z w e i  f e s t e  C u r v e n  

b e r ü h r e n ;  e s  i s t  d e r  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t  d e r  d u r c h  d e n  

S c h e i t e l  d e s  W i n k e l s  b e s c h r i e b e n e n  B a h n  i n  i r g e n d  e i n e m  

P u n k t e  e  d e r s e l b e n  z u  e r m i t t e l n .

D i e  d e r  N a t u r  d e r  A u f g a b e  e n t s p r e c h e n d e  L ö s u n g  l ä s s t  s i c h  

u n m i t t e l b a r  v o r n e h m e n ,  i n d e m  d e r  W e n d e k r e i s  d e r  u m g e k e h r t e n  

B e w e g u n g  b e k a n n t  i s t ,  d a  e r  d u r c h  d i e  P u n k t e  d v  Z , ,  e'{ g e h t .  D i e  

e l e g a n t e  D u r c h f ü h r u n g  d e r  L ö s u n g  u n s e r e r  A u f g a b e  a u f  d i e s e r  

G r u n d l a g e  g i b t  i n  e i n f a c h s t e r  A n o r d n u n g  B u r m e s t e r  i n  s e i n e m  

L e h r b u c h e  d e r  K i n e m a t i k  a n  b e t r e f f e n d e r  S t e l l e .

IV . Zur Construction von Conturen und Conturevoluten der 
Schraubungsflächen.

7 .  E s  m ö g e  z u n ä c h s t  e i n e  B e m e r k u n g  ü b e r  d i e  C o n t u r -  

b e s t i m m u n g  e i n e r  F l ä c h e  ü b e r h a u p t  v o r a u s g e s c h i c k t  w e r d e n .

E s  s e i  E  e i n e  E b e n e ,  i n  d i e  w i r  d i e  g e g e b e n e  F l ä c h e  R  v o n  

i r g e n d  e i n e m  i m  E n d l i c h e n  g e l e g e n e n  o d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  

C e n t r u m  q  p r o j i c i r e n .  D e r  B e r ü h r u n g s k e g e l  d e r  F l ä c h e ,  w e l c h e r  

i n  q  s e i n e n  M i t t e l p u n k t  h a t ,  s c h n e i d e t  d i e  E b e n e  E  i n  d e r  C o n -  

t u r c u r v e  C '  d e r  P r o j e c t i o n  d i e s e r  F l ä c h e .  E i n e  b e l i e b i g e ,  d u r c h  q  

g e h e n d e  T a n g e n t i a l e b e n e  d e r  F l ä c h e  s c h n e i d e t  d e m n a c h  d i e  

P r o j e c t i o n s e b e n e  i n  e i n e r  T a n g e n t e  d e r  C o n t u r c u r v e ;  d e r  B e 

r ü h r u n g s p u n k t  e1 d i e s e r  T a n g e n t e  i s t  d i e  P r o j e c t i o n  d e s  B e 

r ü h r u n g s p u n k t e s  e  d e r  F l ä c h e  m i t  d e r  e r w ä h n t e n  T a n g e n t i a l 

e b e n e .

Z u  d i e s e r  a l l g e m e i n  g e b r a u c h t e n  C o n s t r u c t i o n  v o n  C '  

w o l l e n  w i r  n o c h  h i n z u f ü g e n ,  w i e  m a n  d e n  K r ü m m u n g s k r e i s  K  

d i e s e r  C o n t u r  f ü r  d e n  b e l i e b i g  a u f  C '  g e l e g e n e n  P u n k t  e '  e r 

m i t t e l n  w ü r d e .

V %
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W i r  d e n k e n  u n s  n ä m l i c h  e i n e  d i e  g e g e b e n e  F l ä c h e  i n  c- 

o s c u l i r e n d e  F l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s  F  u n d  p r o j i c i r e n  d i e s e l b e  

e b e n f a l l s  v o n  q  a u s  i n  d i e  E b e n e  E ;  d a n n  o s c u l i r t  d e r  C o n t u r -  

k e g e l s c h n i t t  F '  d e r  P r o j e c t i o n  v o n  F  d i e  C u r v e  C '  i m  

P u n k t e  e

D e r  K r ü m m u n g s k r e i s  v o n  F '  i n  e ’  i s t  a l s o  d e r  g e s u c h t e  

K r e i s  K ;  s e i n  M i t t e l p u n k t  k  i s t  d e r j e n i g e  P u n k t  d e r  C o n t u r -  

e v o l u t e ,  i n  w e l c h e m  d i e s e l b e  v o n  d e r  N o r m a l e n  i n  e ' z u  C '  b e 

r ü h r t  w i r d .  D e r  K e g e l s c h n i t t  F '  i s t  d i e  P r o j e c t i o n  d e s j e n i g e n  

K e g e l s c h n i t t e s  F  v o n  F ,  w e l c h e r  i n  d e r  P o l a r e b e n e  Q  d e s  

P u n k t e s  q  i n  B e z u g  a u f  F  e n t h a l t e n  i s t .  S o m i t  g e h t  Q  d u r c h  d i e  

P o l a r e  v o n  (qe)  i n  B e z u g  a u f  d i e  F l ä c h e  F ,  o d e r  m i t  a n d e r e n  

W o r t e n ,  d u r c h  d e n  z u  (qe)  c o n j u g i r t e n  D u r c h m e s s e r  L  d e r  

I n d i c a t r i x  i n  e f ü r  d i e  g e g e b e n e  F l ä c h e  R .  I r g e n d  e i n  K e g e l 

s c h n i t t  G  a u f  F  h a t  m i t  F  z w e i  P u n k t e  g e m e i n s c h a f t l i c h ;  s e i n e  

P r o j e c t i o n  G '  b e r ü h r t  d e s s h a l b  F '  i n  z w e i  P u n k t e n .  F a l l e n  n u n  

d i e  S c h n i t t p u n k t e  v o n  F  u n d  G  z u s a m m e n ,  b e i s p i e l s w e i s e  i m  

P u n k t e  e, d a n n  s c h m i e g t  s i c h  G '  d e m  K e g e l s c h n i t t e  F '  h i e r  i m  

P u n k t e  e '  v i e r p u n k t i g  a n ,  s o  d a s s  d e r  K r ü m m u n g s k r e i s  v o n  G '  

m i t  d e m  f r a g l i c h e n  K r e i s e  I i  i d e n t i s c h  i s t .

H i e r a u s  r e s u l t i r t  b e i l ä u f i g  f o l g e n d e  C o n s t r u c t i o n  v o n  k, 

r e s p e c t i v e  K .

M a n  s u c h t  z u  d e m  p r o j i c i r e n d e n  S t r a h l e  (qe)  d e n  c o n j u g i r t e n  

S t r a h l  L  d e r  I n d i c a t r i x  d e s  P u n k t e s  e, l e g t  d u r c h  L  e i n e  b e l i e b i g e  

E b e n e  ( i n s b e s o n d e r e  d i e  N o r m a l e b e n e )  u n d  e r m i t t e l t  i n  b e 

k a n n t e r  W e i s e  d e n  K r ü m m u n g s k r e i s  G  d e r  S c h n i t t c u r v e  v o n  R  

m i t  d i e s e r  E b e n e ;  d e r  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t  d e r  P r o j e c t i o n  G '  

d i e s e s  K r e i s e s  i n  e '  i s t  d e r  g e s u c h t e  P u n k t  k.

F ü r  d i e  C o n t u r  d e r  O r t h o g o n a l p r o j e c t i o n  e i n e r  F l ä c h e  

f ü h r t  u n s  d i e s e  C o n s t r u c t i o n  l e i c h t  z u  e i n e r  v o n  M a n n h e i m  

( C o u r s  d e  g e o m .  d e s c r . ,  2 .  A u f l . ,  S .  3 0 1 )  h e r r ü h r e n d e n  F o r m e l ,  

n a c h  w e l c h e r  d e r  K r ü m m u n g s r a d i u s  v o n  C  f ü r  i r g e n d  e i n e n  

P u n k t  e '  b e r e c h n e t  w i r d .

K e n n t  m a n  u m g e k e h r t  z u  d e m  a u s  i r g e n d  e i n e m  P u n k t e  

a u f  (qe)  d e r  F l ä c h e  R  u m s c h r i e b e n e n  K e g e l  e i n e n  l ä n g s  (qe)  

s i c h  a n s c h m i e g e n d e n  K e g e l  z w e i t e n  G r a d e s ,  s o  k a n n  m a n  

d a r a u s  l e i c h t  d i e  K r ü m m u n g  i n  e  d e r  S c h n i t t c u r v e  v o n  R  m i t  

e i n e r  d u r c h  L  g e l e g t e n  E b e n e  e r m i t t e l n .
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8 .  D i e  Ü b e r t r a g u n g  d e r  j e t z t  b e s p r o c h e n e n  C o n s t r u c t i o n e n  

a u f  S c h r a u b u n g s f l ä c h e n  u n t e r l i e g t  k e i n e n  S c h w i e r i g k e i t e n ,  d a  

m a n  z u m  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t e  e i n e r  C u r v e  a u f  d e r  S c h r a u 

b u n g s f l ä c h e  i n  j e d e m  P u n k t e ,  f ü r  d e n  m a n  d i e  O s c u l a t i o n s e b e n e  

d e r  C u r v e  k e n n t ,  a u f  k u r z e m  W e g e  g e l a n g e n  k a n n .

F ü r  d i e  C o n s t r u c t i o n  d e r  C o n t u r  u n d  C o n t u r e v o l u t e  d e r  

P r o j e c t i o n  e i n e r  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  f ü r  d e n  F a l l ,  d a s s  w i r  a u s  

i r g e n d  e i n e m  i m  E n d l i c h e n  g e l e g e n e n  o d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  

P u n k t e  q  i n  e i n e  N o r m a l e b e n e  M  d e r  S c h r a u b u n g  p r o j i c i r e n ,  

f o l g e r n  w i r  a u s  d e m  I I .  A b s c h n i t t e  e i n  s e h r  e i n f a c h e s  V e r 

f a h r e n .

W i r  p r o j i c i r e n  d i e  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  m i t  d e r  B e r ü h r u n g s 

c u r v e  C  d e s  p r o j i c i r e n d e n  B e r ü h r u n g s k e g e l s  a u s s e r d e m  a u c h  

o r t h o g o n a l  i n  d i e  E b e n e  M .  I s t  n u n  c  e i n  P u n k t  a u f  C ,  u n d  E  

d i e  N o r m a l e  i n  e  d e r  d i e s e m  P u n k t e  e n t s p r e c h e n d e n  N o r m a l -  

c u r v e  d e r  S c h r a u b u n g s f l ä c h e ,  s o  f ä l l t  m a n  d e r  i n  F i g .  2  d a r g e 

s t e l l t e n  C o n s t r u c t i o n  z u f o l g e  v o n  Z ,  a u f  (q xe j )  d i e  S e n k r e c h t e ,  

w e l c h e  E x i m  P u n k t e  e[ t r i f f t .  A l s d a n n  i s t  m a n  i m  S t a n d e ,  d e n  

P u n k t  r  a u f  E  n a c h  d e r  E r l ä u t e r u n g  d e s  A r t .  z u  c o n s t r u i r e n ;  

d i e  C e n t r a l p r o j e c t i o n  d i e s e s  P u n k t e s  i s t  d e r  d e r  C e n t r a l p r o j e c t i o n  

v o n  e  e n t s p r e c h e n d e  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t  d e r  C o n t u r c u r v e .

D i e s e s  V e r f a h r e n  l ä s s t  s i c h  a u c h  b e i  d e r  C o n t u r b e s t i m m u n g  

d e r  P r o j e c t i o n  e i n e r  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  v e r w e n d e n ,  w e n n  d i e  

P r o j e c t i o n s e b e n e  E  w i e  i m m e r  g e g e n  d i e  S c h r a u b u n g s a x e  g e 

n e i g t  i s t .  D a s s e l b e  f ü h r t ,  w a s  d i e  D a r s t e l l u n g  a n b e l a n g t ,  a l l 

g e m e i n  r a s c h e r  z u m  Z i e l e ,  a l s  d a s  v o r d e m  e r l ä u t e r t e .  E s  m ö g e  

d i e  D u r c h f ü h r u n g  h i e r  s k i z z i r t  w e r d e n .

I s t  d a s  P r o j e c t i o n s c e n t r u m  q  i m  E n d l i c h e n ,  s o  l e g t  m a n  

d u r c h  d a s s e l b e  e i n e  N o r m a l e b e n e  d e r  S c h r a u b u n g  M (/, d i e  m a n  

a l s  z w e i t e  P r o j e c t i o n s e b e n e  b e t r a c h t e t ,  i n  w e l c h e  o r t h o g o n a l  

p r o j i c i r t  w i r d .  D i e  P r o j e c t i o n  a u f  d i e s e  E b e n e  s t e l l t  m a n  i n  d e r  

U m k l a p p u n g  i n  d i e  P r o j e c t i o n s e b e n e  E  d a r .  E s  s e i  a b e r m a l s  e 

d e r  B e r ü h r u n g s p u n k t  e i n e r  d u r c h  q  g e h e n d e n  B e r ü h r u n g s e b e n e  

d e r  S c h r a u b u n g s f l ä c h e ;  s e i n e  O r t h o g o n a l p r o j e c t i o n  e!L a u f  

u n d  a u s  d i e s e r  s e i n e  C e n t r a l p r o j e c t i o n  e '  a u f  E  w i r d  i n  b e 

k a n n t e r  W e i s e  d a r g e s t e l l t .  N u n  e r m i t t e l n  w i r  d i e  d e m  P u n k t e  e 

g e h ö r i g e  N o r m a l e b e n e  d e r  S c h r a u b u n g  M t. u n d  z u  d e r  i n  i h r  

g e l e g e n e n  S p u r  d e s  a u s  q  d e r  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  u m s c h r i e b e n e n
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W i r  d e n k e n  u n s  n ä m l i c h  e i n e  d i e  g e g e b e n e  F l ä c h e  i n  e 

o s c u l i r e n d e  F l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s  F  u n d  p r o j i c i r e n  d i e s e l b e  

e b e n f a l l s  v o n  q  a u s  i n  d i e  E b e n e  E ;  d a n n  o s c u l i r t  d e r  C o n t u r -  

k e g e l s c h n i t t  F '  d e r  P r o j e c t i o n  v o n  F  d i e  C u r v e  C '  i m  

P u n k t e  e

D e r  K r ü m m u n g s k r e i s  v o n  F '  i n  e '  i s t  a l s o  d e r  g e s u c h t e  

K r e i s  K \  s e i n  M i t t e l p u n k t  k  i s t  d e r j e n i g e  P u n k t  d e r  C o n t u r -  

e v o l u t e ,  i n  w e l c h e m  d i e s e l b e  v o n  d e r  N o r m a l e n  i n  e '  z u  C '  b e 

r ü h r t  w i r d .  D e r  K e g e l s c h n i t t  F '  i s t  d i e  P r o j e c t i o n  d e s j e n i g e n  

K e g e l s c h n i t t e s  F  v o n  F ,  w e l c h e r  i n  d e r  P o l a r e b e n e  Q  d e s  

P u n k t e s  q  i n  B e z u g  a u f  F  e n t h a l t e n  i s t .  S o m i t  g e h t  Q  d u r c h  d i e  

P o l a r e  v o n  (qe)  i n  B e z u g  a u f  d i e  F l ä c h e  F ,  o d e r  m i t  a n d e r e n  

W o r t e n ,  d u r c h  d e n  z u  (qe)  c o n j u g i r t e n  D u r c h m e s s e r  L  d e r  

I n d i c a t r i x  i n  e  f ü r  d i e  g e g e b e n e  F l ä c h e  R .  I r g e n d  e i n  K e g e l 

s c h n i t t  G  a u f  F  h a t  m i t  F  z w e i  P u n k t e  g e m e i n s c h a f t l i c h ;  s e i n e  

P r o j e c t i o n  G '  b e r ü h r t  d e s s h a l b  F f i n  z w e i  P u n k t e n .  F a l l e n  n u n  

d i e  S c h n i t t p u n k t e  v o n  F  u n d  G  z u s a m m e n ,  b e i s p i e l s w e i s e  i m  

P u n k t e  e, d a n n  s c h m i e g t  s i c h  G '  d e m  K e g e l s c h n i t t e  F '  h i e r  i m  

P u n k t e  e '  v i e r p u n k t i g  a n ,  s o  d a s s  d e r  K r ü m m u n g s k r e i s  v o n  G ' 

m i t  d e m  f r a g l i c h e n  K r e i s e  K  i d e n t i s c h  i s t .

H i e r a u s  r e s u l t i r t  b e i l ä u f i g  f o l g e n d e  C o n s t r u c t i o n  v o n  k, 

r e s p e c t i v e  K .

M a n  s u c h t  z u  d e m  p r o j i c i r e n d e n  S t r a h l e  (qe)  d e n  c o n j u g i r t e n  

S t r a h l  L  d e r  I n d i c a t r i x  d e s  P u n k t e s  e, l e g t  d u r c h  L  e i n e  b e l i e b i g e  

E b e n e  ( i n s b e s o n d e r e  d i e  N o r m a l e b e n e )  u n d  e r m i t t e l t  i n  b e 

k a n n t e r  W e i s e  d e n  K r ü m m u n g s k r e i s  G  d e r  S c h n i t t c u r v e  v o n  R  

m i t  d i e s e r  E b e n e ;  d e r  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t  d e r  P r o j e c t i o n  G '  

d i e s e s  K r e i s e s  i n  ef i s t  d e r  g e s u c h t e  P u n k t  k.

F ü r  d i e  C o n t u r  d e r  O r t h o g o n a l p r o j e c t i o n  e i n e r  F l ä c h e  

f ü h r t  u n s  d i e s e  C o n s t r u c t i o n  l e i c h t  z u  e i n e r  v o n  M a n n h e i m  

( C o u r s  d e  g e o m .  d e s c r . ,  2 .  A u f l . ,  S .  3 0 1 )  h e r r ü h r e n d e n  F o r m e l ,  

n a c h  w e l c h e r  d e r  K r ü m m u n g s r a d i u s  v o n  C '  f ü r  i r g e n d  e i n e n  

P u n k t  e '  b e r e c h n e t  w i r d .

K e n n t  m a n  u m g e k e h r t  z u  d e m  a u s  i r g e n d  e i n e m  P u n k t e  

a u f  (qe)  d e r  F l ä c h e  R  u m s c h r i e b e n e n  K e g e l  e i n e n  l ä n g s  (qe)  

s i c h  a n s c h m i e g e n d e n  K e g e l  z w e i t e n  G r a d e s ,  s o  k a n n  m a n  

d a r a u s  l e i c h t  d i e  K r ü m m u n g  i n  e  d e r  S c h n i t t c u r v e  v o n  R  m i t  

e i n e r  d u r c h  L  g e l e g t e n  E b e n e  e r m i t t e l n .
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8 .  D i e  Ü b e r t r a g u n g  d e r  j e t z t  b e s p r o c h e n e n  C o n s t r u c t i o n e n  

a u f  S c h r a u b u n g s f l ä c h e n  u n t e r l i e g t  k e i n e n  S c h w i e r i g k e i t e n ,  d a  

m a n  z u m  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t e  e i n e r  C u r v e  a u f  d e r  S c h r a u 

b u n g s f l ä c h e  i n  j e d e m  P u n k t e ,  f ü r  d e n  m a n  d i e  O s c u l a t i o n s e b e n e  

d e r  C u r v e  k e n n t ,  a u f  k u r z e m  W e g e  g e l a n g e n  k a n n .

F ü r  d i e  C o n s t r u c t i o n  d e r  C o n t u r  u n d  C o n t u r e v o l u t e  d e r  

P r o j e c t i o n  e i n e r  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  f ü r  d e n  F a l l ,  d a s s  w i r  a u s  

i r g e n d  e i n e m  i m  E n d l i c h e n  g e l e g e n e n  o d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  

P u n k t e  q  i n  e i n e  N o r m a l e b e n e  M  d e r  S c h r a u b u n g  p r o j i c i r e n ,  

f o l g e r n  w i r  a u s  d e m  I I .  A b s c h n i t t e  e i n  s e h r  e i n f a c h e s  V e r 

f a h r e n .

W i r  p r o j i c i r e n  d i e  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  m i t  d e r  B e r ü h r u n g s 

c u r v e  C  d e s  p r o j i c i r e n d e n  B e r ü h r u n g s k e g e l s  a u s s e r d e m  a u c h  

o r t h o g o n a l  i n  d i e  E b e n e  M .  I s t .  n u n  e  e i n  P u n k t  a u f  C,  u n d  E  

d i e  N o r m a l e  i n  e  d e r  d i e s e m  P u n k t e  e n t s p r e c h e n d e n  N o r m a l -  

c u r v e  d e r  S c h r a u b u n g s f l ä c h e ,  s o  f ä l l t  m a n  d e r  i n  F i g .  2  d a r g e 

s t e l l t e n  C o n s t r u c t i o n  z u f o l g e  v o n  Z r a u f  ( q l el)  d i e  S e n k r e c h t e ,  

w e l c h e  E ] i m  P u n k t e  e[ t r i f f t .  A l s d a n n  i s t  m a n  i m  S t a n d e ,  d e n  

P u n k t  r  a u f  E  n a c h  d e r  E r l ä u t e r u n g  d e s  A r t .  3  z u  c o n s t r u i r e n ;  

d i e  C e n t r a l p r o j e c t i o n  d i e s e s  P u n k t e s  i s t  d e r  d e r  C e n t r a l p r o j e c t i o n  

v o n  e  e n t s p r e c h e n d e  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t  d e r  C o n t u r c u r v e .

D i e s e s  V e r f a h r e n  l ä s s t  s i c h  a u c h  b e i  d e r  C o n t u r b e s t i m m u n g  

d e r  P r o j e c t i o n  e i n e r  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  v e r w e n d e n ,  w e n n  d i e  

P r o j e c t i o n s e b e n e  E  w i e  i m m e r  g e g e n  d i e  S c h r a u b u n g s a x e  g e 

n e i g t  i s t .  D a s s e l b e  f ü h r t ,  w a s  d i e  D a r s t e l l u n g  a n b e l a n g t ,  a l l 

g e m e i n  r a s c h e r  z u m  Z i e l e ,  a l s  d a s  v o r d e m  e r l ä u t e r t e .  E s  m ö g e  

d i e  D u r c h f ü h r u n g  h i e r  s k i z z i r t  w e r d e n .

I s t  d a s  P r o j e c t i o n s c e n t r u m  q  i m  E n d l i c h e n ,  s o  l e g t  m a n  

d u r c h  d a s s e l b e  e i n e  N o r m a l e b e n e  d e r  S c h r a u b u n g  M (/, d i e  m a n  

a l s  z w e i t e  P r o j e c t i o n s e b e n e  b e t r a c h t e t ,  i n  w e l c h e  o r t h o g o n a l  

p r o j i c i r t  w i r d .  D i e  P r o j e c t i o n  a u f  d i e s e  E b e n e  s t e l l t  m a n  i n  d e r  

U m k l a p p u n g  i n  d i e  P r o j e c t i o n s e b e n e  E  d a r .  E s  s e i  a b e r m a l s  e 

d e r  B e r ü h r u n g s p u n k t  e i n e r  d u r c h  q  g e h e n d e n  B e r ü h r u n g s e b e n e  

d e r  S c h r a u b u n g s f l ä c h e ;  s e i n e  O r t h o g o n a l p r o j e c t i o n  eiL a u f  

u n d  a u s  d i e s e r  s e i n e  C e n t r a l p r o j e c t i o n  e '  a u f  E  w i r d  i n  b e 

k a n n t e r  W e i s e  d a r g e s t e l l t .  N u n  e r m i t t e l n  w i r  d i e  d e m  P u n k t e  e 

g e h ö r i g e  N o r m a l e b e n e  d e r  S c h r a u b u n g  M t. u n d  z u  d e r  i n  i h r  

g e l e g e n e n  S p u r  d e s  a u s  q  d e r  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  u m s c h r i e b e n e n
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K e g e l s  d e n  K r ü m m u n g s k r e i s  ®  i n  e, d e s s e n  R a d i u s  i n  d e r  u m 

g e l e g t e n  P r o j e c t i o n  a u f  M q n a c h  F r ü h e r e m  a u f  k u r z e m  W e g e  

e r h a l t e n  w i r d .  D i e  C e n t r a l p r o j e c t i o n  v o n  ®  o s c u l i r t  C '  i m  

P u n k t e  e'. D e r  M i t t e l p u n k t  d e s  K r ü m m u n g s k r e i s e s  K  v o n  

i n  e ' i s t  d e r  z u  e ' g e h ö r i g e  P u n k t  k  d e r  g e s u c h t e n  C o n t u r e v o l u t e .  

D e r  R a d i u s  v o n  K  k a n n  a u s  d e m  R a d i u s  v o n  ®  n a c h  d e r  b e 

k a n n t e n  F o r m e l  v o n  G e i s e n h e i m e r 1 b e q u e m  c o n s t r u i r t  

w e r d e n ,  w e n n  m a n  d i e  d u r c h  d i e  b i s h e r i g e  D a r s t e l l u n g  b e r e i t s  

g e g e b e n e  c e n t r i s c h e  C o l l i n e a t i o n  z w i s c h e n  u n d  d e r  U m 

l e g u n g  v o n  ®  i n  d i e  P r o j e c t i o n s e b e n e  E  b e r ü c k s i c h t i g t .

F ü r  e i n e  P a r a l l e l p r o j e c t i o n  w i r d  u n s e r e  D a r s t e l l u n g  n u r  

n o c h  e i n f a c h e r .  S i n d  a b e r  d i e  p r o j i c i r e n d e n  S t r a h l e n  p a r a l l e l  

z u r  N o r m a l s t e l l u n g  d e r  S c h r a u b u n g ,  d a n n  v e r s a g t  d a s  e b e n  

e r l ä u t e r t e  V e r f a h r e n  d e n  D i e n s t .

I s t  T  d i e  T a n g e n t e  u n d  0  d i e  O s c u l a t i o n s e b e n e  i m  P u n k t e  e 

e i n e r  C u r v e  a u f  e i n e r  S c h r a u b u n g s f l ä c h e ,  s o  k ö n n t e n  w i r  n a c h  

d e m  G e s a g t e n  a u c h  d i e  K r ü m m u n g  d i e s e r  C u r v e  i m  P u n k t e  e 

a u f s u c h e n .  W i r  e r m i t t e l n  n ä m l i c h  d e n  z u  T  c o n j u g i r t e n  D u r c h 

m e s s e r  L  d e r  I n d i c a t r i x  u n d  d e n k e n  u n s  d e r  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  

d i e  C y l i n d e r f l ä c h e  v o n  d e r  R i c h t u n g  L  u m s c h r i e b e n ,  z u  w e l c h e r  

w i r  n a c h  F r ü h e r e m  d i e j e n i g e  C y l i n d e r f l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s  

c o n s t r u i r e n ,  w e l c h e  s i c h  i h r  l ä n g s  L  a n s c h m i e g t  u n d  v o n  d e n  

N o r m a l e b e n e n  d e r  S c h r a u b u n g  i n  K r e i s e n  g e s c h n i t t e n  w i r d .  

D e r  S c h n i t t k e g e l s c h n i t t  d i e s e r  C y l i n d e r f l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s  

m i t  0  o s c u l i r t  d i e  e r w ä h n t e  C u r v e  i n  e. D i e s e  C o n s t r u c t i o n  

g e s t a l t e t  s i c h  a m  e i n f a c h s t e n ,  w e n n  i n  e i n e r  N o r m a l e b e n e  d e r  

S c h r a u b u n g  d i e  S p u r  v o n  0  s e n k r e c h t  i s t  z u r  S p u r  d e r  T a n 

g e n t i a l e b e n e  i n  e, a u f  w e l c h e n  F a l l  d e r  a l l g e m e i n e  m i t  H i l f e  d e s  

S a t z e s  v o n  M e u s n i e r  z u r ü c k g e f ü h r t  w e r d e n  k a n n .  I n d e s s e n  

i s t  d i e  D a r s t e l l u n g  d i e s e r  a n  s i c h  e i n f a c h e n  C o n s t r u c t i o n  u m 

s t ä n d l i c h e r ,  a l s  d i e j e n i g e  d e r  f r ü h e r  u n d  i n  » C I «  a b g e l e i t e t e n ,  

d i e s e n  G e g e n s t a n d  b e t r e f f e n d e n  C o n s t r u c t i o n e n .

9 .  P r o j i c i r e n  w i r  d i e  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  p a r a l l e l  z u r  N o r m a l 

s t e l l u n g  d e r  S c h r a u b u n g ,  d a n n  l ä s s t  s i c h  d a s  P r o b l e m  d e r  

C o n t u r b e s t i m m u n g  s t e t s  a u c h  a u f  d e n  F a l l  d e r  O r t h o g o n a l -

1 Zeitschrift für Math. Phys., 1880, Bd. 25, S. 214, oder Chr. W ie n e r ,  

Lehrb. der darst. Geom., Bd. 1, S. 218.
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p r o j e c t i o n  i n  e i n e  z u r  S c h r a u b u n g s a x e  Z  p a r a l l e l e  E b e n e  

z u r ü c k f ü h r e n .

A u s  d i e s e m  G r u n d e ,  d a n n  w e g e n  d e r  h ä u f i g s t e n  V e r w e n 

d u n g  u n d  d e r  ü b e r a u s  e i n f a c h e n  D a r s t e l l u n g  w o l l e n  w i r  

u n s  j e t z t  i n s b e s o n d e r e  m i t  d e r  C o n s t r u c t i o n  d e r  C o n t u r  

u n d  C o n t u r e v o l u t e  d e r  O r t h o g o n a l p r o j e c t i o n  e i n e r  

S c h r a u b u n g s f l ä c h e  A  i n  e i n e  z u r  A x e  Z  p a r a l l e l e  

E b e n e  N  n ä h e r  b e f a s s e n . 1 —  F i g .  7  —

D i e s e  C o n t u r  C u  i s t  d i e  P r o j e c t i o n  d e r  B e r ü h r u n g s c u r v e  C  

d e r  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  m i t  d e r  s i e  b e r ü h r e n d e n  z u  N  n o r m a l e n  

C y l i n d e r f l ä c b e .  W i r  w o l l e n  d e n  M i t t e l p u n k t e n  d e s  K r ü m m u n g s 

k r e i s e s  v o n  C n  i n  i r g e n d  e i n e m  P u n k t e  en c o n s t r u i r e n .

W i r  s e h e n ,  d a s s  d i e  P r o j e c t i o n  d e r  F l ä c h e n n o r m a l e  i n  

e i n e m  P u n k t e  v o n  C  a u c h  d i e  N o r m a l e  v o n  C u  i n  d e r  P r o j e c t i o n  

d i e s e s  P u n k t e s  i s t .  B e z e i c h n e n  w i r  a l s o  d i e  N o r m a l e  d e r  

S c h r a u b u n g s f l ä c h e  i m  P u n k t e  e  m i t  N  u n d  d i e  N o r m a l e  d e s  

c o n s e c u t i v e n  P u n k t e s  a u f  C  m i t  N ',  s o  k ö n n e n  w i r  kn  a l s  

S c h n i t t p u n k t  v o n  N u  m i t  N {x a u f f a s s e n .  D e n k e n  w i r  u n s  d u r c h  

d i e  b e i d e n  N o r m a l e n  N , N '  e i n e  R e g e l f l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s ,  s o  

w i r d  d i e s e l b e  v o n  d e r  p r o j i c i r e n d e n  E b e n e  Y  d e r  N o r m a l e  A J i m  

P u n k t e  k  b e r ü h r t ,  d e s s e n  P r o j e c t i o n  d e r  v e r l a n g t e  K r ü m m u n g s 

m i t t e l p u n k t  kn  i s t .  E s  k o m m t  s o m i t  n u r  a u f  d i e  E r m i t t e l u n g  

e i n e r  d e r a r t i g e n  R e g e l f l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s  a n .  A l s  s o l c h e  

w ä h l e n  w i r  e i n  b e s o n d e r e s  h y p e r b o l i s c h e s  P a r a b o l o i d  P  W i r  

s u c h e n  z u  d e m  Z w e c k e  d i e  T a n g e n t e  T  d e r  C u r v e  C  i n  e, d a n n  

d i e  S p u r  M  d e r  E b e n e  ( T N )  i n  e i n e r  N o r m a l e b e n e  d e r  S c h r a u 

b u n g  M .  D i e  d u r c h  M  z u r  A x e  Z  p a r a l l e l  g e l e g t e  E b e n e  Z |X 

n e h m e n  w i r  a l s  R i c h t e b e n e  d e s  P a r a b o l o i d e s  P  a n ,  w o d u r c h  

d a s s e l b e  u n z w e i d e u t i g  b e s t i m m t  i s t .  D i e  i n  d e r  d u r c h  e  g e h e n 

d e n  N o r m a l e b e n e  d e r  S c h r a u b u n g  g e l e g e n e ,  d i e  A x e  Z  s c h n e i 

d e n d e  u n d  z u  N  p a r a l l e l e  G e r a d e  J  g e h ö r t  g l e i c h f a l l s  d e m  

P a r a b o l o i d  a n . 2

J e t z t  k a n n  m a n  a u c h  s c h o n  o h n e w e i t e r s  d e n  B e r ü h r u n g s 

p u n k t  k  d e r  E b e n e  Y  m i t  P  a u f s u c h e n .  M a n  h a t  b l o s s  d u r c h  Z r

1 W ir  bezeichnen diese Projection als die zweite, die Hauptprojection als 

die erste behaltend und stellen beide Orthogonalprojectionen im üblichen Zu

sammenhänge dar.

2 CI, S. 911, Fig. 1.
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d i e  P a r a l l e l e  J { z u  N x z u  z i e h e n  u n d  a u f  d i e s e l b e  d i e  S e n k r e c h t e  

v o n  c’j z u  f ä l l e n .  D i e  P a r a l l e l e  z u  d u r c h  d e n  S c h n i t t p u n k t  *'r 

d i e s e r  S e n k r e c h t e n  m i t  J x s c h n e i d e t  A \  i m  P u n k t e  k v  a u s  d e m  

m a n  d a n n  k\\ a l s  d i e  z w e i t e  P r o j e c t i o n  v o n  k  a b l e i t e t .

W i e  m a n  v o r z u g e h e n  h ä t t e ,  w e n n  b e i  A n w e n d u n g  d e s  

P a r a b o l o i d e s  P  s i c h  d i e  C o n s t r u c t i o n e n  n i c h t  m i t  n ö t h i g e r  

G e n a u i g k e i t  d a r s t e l l e n  l a s s e n ,  i s t  a u s  d e r  s o e b e n  c i t i r t e n  A b 

h a n d l u n g  e r s i c h t l i c h .  I s t  i n s b e s o n d e r e  d i e  T a n g e n t i a l e b e n e  d e r  

S c h r a u b u n g s f l ä c h e  i n  e  n o r m a l  z u r  S c h n i t t g e r a d e n  X  u n s e r e r  

P r o j e c t i o n s e b e n e  m i t  d e r  H a u p t p r o j e c t i o n s e b e n e ,  s o  k a n n  m a n  

f o l g e n d e r m a s s e n  z u m  Z i e l e  k o m m e n .  M a n  c o n s t r u i r t  d i e  

A x e n  A ,  B  d e r  I n d i c a t r i x  i n  e, n i m m t  a u f  Z  d e n j e n i g e n  P u n k t  

a n ,  w e l c h e r  v o n  d e r  d e m  P u n k t e  e  g e h ö r i g e n  N o r m a l e b e n e  d e r  

S c h r a u b u n g  i n  p o s i t i v e m  S i n n e  u m  d e n  P a r a m e t e r  p  e n t f e r n t  

i s t ,  z i e h t  d u r c h  i h n  d i e  P a r a l l e l e n  A l , B '  z u  A  r e s p e c t i v e  B  u n d  

l ä s s t  d i e  E b e n e  ( A '  B ')  u m  Z  e i n e  V i e r t e l d r e h u n g  i m  S i n n e  d e r  

S c h r a u b u n g  v o l l z i e h e n .  A l s d a n n  w i r d  N  v o n  A '  i m  H a u p t 

k r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t e  a  d e s  S c h n i t t e s  ( B N )  u n d  v o n  B '  i m  

H a u p t k r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t e  b  d e s  S c h n i t t e s  ( A N )  g e t r o f f e n .  

E i n e  R e g e l f l ä c h e  d u r c h  d i e  b e n a c h b a r t e n  N o r m a l e n  N , N '  w i r d  

v o n  d e n  E b e n e n  ( A N ) ,  ( B N ) ,  (T A ?), ( Z N ) ,  b e z i e h u n g s w e i s e  

i n  a, b, t  u n d  d e m  u n e n d l i c h  f e r n e n  P u n k t e  b e r ü h r t ,  w o d u r c h  

d i e  E r m i t t e l u n g  v o n  k  a l s  d e s  B e r ü h r u n g s p u n k t e s  d e r  p r o -  

j i c i r e n d e n  E b e n e  Y  a u f  m a n n i g f a c h e  W e i s e  v o r g e n o m m e n  

w e r d e n  k a n n . 1

1 0 .  I n  F i g .  7  i s t  d i e  C o n s t r u c t i o n  d e s  v o r i g e n  A r t i k e l s  f ü r  

e i n e  a l l g e m e i n e  S c h r a u b u n g s r e g e l f l ä c h e  d a r g e s t e l l t  w o r d e n .  

A u s  d e r  C o n s t r u c t i o n  l ä s s t  s i c h  l e i c h t  e i n e  F o r m e l  z u r  B e r e c h 

n u n g  d e s  K r ü m m u n g s h a l b m e s s e r s  p v o n  C\\ g e w i n n e n .  A n  d i e 

s e l b e  a n s c h l i e s s e n d  m ö g e  e i n e  G l e i c h u n g  d e r  C o n t u r e v o l u t e  

e n t w i c k e l t  w e r d e n .

I m  F o l g e n d e n  s e t z e n  w i r  d e n  P a r a m e t e r  p  d e r  g e g e b e n e n  

S c h r a u b u n g s r e g e l f l ä c h e  A ,  d e n  D r e h u n g s r a d i u s  s  f ü r  d i e  

S t r i c t i o n s h e l i x  S ,  d e n  D r e h u n g s r a d i u s  r  f ü r  d i e  R ü c k k e h r 

h e l i x  O  d e r  a s y m p t o t i s c h e n  S c h r a u b e n f l ä c h e  v o n  A  a l s  b e k a n n t  

v o r a u s .

.Man vergl. CI, S. 9 13.
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D i e  L a g e  i r g e n d  e i n e r  g e r a d e n  E r z e u g e n d e n  P  d e r  S c h r a u -  

b u n g s r e g e l f l ä c h e  l ä s s t  s i c h  f i x i r e n ,  w e n n  m a n  n o c h  d e n  P u n k t  c  

a n g i b t ,  i n  w e l c h e m  s i e  d i e  S t r i c t i o n s h e l i x  s c h n e i d e n  s o l l .  

B e t r a c h t e n  w i r  d i e  d u r c h  Z  z u r  A x e  X ,  i n  d e r  s i c h  u n s e r e  

b e i d e n  P r o j e c t i o n s e b e n e n  s c h n e i d e n ,  s e n k r e c h t e  E b e n e  Z  a l s  

d i e j e n i g e ,  v o n  d e r  a u s  d i e  D r e h u n g  u m  Z  g e m e s s e n  w i r d ,  s o  

k ö n n e n  w i r  d e n  W i n k e l  cp, w e l c h e n  d i e  E b e n e  ( Z c )  m i t  Z  e i n -  

s c h l i e s s t ,  a l s  v e r ä n d e r l i c h e n ,  d i e  E r z e u g e n d e  P  b e s t i m m e n d e n  

P a r a m e t e r  i n  u n s e r e  E n t w i c k e l u n g  e i n f ü h r e n .  D a b e i  i s t  z u  b e 

m e r k e n ,  d a s s  e i n e m  i n  Z  a l s  A n f a n g s p u n k t  a n g e n o m m e n e n  

P u n k t  co v o n  5  d i e  A m p l i t u d e  0  z u k o m m t  u n d  e n t s p r e c h e n d  

d e r  E n t s t e h u n g  v o n  5  m a n  a u c h  a l l e  a u s s e r h a l b  d e s  I n t e r 

v a l l s  6 — 2 t: l i e g e n d e n  A m p l i t u d e n  z u  b e r ü c k s i c h t i g e n  h a t

D i e  E b e n e  M  d e s  v o r i g e n  A r t i k e l s  w ä h l e n  w i r  j e t z t  v o n  e 

i n  d e r  E n t f e r n u n g  p  i m  n e g a t i v e n  S i n n e  g e m e s s e n  u n d  b e 

z e i c h n e n  s i e  m i t  M ' .  D i e s e l b e  s c h n e i d e  N  i m  P u n k t e  m , T  i m  

P u n k t e  m '  u n d  P  i m  P u n k t e  m "  D e n  S c h n i t t p u n k t  v o n  A ri 

m i t  b e z e i c h n e n  w i r  m i t  j v  E s  e r g e b e n  s i c h  n a c h  e i n 

a n d e r  d i e  f o l g e n d e n  A u s d r ü c k e :

( Z j C j )  u n d  ~NX s c h n e i d e n  s i c h  b e k a n n t l i c h  i m  P u n k t e  o ,  a u f  

d e m  K r e i s e  O x\ d i e  T a n g e n t e  d i e s e s  K r e i s e s  i n  s c h n e i d e  Z f 

i n  z , ;  t r ä g t  m a n  0, / j  =  z {o { a u f  d i e s e  T a n g e n t e  a u f ,  s o  e r h ä l t  

m a n  i n  d e r  V e r b i n d u n g s g e r a d e n  ( _/j <?r)  d i e  T a n g e n t e  7 j .  F ä l l e n  

w i r  n o c h  v o n  f { a u f  N\  d i e  S e n k r e c h t e ,  d e r e n  F u s s p u n k t  g\ 

h e i s s e n  m ö g e ,  s o  f i n d e t  m a n  w e i t e r

m 'l  —  r , j l e l —  r  c o s  cp,  e Ym
T . COS CP

i xm
p z +  r 2 c o s 2 cp

r  c o s  cp

u n d

. . I OLLI \i/
114 1 ---  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -_ _ _ _ _

1 1 r ( l  +  s i n 2 c p ) ± s

r 2 s i n ; i cp____j

S it zb .  d. m ath em .-n a tu n v.  CI.; CII.  Bd.,  A b th .  II. a. 81
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A u s  d e n  D r e i e c k e n  ( i ^ k , ) ,  ( m 'J ^ n j )  f o l g t

e xk x , ĈS  ̂ . [ r ( l  +  s i n 2 c p ) ± 5 ] ,1 1 r ‘J s m d cp

s o  d a s s  s c h l i e s s l i c h  f ü r  d e n  g e s u c h t e n  R a d i u s  s i c h  e r g i b t

r { \  +  s i n 2 cp) ± 5  „  „  „  „ /0
p  z z  —  ------ ^ - - - - - - - - . ( p 2 +  r z c o s 2 c p ) 3/ " .

p r i  s i n J cp '

F ü r  d i e  S c h e i t e l p u n k t e  d e r  C o n t u r c u r v e  i s t  s i n  cp =  1 ,  

c o s  cp =  0 ,  s o m i t  d e r  K r ü m m u n g s r a d i u s  p 0 = r  -~z . ( 2 r ±  s).

D i e  G l e i c h u n g e n  d e r  C o n t u r  u n d  C o n t u r e v o l u t e  e n t w i c k e l n  

w i r  i n  r e c h t w i n k e l i g e n  C o o r d i n a t e n ,  u n d  z w a r  w ä h l e n  w i r  f ü r  

d a s  C o o r d i n a t e n s y s t e m  d i e  P r o j e c t i o n  c on  d e s  z u v o r  h e r v o r 

g e h o b e n e n  P u n k t e s  10 a l s  U r s p r u n g ,  Z H d e r  L a g e  u n d  d e m  

S i n n e  n a c h  a l s  Y - A x e ;  w a s  d i e  X - A x e  d e r  C o o r d i n a t e n  a n b e 

l a n g t ,  s o  n e h m e n  w i r  b e i  r e c h t s s e i t i g e r  S c h r a u b u n g  d e n  e i n e n ,  

b e i  l i n k s s e i t i g e r  d e n  a n d e r e n  S i n n  d e r s e l b e n  a l s  p o s i t i v  a n ,  

e t w a  w i e  i n  d e r  F i g u r  a n g e d e u t e t  w o r d e n  i s t .  D i e s e r  A n o r d 

n u n g  z u f o l g e  i s t ,  w i e  l e i c h t  a u s  d e m  Z u s a m m e n h a n g e  d e r  C o n -  

s t r u c t i o n s l i n i e n  z u  e n t n e h m e n ,  d i e  C o n t u r c u r v e  a u s g e d r ü c k t  

d u r c h  d i e  b e i d e n  G l e i c h u n g e n

r  c o s 2 cp d =  5  /  / ' d z s
x  — - - - - - - - :—  - - -- -- -  y  —  p  \ c p ----- c o t  cp

s i n  cp V  r  T

u n d  m i t  B e r ü c k s i c h t i g u n g  d e s  A u s d r u c k e s  f ü r  e r g e b e n  s i c h  

a u s  d i e s e n  G l e i c h u n g e n  d i e  b e i d e n  G l e i c h u n g e n  f ü r  d i e  C o n t u r 

e v o l u t e

x  —  - - s — 7— t, p 2r ( \ s i n 2 c p ) - f r 3 c o s 2 ' ^ ( 1  + 2  s i n 2 c s ) d z s ( / ? 2 - f - * " 2) \,
r  s i i t ' c p  / ‘ (

y —  » c c  +  •— i  p V + r 3 c o s 2 c p ( 1  +  s i n 2 c£))= t - ‘>'('/72 +  ^ 2)  c o s 2 cp 1 .
p r  s i n d cp | T ‘ ' T j

F ü r  s  =  6 f o l g e n  a u s  u n s e r e n  G l e i c h u n g e n  d i e  G l e i c h u n g e n  

f ü r  d i e  C o n t u r c u r v e n  u n d  C o n t u r e v o l u t e n  a x i a l e r  ( g e s c h l o s s e n e r )
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S c h r a u b u n g s r e g e l f l ä c h e n  i n  ä h n l i c h e r  F o r m  w i e  s i e  H e r r  T e s a r  

g e l i e f e r t  h a t . 1

1 1 .  F ü r  d i e  S c h r a u b u n g s r e g e l f l ä c h e n  e r g e b e n  s i c h  n e b s t 

d e m  n o c h  a n d e r e  L ö s u n g e n  d e s  i n  A r t .  9  b e h a n d e l t e n  P r o b l e m s ,  

d i e  w i r  n o c h  b e s p r e c h e n  w o l l e n .

E s  s e i  w i e  v o r d e m  e n d i e  P r o j e c t i o n  d e s  B e r ü h r u n g s p u n k t e s  

d e r  d u r c h  d i e  E r z e u g e n d e  P  g e l e g t e n  p r o j i c i r e n d e n  E b e n e  m i t  

d e r  S c h r a u b u n g s r e g e l f l ä c h e  u n d  w i r  w o l l e n  w i e d e r  d e n  M i t t e l 

p u n k t  k n d e s  z u  e n g e h ö r i g e n  K r ü m m u n g s k r e i s e s  v o n  C ü  c o n 

s t r u i r e n .

W i r  d e n k e n  u n s  d a s  d i e  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  l ä n g s  P  o s c u -  

l i r e n d e  H } ^ p e r b o l o i d  I I .  D e r  C o n t u r k e g e l s c b n i t t  s e i n e r  P r o 

j e c t i o n  o s c u l i r t  C H i n  e u , h a t  a l s o  f ü r  d i e s e n  P u n k t  m i t  C „  d e n 

s e l b e n  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t .  F n i s t  d i e  P r o j e c t i o n  e i n e s  

K e g e l s c h n i t t e s  F  v o n  I I ,  a u f  d e s s e n  D a r s t e l l u n g  e s  b e i  u n s e r e r  

A u f g a b e  l e d i g l i c h  a n k o m m t .  D a  w i r  v o n  d i e s e m  K e g e l s c h n i t t  

e i n e n  P u n k t  e  k e n n e n ,  s o  r e i c h t  e s  z u  s e i n e r  B e s t i m m u n g  h i n ,  

w e n n  w i r  e t w a  n o c h  s e i n e  D u r c h m e s s e r i n v o l u t i o n  a u s d r ü c k e n .

—  F i g .  8 .

D i e  S e n k r e c h t e  v o m  C e n t r a l p u n k t e  c  d e r  E r z e u g e n d e n  P  

a u f  d i e  S c h r a u b u n g s a x e  Z  t r i f f t  d i e  R ü c k k e h r h e l i x  0  i m  M i t t e l 

p u n k t e  o d e s  H y p e r b o l o i d s  H ,  s o m i t  a u c h  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  

F .  D i e  d u r c h  o  z u r  T a n g e n t e  T  d e r  C u r v e  C  i m  P u n k t e  e  g e 

z o g e n e  P a r a l l e l e  G  b i l d e t  m i t  (oe)  e i n  P a a r  c o n j u g i r t e r  D u r c h 

m e s s e r  v o n  F ,  d e r e n  P r o j e c t i o n e n  G ’ n i j P j j  u n d  (o u e n) e i n  P a a r  

c o n j u g i r t e r  D u r c h m e s s e r  i n  B e z u g  a u f  . F ir s i n d .  B e z e i c h n e n  w i r  

d i e  C o n t u r  d e r  e r s t e n  P r o j e c t i o n  v o n  I I  m i t  H r  D i e s e l b e  i s t  d i e  

P r o j e c t i o n  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  H  a u f  I I .  D i e  E b e n e n  v o n  H  u n d  

F  s c h n e i d e n  s i c h  i n  e i n e m  D u r c h m e s s e r  V '  d e s  H y p e r b o l o i d s ,  

d e s s e n  P o l a r e  i n  B e z u g  a u f  d a s s e l b e  u n e n d l i c h  f e r n  d u r c h  d i e  

N o r m a l s t e l l u n g  z u  X  g e g e b e n  i s t .  D e s h a l b  s c h n e i d e t  d i e  d u r c h  

o s e n k r e c h t  z u  X  g e l e g t e  E b e n e  d i e  E b e n e  v o n  F  i n  d e m  z u  V '  

c o n j u g i r t e n  D u r c h m e s s e r  V  d i e s e s  K e g e l s c h n i t t e s .  Z u  d e m  

D u r c h m e s s e r  V  f ü h r t  u n s  f o l g e n d e  Ü b e r l e g u n g .  D a  d e r  K r e i s  

d e n  K e g e l s c h n i t t  H { i m  S c h e i t e l  c x o s c u l i r t ,  s o  k a n n  m a n

1 J. T c s a r .  "Conturevolute axialer Schraubenflächen«, diese Sitzungs
berichte, Bd. 94, Abth. II, S. 181.
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b e i d e  a l s  s i c h  d o p p e l t  b e r ü h r e n d e  K e g e l s c h n i t t e  a u f f a s s e n  ; P ,  i s t  

d i e  B e r ü h r u n g s s e h n e .  D i e  P o l a r e n  i r g e n d  e i n e s  P u n k t e s  i n  B e z u g  

a u f  s o l c h e  K e g e l s c h n i t t e  s c h n e i d e n  s i c h  a u f  d e r  B e r ü h r u n g s 

s e h n e .  A u s  d i e s e m  G r u n d e  i s t  d e r  S c h n i t t p u n k t  /,  d e r  d u r c h  Z ,  

z u  X { g e z o g e n e n  P a r a l l e l e n  N [  m i t  P ,  a u c h  s c h o n  e i n  P u n k t  

v o n  V [.  D i e  E b e n e  v o n  H  g e h t  d u r c h  d i e  T a n g e n t e  T z i n  c  a n  d i e  

S t r i c t i o n s h e l i x  5 ;  s o m i t  i s t  d i e  P r o j e c t i o n  d e s  P u n k t e s  / a u f  

T g, d e r  d e m  D u r c h m e s s e r  V  a n g e h ö r t .  D i e  G e r a d e  T r, i s t  d a d u r c h  

e r m i t t e l t  w o r d e n ,  d a s s  w i r  i h r e n  P u n k t  i n J i n  d e r  N o r m a l e b e n e  

d e r  S c h r a u b u n g ,  w e l c h e  v o n  c  d i e  E n t f e r n u n g  — p  h a t ,  c o n s t r u i r t  

h a b e n .  E s  b i l d e t  d e m n a c h  d i e  v o n  o „  a u f  X n g e f ä l l t e  S e n k 

r e c h t e  V n m i t  d e r  G e r a d e n  F [ ,  ~  ( o , , / , , )  e i n  z w e i t e s  P a a r  c o n 

j u g i r t e r  D u r c h m e s s e r  v o n  F n.

Z i e h t  m a n  d u r c h  d i e  P a r a l l e l e  z u  ( o , Z , ) ,  b i s  s i e  N (  i n  

j l t r i f f t ,  s o  i s t  ( o , y , )  p a r a l l e l  z u r  e r s t e n  S p u r  d e r  E b e n e  v o n  F  1 

I r g e n d  e i n e  N o r m a l e b e n e  d e r  S c h r a u b u n g  M 7  w e r d e  v o n  d e r  

a s y m p t o t i s c h e n  E b e n e  ( o P )  i n  d e r  G e r a d e n  M '  g e t r o f f e n .  A l s 

d a n n  i s t  d i e  d u r c h  d e n  S c h n i t t p u n k t  v o n  M [  m i t  (evof) z u  i p j f )  

g e z o g e n e  P a r a l l e l e  L [  d i e  P r o j e c t i o n  d e r  S p u r g e r a d e n ,  i n  w e l c h e r  

d i e  E b e n e  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  F  v o n  M '  g e s c h n i t t e n  w i r d .

D e n k e n  w i r  u n s  f e r n e r  d u r c h  o d i e  z u  P  p a r a l l e l e  E r z e u 

g e n d e  P '  d e r  a s y m p t o t i s c h e n  S c h r a u b u n g s f l ä c h e ,  s o  s c h n e i d e t  

d i e  d u r c h  P '  z u  Z  p a r a l l e l  g e l e g t e  E b e n e  d i e  G e r a d e  L !  i m  

M i t t e l p u n k t e  l  d e s  S p u r k e g e l s c h n i t t e s  U  i n  M ;  f ü r  d e n  a s y m p 

t o t i s c h e n  K e g e l  d e s  H y p e r b o l o i d s  I I ,  w i e  l e i c h t  e i n z u s e h e n  i s t .  

Ü b r i g e n s  l ä s s t  d i e  D a r s t e l l u n g  v o n  l  v e r s c h i e d e n e  V a r i a t i o n e n  

z u .  D i e  V e r b i n d u n g s g e r a d e  O  d e r  P u n k t e  1 u n d  o  i s t  e i n  

D u r c h m e s s e r  v o n  F ;  d i e  z u  i h m  i n  B e z u g  a u f  d e n  a s y m p t o t i s c h e n  

K e g e l  v o n  H ,  a l s o  i n  B e z u g  a u f  H  s e l b s t  c o n j u g i r t e  D u r c h m e s s e r 

e b e n e  i s t  p a r a l l e l  z u  M 7  u n d  t r i f f t  d i e  E b e n e  v o n  F  i n  d e m  z u  

( lo )  c o n j u g i r t e n  D u r c h m e s s e r .  H i e m i t  r e p r ä s e n t i r t  Q n u n d  ( o I I c n )  

e i n  d r i t t e s  P a a r  c o n j u g i r t e r  D u r c h m e s s e r  v o n  F u .

D i e  E r m i t t l u n g  d e s  D u r c h m e s s e r s  0  v e r e i n f a c h t  s i c h  n o c h  

e r h e b l i c h ,  w e n n  w i r  s t a t t  e i n e r  b e l i e b i g e n  N o r m a l e b e n e  d e r  

S c h r a u b u n g  M ;  d i e j e n i g e  M c w ä h l e n ,  w e l c h e  d u r c h  d e n  P u n k t  e 

s e l b s t  g e h t .  W e n d e n  w i r  n ä m l i c h  j e t z t  d i e  s o e b e n  d u r c h g e f ü h r t e

Monatshefte a. a. O.
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C o n s t r u c t i o n  a n ,  s o  e r g i b t  s i c h ,  w e n n  w i r  a u f  ( C j O , )  d i e  L ä n g e  

o xq[ —  Z [ o l a u f t r a g e n ,  d a s s  (q [e l) d i e  G e r a d e  P (  i n  d e r  P r o j e c t i o n  

q x d e s  S c h n i t t p u n k t e s  q  v o n  Q  m i t  M ,  t r i f f t .

D a  d a s  D u r c h m e s s e r p a a r  G u ( o n e n )  u n m i t t e l b a r  g e g e b e n  i s t ,  

s o  r e i c h t  e s  h i n ,  b l o s s  e i n e s  d e r  P a a r e  V n V [{, Q u n o c h  z u

c o n s t r u i r e n ,  w o d u r c h  d a n n  d i e  D u r c h m e s s e r i n v o l u t i o n  v o n  F n 

b e s t i m m t  i s t .

D e n  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t  k n k ö n n e n  w i r  a u f  N n e t w a  

i n  d e r  W e i s e  e r m i t t e l n ,  d a s s  w i r  d e n  P a r a m e t e r  d  d e r  I n v o l u t i o n ,  

i n  w e l c h e r  P n  v o n  d e r  D u r c h m e s s e r i n v o l u t i o n  g e t r o f f e n  w i r d ,  

a u f s u c h e n .  D i e s e r  P a r a m e t e r  g i b t  d i e  L ä n g e  d e s  z u  (o u en) c o n 

j u g i r t e n  D u r c h m e s s e r s  v o n  P (I a n .  I s t  w e i t e r  t  d i e  E n t f e r n u n g  

d e s  P u n k t e s  o ([ v o n  P H , s o  e r g i b t  s i c h  k ]V a u s  d e r  b e k a n n t e n

d z - - ----
G l e i c h u n g  p =  — , w e n n  w i r  w i e d e r  f ü r  e n k u k u r z w e g  p s e t z e n .

F ü r  d e n  F a l l  e i n e r  a x i a l e n  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  i s t  U  e i n e  

E l l i p s e ,  h i e m i t p , ,  e i n e  H y p e r b e l .  D i e  C o n s t r u c t i o n  v o n  k n k a n n  

j e t z t  w i e  f o l g t  v o r g e n o m m e n  w e r d e n .  —  F i g .  9 .  —

W i r  l e g e n  d i e  N o r m a l e b e n e  d e r  S c h r a u b u n g  M '  i n  d e r  

E n t f e r n u n g  2 p  v o n  c  e t w a  i m  n e g a t i v e n  S i n n e  g e m e s s e n .  I s t  m '  

d e r  S p u r p u n k t  v o n  P  i n  d i e s e r  E b e n e ,  s o  i s t  d e r  a u f  O x l i e g e n d e  

P u n k t  p { v o n  P , ,  w e l c h e r  i n  d e r  M i t t e  v o n  c {m [  l i e g t ,  e i n  B r e n n 

p u n k t  v o n  U\  m a c h e n  w i r  o ]l l ={j= cxp v s o  i s t  /,  d e r  M i t t e l p u n k t  

u n d  l l c l d i e  L ä n g e  d e r  H a u p t a x e  v o n  I 7 , L e g e n  w i r  d e s s h a l b  

d u r c h  c ,  d e n  K r e i s ,  w e l c h e r  i n  / ,  s e i n e n  M i t t e l p u n k t  h a t ,  s o  w i r d  

d e r s e l b e  v o n  d e r  d u r c h  p y z u  g e z o g e n e n  P a r a l l e l e n  i n  z w e i  

r e e l l e n  P u n k t e n  g e s c h n i t t e n ,  w e l c h e  a l s  P r o j e c t i o n e n  z w e i e i - 

P u n k t e  i n  d e r  E b e n e  M '  a u f z u f a s s e n  s i n d .  D i e  G e r a d e n  

{g[i°n )  s i n d  d i e  A s y m p t o t e n  v o n  F u. S c h n e i d e t  a l s o  e t w a  ( ö i i  ° i r )  

d i e  G e r a d e  P n i n  h n, s o  r e p r ä s e n t i r t  h n en d i e  L ä n g e  d ,  s o  d a s s  

k n n a c h  o b i g e r  F o r m e l  j e t z t  o h n e  w e i t e r s  e r h a l t e n  w i r d .

E i n f a c h e r  g e l a n g t  m a n  a u c h  h i e r  z u m  Z i e l e ,  w i e  m a n  i m  

n ä c h s t e n  A r t i k e l  s e h e n  w i r d ,  w e n n  m a n  d i e  D u r c h m e s s e r 

i n v o l u t i o n  v o n  P u  d a r s t e l l t .

T r ä g t  m a n  c j  =  ec  a u f  d i e  E r z e u g e n d e  P  a u f  u n d  f ä l l t  v o n  

j  d i e  S e n k r e c h t e  a u f  Z ,  s o  i s t  d e r  F u s s p u n k t  d i e s e r  S e n k r e c h t e n  

d e r  f r ü h e r  m i t  i  b e z e i c h n e t e  P u n k t ,  s o  d a s s  ( io )  a u c h  j e t z t  d e r  

D u r c h m e s s e r  V '  v o n  F  i s t .  D i e s  l e u c h t e t  s o g l e i c h  e i n ,  w e n n
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m a n  d e n  B e r ü h r u n g s p u n k t  v o n  Z n  m i t  n a c h  d e m  S a t z e  v o n  

B r i a n c h o n  s u c h t .

W o l l t e  m a n  d e n  z u  ( c n o n )  c o n j u g i r t e n  D u r c h m e s s e r  O n  v o n  

j F j ,  d a r s t e l l e n ,  s o  k ö n n t e  m a n  h i e r  e b e n s o  e i n f a c h  w i e  d e n  P u n k t  

q , a u c h  d e n  P u n k t  l  v o n  O  i n  d e r  z u l e t z t  a n g e n o m m e n e n  E b e n e  

M 7 , d e s s e n  P r o j e c t i o n  l { s o e b e n  b e n u t z t  w o r d e n  i s t ,  c o n s t r u i r e n .

D u r c h  n a c h s t e h e n d e  M o d i f i c a t i o n  w i r d  d i e  C o n s t r u c t i o n  

d i e s e s  A r t i k e l s  n o c h  v e r e i n f a c h t .

W i r  l e g e n  n ä m l i c h  d u r c h  o d i e  P a r a l l e l e  G  z u  T  u n d  

b e s t i m m e n  a u f  i h r  d i e  I n v o l u t i o n  c o n j u g i r t e r  P u n k t e  b e z ü g l i c h  

d e r  F l ä c h e  I I .  D e r  P a r a m e t e r  d i e s e r  I n v o l u t i o n  w i r d  a b e r m a l s  

d u r c h  d  r e p r ä s e n t i r t .  D e r  M i t t e l p u n k t  o  u n d  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e  

P u n k t  g o o  v o n  G  b i l d e n  e i n  P a a r  d i e s e r  I n v o l u t i o n .  D i e  P o l a r 

e b e n e  e i n e s  b e l i e b i g e n  P u n k t e s  u  a u f  G  s c h n e i d e t  G  i n  d e m  

c o n j u g i r t e n  P u n k t e  n '  v o n  11 u n d  d u r c h  un-  i s t  e i n  z w e i t e s  P a a r  

b e s a g t e r  I n v o l u t i o n  b e s t i m m t .  D i e  z u  G  c o n j u g i r t e  D u r c h m e s s e r -  

e b e n e  v o n  I I  g e h t  d u r c h  ( o e )  u n d  i s t  s e n k r e c h t  z u  u n s e r e r  

z w e i t e n  P r o j e c t i o n s e b e n e .  D i e  P o l a r e b e n e  v o n  u  m u s s  z u  d i e s e r  

E b e n e  p a r a l l e l  s e i n ;  s i e  w i r d  d e s h a l b  b e s t i m m t  s e i n ,  w e n n  w i r  

n o c h  e i n e n  i h r e r  P u n k t e  a u f s u c h e n .  W ä h l e n  w i r  n u n  d e n  P u n k t  

u  i m  S c h n i t t e  d e r  T a n g e n t i a l e b e n e  d e r  S c h r a u b u n g s f l ä c h e ,  a l s o  

a u c h  d e r  F l ä c h e  I I  i n  e i n e m  b e l i e b i g  a u f  P  a n g e n o m m e n e n  

P u n k t e ,  s o  g e h t  d u r c h  d i e s e n  a u c h  s c h o n  d i e  P o l a r e b e n e  d e s  

P u n k t e s  u  u n d  i s t  d e m  G e s a g t e n  z u f o l g e  b e r e i t s  v o l l k o m m e n  

b e s t i m m t .

I n  u n s e r e m  F a l l e  h a b e n  w i r  u  i m  S c h n i t t e  d e r  C e n t r a l e b e n e  

d u r c h  P  m i t  G  a n g e n o m m e n ,  s o  d a s s  d i e  P o l a r e b e n e  v o n  u  

d u r c h  d e n  C e n t r a l p u n k t  c  g e h t .  E s  s c h n e i d e t  s o m i t  d i e  d u r c h  

z u  (eAlo u) g e z o g e n e  P a r a l l e l e  d e n  D u r c h m e s s e r  G H i m  P u n k t e  u\v

D i e  I n v o l u t i o n  o ll<̂ o o |I, . a u f  G u k a n n  m a n  b e h u f s

C o n s t r u c t i o n  v o n  d  s c h o n  i m  V o r h i n e i n  i n  d e r  R i c h t u n g  v o n  

( o , i ^ n )  v e r s c h i e b e n ,  b i s  s i e  a u f  d i e  G e r a d e  P l{ b e z i e h u n g s w e i s e  

n a c h  t f j i P o o i p  v \i c\\t  z u  l i e g e n  k o m m t .

H a b e n  w i r  n u n  d  c o n s t r u i r t ,  s o  w i r d  [> w i e d e r  a u s  o b i g e r  

R e l a t i o n  e r h a l t e n .  S t a t t  d e s s e n  k ö n n e n  w i r  a u c h  i n  f o l g e n d e r  

A r t  v e r f a h r e n .

W i r  p r o j i c i r e n  d i e  I n v o l u t i o n  <?npoon, l ’n c w  v o n  o n a u s  

d u r c h  e i n e  S t r a h l e n i n v o l u t i o n ,  d i e  w i r  a l s  D u r c h m e s s e r i n v o l u t i o n
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d e s  d u r c h  en g e h e n d e n  K e g e l s c h n i t t e s  a u f f a s s e n  w o l l e n .  

D a b e i  k ö n n e n  w i r  F }[ i m  S i n n e  v o n  C h r .  W i e n e r  a l s  d i e  d u r c h  

d i e  R i c h t u n g  v o n  P n g e g e b e n e  I m a g i n ä r p r o j e c t i o n  v o n  F u  b e 

t r a c h t e n .  D i e  K e g e l s c h n i t t e  F n , F yi h a b e n  i n  eu d e r  G r ö s s e  n a c h  

g l e i c h e ,  d e m  S i n n e  n a c h  e n t g e g e n g e s e t z t e  K r ü m m u n g s r a d i e n .  

U n s e r e  A u f g a b e  i s t  a l s o  g e l ö s t ,  w e n n  w i r  d e n  K r ü m m u n g s 

m i t t e l p u n k t  k[x v o n  P j I  i n  en a u f s u c h e n ,  z u  w e l c h e m  Z w e c k e  

w i r  e t w a  n a c h  d e r  i m  f o l g e n d e n  A r t i k e l  e r l ä u t e r t e n  C o n s t r u c t i o n  

v o r g e h e n .

D a s s  m a n  a u c h  h i e r  a u s  d e m  Z u s a m m e n h a n g e  d e r  C o n -  

s t r u c t i o n s l i n i e n  d e n  a n a l y t i s c h e n  A u s d r u c k  f ü r  p  u n d  d i e  

G l e i c h u n g  d e r  C o n t u r e v o l u t e  i n  f r ü h e r  g e g e b e n e r  F o r m  l e i c h t  

v o n  N e u e m  f i n d e n  w ü r d e ,  i s t  s e l b s t v e r s t ä n d l i c h .

D i e  A b l e i t u n g  d e r  C o n t u r e v o l u t e  e i n e r  b e l i e b i g e n  P a r a l l e l -  

p r o j e c t i o n  o d e r  C e n t r a l p r o j e c t i o n  f ü r  i r g e n d  e i n e  S c h r a u b u n g s -  

r e g e l t l ä c h e  k ö n n t e  a u f  G r u n d  ä h n l i c h e r  B e t r a c h t u n g e n  b e w e r k 

s t e l l i g t  w e r d e n .

1 2 .  I m  v o r i g e n  A r t i k e l  h a b e n  w i r  d i e  B e s t i m m u n g  v o n  p  

a b h ä n g i g  g e m a c h t  v o n  d e r  E r m i t t e l u n g  d e s  P a r a m e t e r s  d  e i n e r  

I n v o l u t i o n ,  d i e  z w a r  r a s c h  d u r c h g e f ü h r t  w e r d e n  k a n n ,  j e d o c h  

a u f  e i n e r  q u a d r a t i s c h e n  C o n s t r u c t i o n  b e r u h t .  L i n e a r  u n d  z u 

d e m  a u f  k ü r z e r e m  W e g e  k a n n  p  a u f  G r u n d  d e r  B e t r a c h t u n g e n  

v o n  H e r r n  C .  P e l z  i n  s e i n e r  A b h a n d l u n g :  » D i e  K r ü m m u n g s -  

h a l b m e s s e r - C o n s t r u c t i o n e n  d e r  K e g e l s c h n i t t e  a l s  C o r o l l a r i e n  

e i n e s  S t e i n e r ’ s c h e n  S a t z e s «  i n  d e n  S i t z u n g s b e r .  d e r  k ö n i g l .  

b ö h m .  G e s e l l s c h a f t  d e r  W i s s e n s c h .  i n  P r a g ,  J h r g .  1 8 7 9 ,  S .  2 0 5 ,  

g e f u n d e n  w e r d e n .

D e n  e r w ä h n t e n  S a t z  l e i t e t  H .  P e l z  i n  f o l g e n d e r  F o r m  a b :  

» W i r d  i n  d e r  E b e n e  e i n e s  K e g e l s c h n i t t e s  C u m  e i n e n  b e l i e b i g e n  

P u n k t  t  d e s s e l b e n  e i n  S t r a h l  g e d r e h t ,  s o  i s t  d i e  E n v e l o p p e  d e s  

i h m  i n  j e d e r  L a g e  b e z ü g l i c h  C  c o n j u g i r t e n  N o r m a l s t r a h l e s  e i n e  

P a r a b e l ,  w e l c h e  d i e  K e g e l s c h n i t t a x e n ,  d i e  T a n g e n t e  u n d  N o r m a l e  

v o n  t u n d  z w a r  d i e  l e t z t e r e  i m  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t e  d e s  

P u n k t e s  t  b e r ü h r t . «

W i r  s t e l l e n  u n s  j e t z t  d i e  A u f g a b e :  V o n  e i n e m  K e g e l s c h n i t t e ,  

d e s s e n  M i t t e l p u n k t  w i r  m i t  o b e z e i c h n e n  w o l l e n ,  i s t  e i n  P u n k t  t 

m i t  s e i n e r  T a n g e n t e  T  u n d  n e b s t d e m  e i n  P a a r  c o n j u g i r t e r  

D u r c h m e s s e r ,  w e l c h e s  T  i n  d e n  P u n k t e n  a , b  t r e f f e n  m ö g e ,
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g e g e b e n ;  e s  i s t  d e r  d e m  P u n k t e  t  e n t s p r e c h e n d e  K r ü m m u n g s 

m i t t e l p u n k t  t 0, e v e n t u e l l  K r ü m m u n g s r a d i u s  p d e s  K e g e l s c h n i t t e s  

z u  c o n s t r u i r e n .  —  F i g .  9  a .  —

W i r  f ä l l e n  e t w a  v o n  a  a u f  (b o)  d i e  S e n k r e c h t e  N a. N u n  i s t  

d i e  S t e i n e r ’ s c h e  P a r a b e l  $J3 b e s t i m m t ;  d e n n  d i e  G e r a d e n  T , N a 

u n d  d i e  N o r m a l e  N  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  i n  /  s i n d  d r e i  T a n g e n t e n  

d e r s e l b e n  u n d  d i e  S e n k r e c h t e  z u  (to)  g i b t  d i e  R i c h t u n g  d e r  A x e  

a n .  D e n  B e r ü h r u n g s p u n k t  t0 v o n  N  m i t  e r m i t t e l n  w i r  n a c h  

d e m  S a t z e  v o n  B r i a n c h o n .  B e z e i c h n e n  w i r  A r m i t  1 , 2 , T  m i t  3 ,  

N a m i t  4 ,  u n d  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  G e r a d e  m i t  5 ,  6 ,  s o  e r g i b t  

s i c h  a u s  d e m  S e c h s s e i t  1 2 3 4 5 6  d e r  P u n k t  t0 i n  f o l g e n d e r  W e i s e .  

W i r  e r r i c h t e n  i n  t  d i e  S e n k r e c h t e  z u  (to)  u n d  i n  a  d i e  S e n k r e c h t e  

z u  T  u n d  z i e h e n  d u r c h  d e n  S c h n i t t p u n k t / b e i d e r  S e n k r e c h t e n  

d i e  P a r a l l e l e  z u  N a, w e l c h e  A T i n  t0 t r i f f t .

B e z e i c h n e n  w i r  n o c h  d e n  P u n k t  ( N N a) d u r c h  a 0 u n d  d e n  

S c h n i t t p u n k t  d e r  N o r m a l e  A 7 m i t  d e r  v o n  a  a u f  (to)  g e f ä l l t e n  

S e n k r e c h t e n  d u r c h  a f, s o  f o l g t  a u s  d e n  c o n g r u e n t e n  D r e i e c k e n  

t t0f ,  a 'a 0a ,  d a s s  tt0 ■=. a 'a 0 .

D a r a u s  h a b e n  w i r  f o l g e n d e  e i n f a c h e  L ö s u n g  d e r  g e s t e l l t e n  

A u f g a b e .  W i r  e r r i c h t e n  v o n  a  a u f  (ob)  u n d  a u f  (o f)  d i e  S e n k r e c h t e n ,  

w e l c h e  a u s  d e r  N o r m a l e  N  e i n e  S t r e c k e  h e r a u s s c h n e i d e n ,  d i e  

g l e i c h  d e m  g e s u c h t e n  R a d i u s  p i s t .

I s t  d i e  L ä n g e  d  d e s  z u  (to)  c o n j u g i r t e n  D u r c h m e s s e r s  g e 

g e b e n ,  d a n n  t r ä g t  m a n  / ö  =  ± t b  —  d  a u f  d i e  T a n g e n t e  T  a u f  

u n d  e r h ä l t  d i e  C o n s t r u c t i o n  a u f  S .  2 2 8  d e r  c i t i r t e n  A b h a n d l u n g ;  

a l s d a n n  f o l g t  a u s  d e r  Ä h n l i c h k e i t  d e r  D r e i e c k e  ob t, a a 0a '  s o g l e i c h

d'1
a u c h  d i e  i m  v o r i g e n  A r t i k e l  v e r w e n d e t e  F o r m e l  p —  —  

ö  1 t

Z u  d e r  e b e n  e r w ä h n t e n  A b h a n d l u n g  e r l a u b e  i c h  m i r  h i e r  

f o l g e n d e ,  u n w e s e n t l i c h e  B e m e r k u n g  z u  m a c h e n .  D i e  i n  d e r s e l b e n  

e n t h a l t e n e n  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t - C o n s t r u c t i o n e n  w e r d e n  

n a c h  d e m  S t e i n e r ’ s c h e n  S a t z e  m i t  H i l f e  d e s  S a t z e s  v o n  

B r i  a n  c h o n  c o n s t r u i r t .  I n  d e r  v o r t e i l h a f t e n  W a h l  d e s  S e c h s e i t s  

l i e g t  d i e  E i n f a c h h e i t  d e r  C o n s t r u c t i o n .  U m  d i e  W i e d e r h o l u n g  

d i e s e r  W a h l  z u  v e r m e i d e n  u n d  d a s  C o n s t r u c t i o n s r e s u l t a t  d i r e c t e r  

z u  e r h a l t e n ,  k a n n  m a n  s i c h  d e s  f o l g e n d e n  H i l f s s a t z e s  b e d i e n e n .

» W e n n  m a n  i n  d e r  R i c h t u n g  d e r  A x e  e i n e r  P a r a b e l  p r o j i c i r t ,  

s o  p r o j i c i r e n  s i c h  d i e  A b s c h n i t t e ,  w e l c h e  a u f  s ä m m t l i c h e n  T a n 
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g e n t e n  d i e s e r  P a r a b e l  d u r c h  z w e i  f e s t e  T a n g e n t e n  d e r s e l b e n  

g e b i l d e t  w e r d e n ,  a u f  i r g e n d  e i n e  d r i t t e  T a n g e n t e  d e r  P a r a b e l  i n  

g l e i c h e  S t r e c k e n . «

D i e s e r  S a t z  e r g i b t  s i c h  l e i c h t  a u s  d e m  S a t z e  v o n  B r i 

a n c h o n ;  ü b r i g e n s  k a n n  e r  a u c h  i n  f o l g e n d e r  A r t  a b g e l e i t e t  

w e r d e n .

N e h m e n  w i r  v o r e r s t  a l s  f e s t e  T a n g e n t e n  d i e  S c h e i t e l t a n 

g e n t e  A  u n d  e i n e  b e l i e b i g e  T a n g e n t e  B  a n ,  b e z e i c h n e n  m i t  g  

d e n  B r e n n p u n k t ,  m i t  v  d e n  S c h e i t e l  d e r  P a r a b e l ,  m i t  m  d e n  a u f  

A  l i e g e n d e n  F u s s p u n k t  d e s  v o n  g  a u f  B  g e f ä l l t e n  L o t h e s ,  u n d  

e s  s e i  D  e i n e  b e l i e b i g e  P a r a b e l t a n g e n t e ,  w e l c h e  A  i n  n , B  i n  p  

t r e f f e n  m ö g e .  W e i t e r  s e i  A  a u c h  d i e j e n i g e  T a n g e n t e ,  a u f  w e l c h e  

p r o j i c i r t  w i r d .  I s t  p +  d e r  F u s s p u n k t  d e r  S e n k r e c h t e n  v o n  p  a u f  A ,  

s o  i s t  n p +  d i e  P r o j e c t i o n  v o n  n p .  D i e  P u n k t e  g , p ,  m , n  l i e g e n  a u f  

e i n e m  K r e i s e ;  d i e  P u n k t e  v  u n d  p +  s i n d  d i e  P r o j e c t i o n e n  d e r  

E n d p u n k t e  d e s  D u r c h m e s s e r s  ( g p )  d i e s e s  K r e i s e s .  P r o j i c i r e n  

w i r  n o c h  d e n  M i t t e l p u n k t  d e s s e l b e n  a u f  A ,  s o  s e h e n  w i r  s o g l e i c h ,  

d a s s  n p +  =  v m  i s t .  D a m i t  i s t  d e r  S a t z  f ü r  u n s e r e  s p e c i e l l e  

A n n a h m e  b e w i e s e n ,  u n d  d i e  R i c h t i g k e i t  d e s  S a t z e s  i n  d e r  a l l g e 

m e i n e n  F a s s u n g  l e u c h t e t  d a r a u s  g l e i c h  e i n .

I n  d e r  o b i g e n  A u f g a b e  w ä h l e n  w i r  T  u n d  N  a l s  d i e  z w e i  

f e s t e n ,  N  a u c h  s c h o n  a l s  d i e  d r i t t e  T a n g e n t e  u n s e r e s  H i l f s s a t z e s  

u n d  p r o j i c i r e n  d i e  a u f  d e n  T a n g e n t e n  N u u n d  N  d u r c h  d i e  

b e i d e n  f e s t e n  T a n g e n t e n  g e b i l d e t e n  A b s c h n i t t e  a a 0, ttn n a c h  

a 'a 0 r e s p e c t i v e  tt„,  w i r  f i n d e n  s o g l e i c h ,  d a s s  t t 0 —  a 'a 0 i s t .

B e z ü g l i c h  d e r  A n w e n d u n g  d e r  s o e b e n  e n t w i c k e l t e n  C o n -  

s t r ü c t i o n  z u r  E r m i t t e l u n g  d e s  P u n k t e s  k u i m  v o r i g e n  A r t i k e l  

b r a u c h t  n u n  n i c h t s  m e h r  b e m e r k t  z u  w e r d e n .

1 3 .  F ü r  a x i a l e  S c h r a u b u n g s r e g e l f l ä c h e n  h a t  H e r r  J .  T e s a r  

e i n e  C o n s t r u c t i o n  d e r  C o n t u r  u n d  C o n t u r e v o l u t e  d e r  O r t h o -  

g o n a l p r o j e c t i o n  i n  e i n e  z u r  S c h r a u b u n g s a x e  p a r a l l e l e  E b e n e  X  

a u f  k i n e m a t i s c h e m  W e g e  g e l i e f e r t .  E s  g e s c h a h  d i e s  i n  z w e i  

A b h a n d l u n g e n  d i e s e r  S i t z u n g s b e r i c h t e .  ( K i n e m a t i s c h e  B e s t i m 

m u n g  d e r  C o n t u r  e i n e r  w i n d s c h .  S c h r a u b e n f l ä c h e « ,  B d .  L X X X Y I ,

I I .  A b t h . ,  u n d  » D i e  C o n t u r e v o l u t e  a x i a l e r  S c h r a u b e n f l ä c h e n « ,  

B d .  X C I V ,  I I .  A b t h . )

E r  b e t r a c h t e t  d i e  P r o j e c t i o n e n  d e r  d i e  S c h r a u b u n g s f l ä c h e ,  

e r z e u g e n d e n  G e r a d e n  a l s  e i n z e l n e  L a g e n  e i n e r  i n  d e r  P r o j e c t i o n s -
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e b e n e  N  s i c h  b e w e g e n d e n  G e r a d e n  u n d  b e s t i m m t  d i e  K r ü m 

m u n g s m i t t e l p u n k t e  d e r  v o n  s ä m m t l i c h e n  L a g e n  d i e s e r  G e r a d e n  

u m h ü l l t e n  E n v e l o p p e .  I n d e m  e r  h i e b e i  d i e  P u n k t r e i h e  a u f  d e r  

s i c h  b e w e g e n d e n  G e r a d e n  a l s  u n v e r ä n d e r l i c h  v o r a u s s e t z t ,  w i r d  

e r  z u  e i n e r  B e w e g u n g  g e f ü h r t ,  d i e  s i c h  a u s  e i n e r  O s c i l a t i o n  

u n d  e i n e r  T r a n s l a t i o n  z u s a m m e n s e t z e n  l ä s s t .

I c h  w i l l  z u m  S c h l ü s s e  m e i n e r  U n t e r s u c h u n g e n  n o c h  z e i g e n ,  

w i e  m a n  d i e s e s  P r o b l e m  m i t  d e n  M i t t e l n  d e r  G e o m e t r i e  d e r  

B e w e g u n g  a l l e i n ,  o h n e  d a s s  m a n  G e s c h w i n d i g k e i t e n  u n d  B e 

s c h l e u n i g u n g e n  i n  B e t r a c h t  z i e h t ,  e i n f a c h  u n d  f ü r  S c h r a u b u n g s 

r e g e l f l ä c h e n  ü b e r h a u p t  l ö s e n  k a n n .

E i n e  S c h r a u b u n g s r e g e l f l ä c h e  A '  w i r d  d u r c h  S c h r a u b u n g  

e i n e r  G e r a d e n  P ’  u m  e i n e  A x e  Z '  e r z e u g t ; 1 b e i  d i e s e r  B e w e g u n g  

b e s c h r e i b t  j e d e r  P u n k t  d e r  G e r a d e n  e i n e  H e l i x ;  d i e  P u n k t r e i h e  

a u f  P '  b l e i b t  a b e r  i n  a l l e n  L a g e n  u n v e r ä n d e r l i c h .

D a  n u n  d u r c h  P a r a l l e l p r o j e c t i o n  i n  e i n e  E b e n e  e i n e  P u n k t 

r e i h e  i n  e i n e  ä h n l i c h e  P u n k t r e i h e  p r o j i c i r t  w i r d ,  s o  k ö n n e n  w i r  

m i t  B e z u g  d a r a u f  u n s e r e  A u f g a b e  f o l g e n d e r m a s s e n  f o r m u l i r e n .  

» E i n  ä h n l i c h  v e r ä n d e r l i c h e s  S y s t e m  b e w e g t  s i c h  i n  d e r  E b e n e  

N  s o ,  d a s s  j e d e r  P u n k t  d e s  S y s t e m s  e i n e  S i n u s o i d e  b e s c h r e i b t ;  

e s  s i n d  e i n z e l n e  P u n k t e  u n d  d i e  i h n e n  z u g e h ö r i g e n  K r ü m m u n g s 

m i t t e l p u n k t e  d e r  v o n  d e r  S y s t e m g e r a d e n  P  w ä h r e n d  d e r  B e 

w e g u n g  u m h ü l l t e n  E n v e l o p p e  C  z u  c o n s t r u i r e n . «

W i r  w o l l e n  d e n  P u n k t  e  v o n  C  a u f  d e r  G e r a d e n  P  s o w i e  

d e n  i h m  e n t s p r e c h e n d e n  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t  k  e r m i t t e l n .

—  F i g .  1 0 .  —

D i e  B a h n t a n g e n t e n  a l l e r  P u n k t e  v o n  P  u m h ü l l e n  e i n e  

P a r a b e l  w e l c h e  v o n  d e r  G e r a d e n  P  i m  P u n k t e  e  d e r  C o n t u r  

b e r ü h r t  w i r d .  D i e  T a n g e n t e n  d i e s e r  P a r a b e l  s i n d  P r o j e c t i o n e n  

v o n  E r z e u g e n d e n  e i n e s  h y p e r b o l i s c h e n  P a r a b o l o i d s ,  d e s s e n  

A x e  s e n k r e c h t  z u r  S c h r a u b u n g s a x e  Z '  i s t .  D a r a u s  f o l g t ,  d a s s  

d i e  A x e  d e r  P a r a b e l  ^  s e n k r e c h  i s t  z u r  P r o j e c t i o n  Z  d e r  

S c h r a u b u n g s a x e .  D e m n a c h  r e i c h t  e s  z u r  B e s t i m m u n g  v o n  ^

1 Der Übersichtlichkeit wegen wird in diesem Artikel bei den Symbolen 

der Projectionen in die Ebene N  der Zifferindex unterdrückt; den Symbolen der 

projicirten Raumgebilde wird dafür ein Strich beigesetzt. Auch wird es nicht 

beirren, dass die Symbole der Projectionen auch zur Bezeichnung ihrer A b 

bildungen in Fig. 10 beibehalten worden sind.
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h i n ,  w e n n  w i r  a u s s e r  P  n o c h  z w e i  T a n g e n t e n  d i e s e r  P a r a b e l  

k e n n e n .

W i r  w e r d e n  a l s o  n o c h  d i e  T a n g e n t e n  T'-;, T i  i n  z w e i  

P u n k t e n  c ',  r e s p e c t i v e  d '  v o n  P f a n  d i e  z u g e h ö r i g e n  S c h r a u b e n 

l i n i e n  v o n  A '  d u r c h  i h r e  P r o j e c t i o n e n  T v T  ̂ a u s z u d r ü c k e n  h a b e n .  

D a n n  e r m i t t e l n  w i r  d e n  B e r ü h r u n g s p u n k t  e  d e r  T a n g e n t e  P  

m i t  d e r  P a r a b e l  v o r t h e i l h a f t  n a c h  d e m  H i l f s s a t z e  d e s  1 2 .  A r t i k e l s .

W i r  w ä h l e n  h i e r  Tz u n d  P  a l s  d i e  f e s t e n  T a n g e n t e n  u n d  

P  a l s  d i e  d r i t t e  i n  d e m  S a t z e  e r w ä h n t e  T a n g e n t e  d e r  P a r a b e l  

A u f  d i e s e n  a n g e n o m m e n e n  T a n g e n t e n  b e s t i m m e  T { d e n  A b 

s c h n i t t  c p ,  w e l c h e r  n a c h  c p +  a u f  P  p r o j i c i r t  w i r d ;  d i e  z u  P  

u n e n d l i c h  b e n a c h b a r t e  T a n g e n t e  d e r  P a r a b e l  b e s t i m m t  a u f  d e n 

s e l b e n  z w e i  T a n g e n t e n  e i n e n  A b s c h n i t t ,  d e r  n a c h  e d  p r o j i c i r t  

w i r d .  E s  i s t  a l s o  d e  —  p + c, w o d u r c h  e  i n  e i n f a c h e r  W e i s e  c o n -  

s t r u i r t  w i r d .

W i r  h a b e n  b e i  u n s e r e r  D a r s t e l l u n g  z w e i  b e l i e b i g e  T a n 

g e n t e n  7 ^ 7 ?  d e r  P a r a b e l  e r m i t t e l t ;  w i r  k ö n n e n  j e d o c h  s t a t t  e i n e r  

v o n  i h n e n  v o r t h e i l h a f t  d i e  S c h e i t e l t a n g e n t e  T a c o n s t r u i r e n .  Z u  

d e m  B e h u f e  d e n k e n  w i r  u n s  d i e  z u r  P r o j e c t i o n s e b e n e  i S  p a r a l l e l e  

M e r i d i a n e b e n e  d e r  S c h r a u b u n g s f l ä c h e  u n d  b r i n g e n  d i e  G e r a d e  

P '  m i t  i h r  i m  P u n k t e  a!  z u m  S c h n i t t e .  D i e  S c h e i t e l t a n g e n t e  T a 

g e h t  d u r c h  a  u n d  i s t  p a r a l l e l  z u  Z ;  s i e  i s t  d i e  P r o j e c t i o n  d e r  

T a n g e n t e  T i  d e r  d e m  P u n k t e  a !  i n  d e r  S c h r a u b u n g  g e h ö r i g e n  

H e l i x .  F ü r  e i n e  a x i a l e  S c h r a u b u n g s r e g e l f l ä c h e  f ä l l t  T i  m i t  d e r  

A x e  Z ' ,  a l s o  T a m i t  Z  z u s a m m e n .

P r o j i c i r e n  w i r  s o m i t  e t w a  d e n  S c h n i t t p u n k t  q  v o n  T { m i t  

T a s e n k r e c h t  z u  Z  a u f  d i e  G e r a d e  P  n a c h  q + ,  s o  h a t  m a n  a b e r 

m a l s  a e  =  q + c  z u  m a c h e n ,  u m  d e n  P u n k t  e  z u  e r h a l t e n . 1

B e v o r  w i r  z u r  C o n s t r u c t i o n  v o n  k  s e l b s t  s c h r e i t e n ,  s c h i c k e n  

w i r  f o l g e n d e  E r w ä g u n g  v o r a u s .

I s t  z u n ä c h s t  P  i r g e n d  e i n e  G e r a d e  i n  u n s e r e m  ä h n l i c h  v e r 

ä n d e r l i c h e n  S y s t e m e ,  e d e r  P u n k t  a u f  i h r ,  i n  w e l c h e m  s i e  v o n  

i h r e r  H ü l l b a h n c u r v e  b e r ü h r t  w i r d  u n d  o d e r  S c h n i t t p u n k t  d e r  

N o r m a l e n  A 1 i n  e  z u  d e r  G e r a d e n  P  m i t  d e r  B a h n n o r m a l e  i r g e n d  

e i n e s  P u n k t e s  x  a u f  P ,  s o  k ö n n e n  w i r  o a l s  m o m e n t a n e n

1 Man vergleiche damit die Entwickelung dieser Construction durch 

Herrn C. P e l z  in diesen Sitzungsberichten, Bd. 87, II. Abth.
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1 2 3 8 J. S o b o t k a ,

D r e h u n g s p o l  f ü r  e i n e  B e w e g u n g  e i n e s  u n v e r ä n d e r l i c h e n  e b e n e n  

S y s t e m s  i n  d e r  E b e n e  N  b e t r a c h t e n ,  w e l c h e ,  w a s  d i e  G e r a d e  P  

u n d  d e n  a u f  i h r  l i e g e n d e n  P u n k t  x  a n b e l a n g t ,  u n s e r e  B e w e g u n g  

i m  ä h n l i c h  v e r ä n d e r l i c h e n  S 3̂ s t e m  v o l l s t ä n d i g  e r s e t z t .

K e n n t  m a n  d e n  d e m  P u n k t e  x  e n t s p r e c h e n d e n  K r ü m m u n g s 

m i t t e l p u n k t  x +  d e r  B a h n c u r v e  v o n  x ,  s o w i e  d e n  d e m  P u n k t e  e 

e n t s p r e c h e n d e n  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t  k  d e r  H ü l l b a h n c u r v e  

v o n  P ,  s o  l ä s s t  s i c h  a u c h  l e i c h t  d e r  W e n d e k r e i s  d e r  e r s e t z e n d e n  

B e w e g u n g  e r m i t t e l n .  F ü r  d i e  U m k e h r u n g  d i e s e r  B e w e g u n g  g e h t  

n ä m l i c h  d e r  W e n d e k r e i s  W  d u r c h  o, k  u n d  d u r c h  e i n e n  P u n k t  

x 0 a u f  (x o ) ,  w e l c h e r  a u s  d e r  q u a d r a t i s c h e n  V e r w a n d t s c h a f t  

z w i s c h e n  d e n  P u n k t e n  d e s  b e w e g t e n ,  u n v e r ä n d e r l i c h e n  S y s t e m s  

u n d  d e n  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t e n  i h r e r  B a h n e n  l e i c h t  e r 

m i t t e l t  w i r d .

J e  n ä h e r  n u n  d e r  P u n k t  x  a u f  P  z u  d e m  P u n k t e  e  r ü c k t ,  

d e s t o  n ä h e r  r ü c k t  d e r  P u n k t  x 0 d e m  P u n k t e  k, b i s  e r  a n  d e r  

G r e n z e  m i t  i h m  z u s a m m e n f ä l l t .

D a r a u s  e n t n e h m e n  w i r  f o l g e n d e  C o n s t r u c t i o n  d e s  f r a g l i c h e n  

K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t e s  k  u n s e r e r  E n v e l o p p e  C.

1 .  W i r  c o n s t r u i r e n  d e n  S c h n i t t p u n k t  o d e r  N o r m a l e  N  v o n  

C  i m  P u n k t e  e m i t  d e r  B a h n n o r m a l e  d e s  z u  e c o n s e c u t i v e n  

P u n k t e s  v o n  P

2 .  W i r  c o n s t r u i r e n  d e n  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t  d e r  

s i n u s o i d i s c h e n  B a h n ,  w e l c h e  d e r  m i t  e  i n c i d e n t e  P u n k t  x  v o n  P  

b e s c h r e i b t .

3 .  W i r  e r m i t t e l n  s c h l i e s s l i c h  d e n  P u n k t  a u f  A 7, w e l c h e r  d e m  

W e n d e k r e i s e  f ü r  d i e  u m g e k e h r t e  d e r  h e r v o r g e h o b e n e n  e r 

s e t z e n d e n  B e w e g u n g  g e h ö r t  u n d  b e r e i t s  d e r  g e s u c h t e  K r ü m 

m u n g s m i t t e l p u n k t  k  i s t .

D i e  B a h n n o r m a l e n  f ü r  a l l e  P u n k t e  a u f  P  u m h ü l l e n  e i n e  

P a r a b e l  d e n n  s i e  v e r b i n d e n  d i e  P u n k t r e i h e  a u f  P  m i t  e i n e r  

z u  i h r  p r o j e c t i v e n  P u n k t r e i h e  a u f  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  G e r a d e n  

d e r  E b e n e .  D i e  l e t z t e r e  P u n k t r e i h e  w i r d  a u s  i r g e n d  e i n e m  P u n k t e  

d e r  E b e n e  i m  E n d l i c h e n  d u r c h  e i n e n  S t r a h l e n b ü s c h e l  p r o j i c i r t ,  

w e l c h e r  c o n g r u e n t  m i t  d e m j e n i g e n  S t r a h l e n b ü s c h e l  i s t ,  d u r c h  

w e l c h e n  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e ,  d u r c h  d i e  T a n g e n t e n  v o n  e r z e u g t e  

P u n k t r e i h e  a u s  d e m s e l b e n  P u n k t e  p r o j i c i r t  w i r d ;  b e i d e  S t r a h l e n 

b ü s c h e l  d i f f e r i r e n  n u r  d e r  L a g e  n a c h  u m  e i n e  V i e r t e l d r e h u n g .
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D a r a u s  e r g i b t  s i c h ,  d a s s  d i e  P a r a b e l n  d e n s e l b e n  B r e n n 

p u n k t  / i m  E n d l i c h e n  b e s i t z e n ,  u n d  d a s s  i h r e  A x e n  m i t  e i n a n d e r  

e i n e n  W i n k e l  v o n  9 0 °  e i n s c h l i e s s e n .  I n  F o l g e  d e s s e n  i s t  d i e  i n  

a  z u  Z  e r r i c h t e t e  S e n k r e c h t e  N a d i e  A x e  v o n  ^ ß + . D e r  P u n k t  e 

l i e g t  a u f  d e r  D i r e c t r i x  v o n  w e s h a l b  d i e  i n / z u  ( e f )  e r r i c h t e t e  

S e n k r e c h t e  d i e  N o r m a l e  N  i n  i h r e m  B e r ü h r u n g s p u n k t e  m i t  d e r  

P a r a b e l  ^ ß +  t r i f f t .  D i e s e r  B e r ü h r u n g s p u n k t  i s t  d e r  m o m e n t a n e  

D r e h u n g s p o l  o.

D a r a u s  f o l g t  s o g l e i c h ,  d a s s  m a n  d e n  P u n k t  o e r h ä l t ,  w e n n  

m a n  d i e  d u r c h  T a u n d  N a a u f  d e r  N o r m a l e  N  h e r a u s g e s c h n i t t e n e  

S t r e c k e  a u f  d i e s e l b e  v o n  e  n a c h  e o  ü b e r t r ä g t .

D e r  P u n k t  e +  i s t  d e r  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t  d e s  K e g e l 

s c h n i t t e s ,  i n  w e l c h e n  d e r  K r ü m m u n g s k r e i s  i m  P u n k t e  e d e r  

d i e s e m  P u n k t e  i n  d e r  S c h r a u b u n g  z u g e h ö r i g e n  H e l i x  a u f  

d i e  E b e n e  N  p r o j i c i r t  w i r d .  O d e r ,  d e n k t  m a n  s i c h  d i e  S c h n i t t 

e l l i p s e  d e r  O s c u l a t i o n s e b e n e  i n  e  f ü r  d i e  e r w ä h n t e  H e l i x  m i t  

d e m  d u r c h  e  g e h e n d e n  R o t a t i o n s c y l i n d e r  v o n  d e r  A x e  Z '  i n  d i e  

E b e n e  N  p r o j i c i r t ,  s o  i s t  e +  a u c h  d e r  M i t t e l p u n k t  d e s  K r ü m 

m u n g s k r e i s e s  d i e s e r  P r o j e c t i o n  i n  e. F ü r  d i e s e  P r o j e c t i o n  i s t  d e r  

F u s s p u n k t ^  d e r  S e n k r e c h t e n  v o n  e  a u f  Z  d e r  M i t t e l p u n k t .  Z i e h t  

m a n  i n  d e r  E n t f e r n u n g  d e s  P a r a m e t e r s  p  v o n  e  d i e  S e n k r e c h t e  

z u  Z ,  s o  s c h n e i d e t  d i e s e l b e  P  i m  P u n k t e  v  u n d  e v  i s t  d i e  L ä n g e  

d  d e s  z u  ( g e )  c o n j u g i r t e n  D u r c h m e s s e r s  d e r  b e s a g t e n  P r o j e c t i o n .  

B e z e i c h n e n  w i r  d i e  E n t f e r n u n g  d e s  P u n k t e s  g  v o n  P  w i e d e r

—  d z
d u r c h  t, s o  i s t  a l s d a n n  e e + —  — - N a c h  d i e s e r  R e l a t i o n  w u r d e  i n

d e r  F i g u r  e +  d a r g e s t e l l t .

I s t  s c h l i e s s l i c h  e°  d e r  z u  o i n  B e z u g  a u f  e +  s y m m e t r i s c h e  

P u n k t ,  s o  i s t  n a c h  e i n e r  b e k a n n t e n  R e g e l 1 d e r  i n  F r a g e  s t e h e n d e  

P u n k t  k  a l s  d e m  W e n d e k r e i s e  W  g e h ö r e n d  d e r  d u r c h  d a s  

P u n k t e p a a r  o e °  v o n  e  h a r m o n i s c h  g e t r e n n t e  P u n k t  u n d  w i r d  a l s  

s o l c h e r  e i n f a c h  e r h a l t e n .

A u s  d e r  e b e n  a b g e l e i t e t e n  C o n s t r u c t i o n  l ä s s t  s i c h  d e r  f r ü h e r  

g e w o n n e n e  A u s d r u c k  f ü r  p  g l e i c h f a l l s  s e h r  e i n f a c h  e n t w i c k e l n ,  

W i r  e r h a l t e n  d i e  W e r t h e

Schraubungsf läcl ien.  1 2 3 9

1 Alan sehe etwa Dr. Arthur Sc h o e n fl i e s Geometrie der Bewegung 

1886, S. 26.
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1 2 4 0 J. S o b o t k a ,  Schraubungsf l ächen.

—  ( p z +  r z c o s 2 cp)3/2 — —  ( w 2 +  r 2 c o s 2 cp)3-/2. s in  cp
ß0 —  -Ji _________________ Li  C C '  —  -------------------—------- —

p r  s in  cp ’ — p ( r  c o s 2 cp d z.s ) ’

___ ( p z +  r z c o s 2 cp)3/2 ( r d o i s )

p r  s i n  cp ( r  c o s 2 cp= t s )  ’

2  1 1 
a u s  w e l c h e n  e t w a  n a c h  d e r  F o r m e l  —  =  —  -+-  = --- =  d e r

P  eo e e +  o e +

A u s d r u c k  s i c h  e r g i b t

( p z + r z c o s 2cp)3/2 o \ n
p =  --------2 • 3 “ — t r ( l  +  s i n 2 cp)= b s ] ,

p r ' s u r ' y  1

a u s  d e m  d i e  G l e i c h u n g e n  d e r  C o n t u r e v o l u t e  s e l b s t  w i e  f r ü h e r  

h e r g e l e i t e t  w e r d e n .

W i r  h a b e n  d i e  C o n s t r u c t i o n  d e r  C o n t u r c u r v e n  u n d  C o n t u r -  

e v o l u t e n  d e r  S c h r a u b u n g s r e g e l f l ä c h e n  f ü r  d i e  O r t h o g o n a l p r o -  

j e c t i o n  i n  e i n e  z u r  S c h r a u b u n g s a x e  p a r a l l e l e  E b e n e  d u r c h g e f ü h r t .  

E s  i s t  k l a r ,  d a s s  u n s e r e  E n t w i c k e l u n g e n  S c h r i t t  f ü r  S c h r i t t  f o r t -  

b e s t e h e n  b l e i b e n  f ü r  i r g e n d  e i n e  P a r a l l e l p r o j e c t i o n  i n  e i n e  g e g e n  

d i e  S c h r a u b u n g s a x e  w i e  i m m e r  g e n e i g t e  E b e n e ;  d i e  B a h n e n  e i n 

z e l n e r  P u n k t e  d e s  i n  d e r  P r o j e c t i o n s e b e n e  b e w e g l i c h e n  ä h n l i c h  

v e r ä n d e r l i c h e n  S y s t e m s  s i n d  z w a r  k e i n e  S i n u s o i d e n  m e h r ,  a b e r  

d i e  K r ü m m u n g s k r e i s e  i h r e r  P u n k t e  k a n n  m a n  w i e  v o r h e r  c o n 

s t r u i r e n .  D i e  S c h e i t e l t a n g e n t e  d e r  P a r a b e l  h a t  a l l g e m e i n  n i c h t  

m e h r  d i e  a u s g e z e i c h n e t e  L a g e  w i e  z u v o r ,  a b e r  d i e s  s e t z t  

u n s e r e r  C o n s t r u c t i o n  k e i n e  S c h w i e r i g k e i t e n  i n  d e n  W e g .
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