1093

Uber Dirichlet’sche Reihen

F. Mertens,
M. k. Akad.

In Dirichlet’s Beweise fiir das Vorkommen von unend-
lich vielen Primzahlen in einer gegebenen ganzzahligen arith-
methischen Reihe, deren Differenz zu ihren Gliedern theilerfremd
ist, besteht bekanntlich die grosste Schwierigkeit in dem Nach-
weise, dass gewisse unendliche Reihen von Null verschiedene
Werthe haben. Dirichlet fiihrt diesen Nachweis bei den
Reihen mit complexen Gliedern apagogisch durch Stetigkeits-
betrachtungen.

Man kann indessen auch ganz elementar zu demselben
Ziele durch Multiplication unendlicher Reihen gelangen, wie in
dem [Folgenden gezeigt werden soll.

1.
Es handele sich um die Multiplication von » Reihen

w4 ul) 1+
uP+u@ + )+

1 418D 4 1+

Von den Gliedern dieser Reihen_wird vorausgesetzt, dass
flr je zwei Zahlen a, b, von welchen a << b ist,
fi(@)

(i ) (i) i
mod (u+ul  +uD +  +uld) = P
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ist, wo mod das Zeichen fir den analytischen Modul, = eine
gegebene positive Zahl und f;(2) eine gegebene, mit wachsen-
dem 7 nicht abnehmende Function bedeuten.

Es sei zur Abklirzung

w4 uld 4. 4uld = UD,
mod 7{7 +mod 2}’ + —+mod 2{) = AP

und 7 eine beliebige, die Einheit iibersteigende Zahl. Denkt
man sich das Product

uom.uR, U
ausgeflihrt, so haben alle Glieder des Resultats die Gestalt

wl uf  ul,

wo jeder der Stellenzeiger =, 8. .= von 1 bis # lauft, und zer-
fallen zunichst in zwei Classen. Die erste Classe moge alle
Glieder umfassen, in welchen das Product der Stellenzeiger
7, B,. die Zahl n nicht lbersteigt, die zweite die librigen
Glieder.

Um die Summe der Glieder der ersten Classe aufzustellen,
fasse man alle Glieder zusammen, in welchen das Product
5.6, .c einen und denselben Werth hat. Setzt man

), (2

Suu ul? =t,,

wo die Summe tiber alle I.dsungen der Gleichung

2. e =

,

in ganzen positiven Zahlen 2, 3,. zu erstrecken ist, so wird
die Summe der Glieder der ersten Classe

= byl L,

In den Gliedern der zweiten Classe muss wenigstens
1

einer der 7 Stellenzeiger %, %,. .= dic in #” enthaltene arosste
ganze Zahlyv lbersteigen. Man kann daher diese Glieder in
1 Inbegriffe vertheilen, indem man in den 7ten Inbegriff alle
Glieder aufnimmt, in welchen der 7te der Stellenzeiger =, 3,.
der erste ist, welcher die Zahl v {ibersteigt.
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Es sei ¥; die Summe der Glieder des iten Inbegriffs. Jedes
Glied von X; muss eine der Gréssen

11(1) 7080

p
+1° PEO RN 'Hnl.)

als Factor enthalten und man gelangt zu einer tibersichtlichen
Darstellung von X;, wenn man alle Glieder zusammenfasst, in
welchen je eine der genannten Grossen vorkommt. Bringt man

zu diesem Ende jedes Glied von X; auf die Form
u e 4, y®
n o b ¢ ?

wo p, 6,. .t die Stellenzeiger 1, 2,. .7 nach Ausschluss von ¢
bezeichnen, so ist
(

AR T E T1O)
M b -

ein Glied des Products
T(p T(3) MG
vp.Up U,

und zwar ein solches, in welchem

1L
ab. .¢>—
111

ist und tiberdies in dem Falle /i > 1 die /—1 ersten der Stellen-
zeiger a, b,. .c¢ die Zahl v nicht Ubersteigen. Bezeichnet also

oy , . v .

ol ) die Summe dieser Glieder von U@. U@ .U, so

Yo ' )
N

. 1
ist w(»——) der Coéfficient von #!? in ¥; und man hat
fAm

. . \ / \
m . n . 7
" (O () v s (i) (¥ .
_'—“"]‘c( /+1,)+”"'+2“’(v+2,)+ R \71)

Schreibt man diese Gleichung in der Form

. v y 1
Y= ()l + +u(’))'r( e l>

v+ 1/

: 1 1
+ (@) 1+ +u§:>>(’?<‘,+o‘> 4< !

- » /'r 1 on W)
=+ (1), + B N )('-' v-3 v v+ 2))
+.
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-+

1 [
+<us;>1+us:l>("< ) o (25!

n—
_*_”(‘) ("‘ <

so ergibt sich

- ST
mod X; << mod (u{),+ . +4u() mod ¢ (_v_)

+ 1.
: N 1\
+mod (u{),+. ") mod w< ——’5( )
( 42 Il) 1 ‘)+t_)’) i \V+1 )
+..

A\

) " fn )
+mod () mod l\'?(?) -7 (\7/.~1 ))

Hierin ist aber nach der Annahme
. . . (v + 1) Si()
mod (1) 4280+ .+ ulh) Sf'< =<
( 741 142 i ) (V-{-l_)ﬁ — (‘)+1): ’

. o Ji0+2) _ fi(w)
mod (#f)y+. . +u) = (’v+‘2)ﬁ = (vil- )7 °

mod #{) = i), < (fi(71’))- )
= w T (v+1)F

. 1 . 1
Bezeichnet ferner =, { — ) das Resultat, in welches | —]
O\ 1 ’ N/

ibergeht, wenn man jede Grissse ) durch ihren Modul ersetzt.
so wird

n n o\
mod ¢ (——) = %, <——) ,
AN - ,

" n 1 / T 7
mod (l'g(v+2;)_?(\v+l>/ =" <v+2/) T (Vﬂ)’
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weil die Differenz
< 7\ /71\
YD —_— [E— —
Pt %)
entweder aus lauter Gliedern von U@ . U@. .U besteht oder
aber zugleich mit = o ) /”> erschwindet
r - 0o | —— | — w0, | = | verschwindet.
8 %o (h+1, '“°<h, i

Man hat also

S T 1), (1
) g [ ) 2 A0,
L vir—1 +1)7
Da aber ,(1) nur aus Gliedern des Ausdrucks
AP.AP . AP—mod #@ . mod 7). .mod )
besteht, so ergibt sich

o (1) = P

C, (i)
mod ¥; < -j' () s
=iy

und demzufolge

wenn das Product aller Ausdriicke
Wy, uP,. Ay

nach Ausschluss von 2§’ mit R bezeichnet wird.
Aus der Gleichung

g.re. UP =t +t,+  +h+E5+54+ +X
folgt nun, wenn zur Abkiirzung
LOBD+FBD+ LB = A,
gesetzt und eine Grosse, deren Modul die Grenze g nicht liber-
steigt, mit {g} bezeichnet wird,
e

Un R U = A+t + +t,,+3 )

(1

Diese Gleichung gilt auch noch fir 2z = 1, wo

[, e, U = f
ist.
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2.

Mit Hilfe der Gleichung (1) kann nun auch eine Grenze
angegeben werden, welche der Modul der Summe

t — l‘a"l'tu _|_1+ +t[1

nicht tibersteigen kann. Es wird hiebei ¢ > 1 angenommen.
Aan hat nach (1)

bty b= UPLUR T :TAZ (o

Ay
oty = UL U2, 0 +§ }
1+ a—1 a—1- 1 1 (1+‘A)" 5

1 1
wo u, % die gréssten in b7, (a—1)" enthaltenen ganzen Zahlen
bezeichnen.

Durch Subtraction dieser Gleichungen ergibt sich

= (U[” U,ﬁl_’l) U® Ul;:‘,) Ulgr)
_}_([]Q) [r(’)l) []51_)1 []153) Lyl;r)

-+ .

+(UP—=UP YU, U2y UY
Ap A,
-+ _—L_?» -+ 5 _ ! %—
Ca4uy ) T LT 4
und hieraus

mod # =< P mod (UM —TU L4}

+ P mod {UpY—TU2
+
+ Ry mod {U”— U2 |
{24, %
b (14w

es ist aber nach der Annahme

i fi(@) fi(®)
b‘}/_l) = ar = (1+7t)“ .

mod (Uf) —



Dirichlet’sche Reihen. 1099

Daher wird
1 (2) 2Al‘
mod { = ( ), (f1 () B +/,(0)BE + ”)+(1+—7’-):
34,
= (I

3.

Sind die gegebenen Reihen so beschaffen, dass — mit

wachsendem 7 der Null zustrebt, so hat man, da 1 4v > n’ ist,

1

lim — (l =y ),

DDas Product dieser Reihen wird demnach durch die Reihe

L+t +6+ .4 ininf
dargestellt.
Haben insbesondere die Glieder der gegebenen Reihen die
Gestalt
m

ufy) =

und ist fiir jedes 7 und beliebige Zahlen a, b

cP+cil i+ +aD = {GH
wo

Gy, Gy.. .Gy

bekannte Grossen bezeichnen, so darf der vorstehende Satz
angewendet werden.
Denn man hat mit Hilfe der Abel’schen Umformung

(i) (@3 (i)
1[[, +1Lﬂ+l+ +1l

1 1 < 1 1 >
— )= — - (1) 4 () _
€ <a. a+1)+(c e +1) a+1 a+2 +

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CIV. Bd., Abth. Il a. 72
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) . . 1 1
reprel,+ o) (5 — )
i) i (i) 1
+ (C(i +C(L+1+ +cb ) ?i
— }i_ 1 4 1 . 1 - 1 1 1)
= ’(a atrl Taxl axe vty
_ \'Qg
“la
Ferner wird
; G; G G;

1 1
§G5<1+7+*+...+ >;

da aber

1+—;—+§+ +% < l+logn
ist, so wird
AD < G;(1+log n).
Man kann demnach
filn) = Gy, =1
setzen und es wird 4, kleiner als der Ausdruck
rG,G,. .G,(1+logu)—!

Ein solcher Ausdruck tritt aber mit wachsendem # gegen
1

jede Potenz ¥ von 72 zurlick.

+

Es werde jetzt das Polynom

T, = t+t,+. —+1i,
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mit der Summe

1
et —

1
S":1+7 3 1

multiplicirt. Zu diesem Ende setze man, liber alle Theiler &
von m erstreckt,

Ydty = mo,,

und bezeichne die grosste in \/1; enthaltene ganze Zahl mit p.
4
Die Glieder des Products S, T,, haben alle die Gestalt Tﬁ

und zerfallen in vier Gruppen.
In die erste Gruppe stelle man die Glieder, in welchen
o3 = n ist. Thre Summe ist

ViU, Uy,

Die zweite Gruppe enthalte die Glieder, in welchen 28 > n
und o = p, B > u ist. Jedes derselben enthilt einen der Briiche
11
R ERE :T

k4

als Factor, und zwar ist die Summe aller Glieder,

1 1
welche " enthalten, — ?ak, wenn

tryetiloy. + +1, = ag,

=s(3)

gesetzt wird, wo E(z) die grosste in z enthaltene ganze Zahl
bezeichnen soll. Die Summe der Glieder der zweiten Gruppe
ist daher

1
jany a, +

l
5 as+ .+ —a,.

3% .

Die dritte Gruppe umfasse alle Glieder, in welchen af§ > n
und o>, B = u ist. Jedes derselben muss eine der Grdssen
ty, t,,. .1, als Factor enthalten. Fasst man daher alle Glieder
zusammen, welche #, enthalten, und setzt wieder

72%
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7

e

k)’

so erscheint #, mit dem Coéfficienten

und die Summe der Glieder der dritten Gruppe ist
= byty+-byty+ 4D,

Endlich nehme man in die vierte Gruppe alle Glieder auf,
in welchen o und B > p. sind. Thre Summe ist

1 1 1
<m -+ [L+2 e e Z/) (t;x+1+t,;,+2+- +t1,).

Nach Abschnitt 2 ist

St

1

1

"
7 ) enthaltene ganze Zahl bezeichnet.
A

wenn { die grosste in E<

Da
(1+C)">E(’i>,
\ &

also auch

7
140" > —
(1+0)7= 7
ist, so wird
i
. n’
1+ > —
b
und demzufolge
34,1 =
ap — z” §k1

nr
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Hieraus folgt

1 1 1
—2—(7'24"?(13"*' +Eﬂz,,_
{ 34, }( 1 1 1 )
= - — + — ..+ —.
z . 1—-Z 1"
n¥ 2 3 7 w7
Es ist aber
z 1 = :
R (—1)"
v 1— 2
kT
und demzufolge
1 1 1 x
— ..+ < —un 2)
p— 1— = 1" T
2 7 3 w7
r =
<< — n-!
T
Man hat also
1 1 1 - 3ra,
5612—{-?@34‘ +EG]L_ - . ;
7!
Ferner ist
log (h+1)—log h— ! =lo ! :
g B0 — 08 1 na1
h+1

1 1
2ha1¢ T 31y T

11 1
< ?((h+1)2+ e )

1 2 2

I Z

< < — .
2hh+1) " h+1 k42

Wird h =e,s+4+1,. .n—1 gesetzt und summirt, so folgt

2 2k
<—;
142 7

log n—log e—b; <
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1

. "n—
es ist aber, wenn e — E<k_> = _kp gesetzt und # = 4 an-

genommen wird,

1 §
log ;i —loge = log_— = log<1 + 11[—p>

P _ 2

< —_—
n—p n

b

weil hier nur Werthe von %2 in Betracht kommen, welche = u.
sind.

Man hat also

2
by = logk+§ ¥£$
n )

Mit Hilfe dieser Gleichung ergibt sich

byt,+b,t,+. +b,t, = t,log 241, log 3+

S e 2

+1, log p.

Nach Abschnitt 2 ist

6kA, ;
‘) R—
2k = g (T+7)r )’
1

wo 1 die grosste in (£— 1)" enthaltene ganze Zahl bezeichnet;
es ist aber

(147" > k—1
und daher

k k k R - =
= << 2 r
Ay = = <k—1> boTs2h

wenn k* =< n. Hienach ergibt sich nach (2)

2wt |
EANEAPNETS
n | n n )
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Wird noch berlicksichtigt, dass identisch

brlog(p+1)+24 2 log (W+2)+  +#,logn =
(fpt1+tpqot . .+t logn
—(p1+tupz+ . +t,_1)(log n—Ilog (n—1))
—(pp1+ g2+ +#,-1) (log (n—1)—log (n—2))
—ty11(log (p+2)—log (+1))
ist, so ergibt sich nach Abschnitt 2

ty1log (p+1)+  +i,logn

= logn {{yr1+E 40+ +1,4
+(log n—log (n—1)) {41+ tugo+ . +ti1}
=+
+(10g (p+2)—1og (1) L]

:{ ‘Mi" %(logn+log7z log(n—1)+...+log (p+2)—log (n.+ 1))
n?r

5 94, logn

| p

onir
Man hat demnach

byt,+b,t,+ bt = t, log 2+, log 3+ +1, log 1

+(( A: (1‘51’ 91?)gn)§

— iv -

\ 71’2r‘
Endlich ist nach Abschnitt 2

1 1 1 _(3A,,logn
<m+m+ +7)(t},‘+1+. +t1,) —(i =

9727
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Fasst man nun die Glieder der vier Gruppen zusammen,
so ergibt sich
SuTy = v+, + Uy
+1,log 2+, log 3+ ..+¢,logn
+§ A, (]51/ + 1510g1¢>}‘

a T 2

w2
Nach (1) folgt hieraus

T

S UDUR. UP = S,Ty+ % f—_i } 3)

1
= Ul+U2+ -+U”,
+1t, log 2+1;, log 34+. .+, logn

4 gA,,,(1+xlog 1fz)+ A: <1EV . 151;)gn>}
1/57 IZW -

Man ersetze in Gleichung (1) fir ein bestimmtes ¢ die

Grossen
{0, uld, 0w, .l
beziehungsweise durch
u{d log 1, u{) log 2, uf) log 3,. .u{) logn
und setze
uf)log 24+ui)log 3+ . +ui)logn = V{
Da
W loga+ul)  log(a+1)+  +ullogd
= @d+u) +. +ui))logd
— @ +ul) +  +uf) J(log b—log (b—1))
—(uﬁf«‘+u£fil +.  +ufd) ) (log (b—1)—log (b—2))

—u)(log (a+1)—log a)
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; fi(@) } (log b+log b—log (b—1)+. +log (a+1)—loga)

{2 logfﬁﬁ(d)}:%Zlognﬁ(a)}

aﬂ

ist, so gentigt es, um Gleichung (1) auf den vorliegenden Fall
anwenden zu konnen, f;(m) durch 2 logn fi(m) zu ersetzen.
Man darf dann «A{) durch %) log » und demgemdss A, durch
(A, +fi(m)PY) log n) ersetzen. Bezeichnen daher g, 3,...1 die
Stellenzeiger 1, 2,. .# nach Ausschluss von 7 und t‘,;) die
Summe aller Producte

wlu  u” log M,

in welchen #f. .s = m und A, der ¢te der Stellenzeiger «, §,...¢
ist, so folgt

UPUG. UQ VI = () 4104 . 410
(Au+fi(m)B;”) logn |
T

17

Man denke sich nun alle Gleichungen summirt, welche
aus der vorstehenden hervorgehen, wenn man 7 =1,2,3,. .7
setzt. Da

L))+ i) =ty logm
ist, so erhdlt man
UPUP. UPVPLUPUD. UPVE)
+ +UDUR. UFD VD
= {, log 2414, log 3+ +1£, log i
(r+1)A,logu|
= ;-
nr ’
Nach (3) wird dann
S,ubUe. UN—USUD. UNVD €)Y
—Ubu@. . UMV — . _UOUD. UGV
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= U, +V,+ +v,

I 2

Z

N A,,,(1+(1f_l_2)logn) 4 A, <7151' N 1510g71\)€'

nr 727

6.
Die Gleichung (4) werde jetzt auf die Dirichlet'schen
Reihen angewendet.

Es sei
M = 2mpr

die Differenz einer gegebenen arithmetischen Reihe, p,.  ihre
etwaigen ungeraden Primfactoren, wo p, = O oder > 1 ange-
nommen werden darf, und

o(M) = 147

Man stelle fiir jede zu M theilerfremde Zahl m eine voll-
stindige Indicesreihe auf. Ist p, = 0, so seien die durch die
Congruenz

m—1
m = (-—1) 2 BHindm (mod 2)

definirten Exponenten die ersten zwei Zahlen dieser Reihe. Fiir

jede in M aufgehende Potenz p? einer ungeraden Primzahl p

nehme man den auf eine bestimmte primitive Congruenzwurzel

von p? sich beziehenden Index von m in diese Indicesreihe auf.
Sind dann

n, W,.
Wurzeln der Gleichungen
g2 =1, .q;(zr«,—l) = 1, 0P =1,
SO setze man
m—1
Cgllfl) — < 2 -qinclmo)in dm

m—1

der Factor ¢ 2 xind™ ist nur vorhanden, wenn p, > 1 und der
Exponent von o ist der auf den Modul pf sich beziehende
Index von e u. s. f. Der Stellenzeiger ¢ mbge die Werthe 0, 1,
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2,. .7 durchlaufen und zur Kennzeichnung aller verschiedenen
Combinationen der mdéglichen Werthe von ¢, 1, w,. dienen,
wobei der Stellenzeiger O den Werthen

e=N =0 = =1
entsprechen soll.
Flr eine nicht zu M theilerfremde Zahl m werde
o) =
festgesetzt.
Es ist

i H —_— H
1]1) C() - 65I1)11

o) — o
1n+11 = G
und, wenn z > 0,

N .
el + ) =0,

woratus
0 f 141
P +cll 4+ 4l = 175y
folgt.
Es werde nun in Gleichung (4)
1
7l$:l) - WC‘HII)
gesetzt. Man hat dann
) e ¢l 1 1
a +_a+1 + + ! :C"J<—— )
a a+1 b “\a a+1
1
+ (e < a_:2—>

+
+(c(l')+c(f) 4+ 4l L _i
a 41 b= \p__q b
+ (D40 + +c<f>)—1—
a a+1 bsh

<1 1 4 1 1 + +i>
a a+1 a1 a+2 b
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und kann demnach
r+1

filn) = 5

T =1
setzen. Fir %) findet man

1
AH < S, < 1+log =

n =
Ferner wird

h — 1 1 .
Vid = 5 @ log2+ ¢ log 8+ + - -c)logn
— i log 3 1og 2 ; log 3 10g4
— —c§)<_3___ 5 >_|_ (e +c§ ))( K
+(C(’)+c(‘)+c(z)) (10g4 10%: 5) _
5

. . log n
+ (et e S8

r+1 } (Iog3 log2 log3 log4 >
e e R R the

o \'(r+1)log3$

o 3

Die Grossen v,, v,,. .v, sind hier nicht negative rationale
Zahlen.

Um sich hievon zu {iberzeugen, setze man, liber alle posi-
tiven Zahlen 2, B,. .s, deren Product in m aufgeht, erstreckt,

A c(l) 612) .C;l’) — F(1’I’L).

. L m
Dann ist, wenn d in einer Potenz von .M aufgeht und i
a

zu M theilerfremd ist,

m )

U = —F(m) = -—F( S

Besteht 2 aus mehreren zu M theilerfremden Primzahl-
potenzen ¢’ ¢;,. ., SO wird

Fgq. ) = F@).F(q).
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Man braucht also nur noch F(m) fiir eine zu M theiler-
fremde Primzahlpotenz ¢° zu bestimmen.
F(g°) ist der Coéfficient von #° in der Entwickelung des
Bruches
1
(I1—x)(1—xcd’) (1—2xc?). (1 —axc)’

nach Potenzen von x. Ist p die kleinste Zahl, mit welcher die
einzelnen Indices von g multiplicirt werden miissen, um durch
die entsprechende Zahl der Reihe

2, 2@, o)

theilbar zu sein, so sind 1, ¢, ¢g?,. .cy” pte Einheitswurzeln
und man hat, wenn p. > 1, fiir jede unter p. liegende positive
Zahl v

L+ (") +(cV+  +(c)y = 0.

Ist also o eine primitive pte Einheitswurzel und kommt o¥

in der Reihe

1) (2) o)
1, o, ¢, .¢f

genau /;mal vor, so hat man
ho+h, +h,+  +h,_ = r+1
ho+ 1 o+ l,0?+ +h,_jor—! =0

h()"‘hlmg—'-h?(j)’l-'- +h]1.—l (')2"'_2 — O

hy+hy ot~ hyw?t—24 . 4k, ob-DE-0 = 0

und demzufolge

147
hy=h, = h, = =l = T
B

Dies gilt auch noch fiir p. = 1. Hienach wird

(1—x)(1—xc”) (1 —xcg’). . (1—xc)’
1+
= ((1—2) (1 —ro) (1 —xw?). . (1—zot—1)
1
= (1—uay
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. rp . 1
F(g°) ist demnach als Coéfficient von #° in — Fpry

(I—aw) »
eine nicht negative Zahl. Dann ist aber allgemein F(m) = 0.
Insbesondere ist

vy =F() =1
und daher
v, +v,+ +v, = 1.

Die Gleichung (4) lautet in dem vorliegenden Falle
S UPUP. UpP—URUPD. . UPVY (3)
—UPUP . UPVP—.. —UPUP. U=V

= v, +U,+ +u,+ {A,,

WO
/ 1
15 1f+flogn)
1 . {l+ r+2)1 < 2
A, = §1f(r—+-1)(l+]0gn)"1 ( L) og" =S
1,17 742?’

Befinden sich nun in der Reihe

Up, VR, Ug

n o

irgend zwei conjugirte Grossen, etwa U{) und U, was nur in
den Fillen M = 4, 8 nicht stattfindet, so setze man

mod UM = mod UP = R,

und zur Abklirzung

2yr—4
1+ 4 log3 = a
3
l+7r
; ]Og3:b
9r—3

Dann ist

( R 1 \ r—2
S, Uhue UM = zR,;(1+logn)< —;7/> %
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2

%

. r+1\—2
U7§2) U’ES) N U7§1) V'1(t1) — %th (;> b}

D)

%

. v o K 1/+1 V2
vpup. opve =R, (7H) b}

und somit nach (d)

’

r4-1 !
(‘T’ ) ((a+log W) RZ+2bR,) = 1—A,
oder
2 2¢(1—
Riy 20 2e(—Ay)
a+logn — a+logn

1113

(6)

Verschafft man sich daher eine mdglichst kleine Zahl s

von der Art, dass etwa

A <

o] —

und zugleich

b r=+1 1 \/ ¢ b?
et =\ [ — +
a-+tlogs 2(s+1)= 2 a+-logs (a+log s)?
ausfallt, so wird zunéchst nach (6)

, 2b c
2 Rs> ,
a+logs a+logs

also

b \/ c /b )2
R+ > +(
a+logs a+logs .a—+log s

und dann nach (7)

r+1 c b2

R, >

Ist 12 > s, so hat man
( (o
Csh e 4 Csxe a’ ; r41 %}

+ ... —_— ==
s+1  s42 + n 2(s+1)

1/
2(s+1) + 7\/ a+logs + (a+logs)?

()
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also
| r+1
Uyw — [gw % _%
: L Ry P
und demzufolge
r+1
<R, +———
RS—:]‘-H—*_ 2(S+1)

Von n — s an ist daher

Ry> by j— Y
! 2 \/ a+logs (a+log s)?”

7

Das Nichtverschwinden einer Reihe

S

) cff) cff
- —_ _|_ LA +
1 3

oo

mit reellen Gliedern lasst sich auch ohne eine ausgedehnte
Theorie der quadratischen Formen nur mit Hilfe der Form
¥2— Dy? und des Reciprocitatssatzes beweisen, welcher ja auch
bei dem Dirichlet’schen Beweise intervenirt.

t.s sei, iber alle Theiler d von m erstreckt,

Yl = §(m)
und
d(D)+b(2)+ +d(@m) = S.

Bezeichnet E(2) die grosste in  enthaltene ganze Zahl
und setzt man
7\ 7
AT
m e "
E(\/??) =y,
s0 wird

\

. n . 171 .
s=asf)eas(t)s eas(l

= U —cDr—ciir,—. . —cDr,
und
(i) e (1) 4n () 4 —
v +cry+ +cr, = {ui
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i+ H+eDr, = ) (1 —7ut0)
+ (6321 + c}ﬂz) (ppo—"u3)
+

+(C§Q1+Cfﬂz+ )7y

r—+1
- { 5 } (mod (rut1—7up2)+mod (Fupo—ruys)+  );

_E (J,,,, )) ,
m + 1 )

——E< n )
m 41

. ) r+1)( n o
i) 7 cAcDy, = ; ( . )
wir Tpr1+ +C T 5 | b1 +E bt 1

da aber

I n 1
Y"m—Vm+1 ————— ——— — (E <~7>
m n 41 \ m

also

7 ] "1
mod (v —7po) = — — ——— +E(—-->
( ni m—+ ) =" "+ 1 \ 71

ist, so folgt

= {r+1)\/n }
e ren = 1D\ |
Man hat also

1 ; r+2 } ®)

U = — S+ ——
n \/M

7
Die Zahl ¥ () kann nicht negativ sein. Ist ndmlich
m = qPq;.
wo ¢, q,,. verschiedene Primzahlen bezeichnen, so wird
$(m) = $(¢7)b (gD
(¢ = 1+cf;>+(c§;>)2+. +(c51">)=.
Bezeichnet daher S’ die Summe aller Zahlen ¢ (m), welche

sich nur auf die zu 2 theilerfremden Zahlen m bis zur
Grenze n beziehen, so ist

S= 8

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CIV Bd., Abth. II. a. 73
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Fir eine zu 2M theilerfremde Zahl m aber ist c{) als
Legendre—Jacobi’sches Symbol darstellbar. Ist ndmlich P
das Product derjenigen ungeraden Primfactoren von M, fiir
welche die entsprechenden Einheitswurzeln in der Reihe o, ®,...
den Werth —1 haben, Q das Product der {ibrigen Primfactoren
von M, und setzt man

—1 1—m

i

P
=z(—1) 2 PQ?,
S0 ist
D

(i) — (;7,
c,) =
n m /)

Die Zahl ¢ (n1) gibt demnach in diesem Falle die Anzahl
aller Wurzeln an, welche die Congruenzen

z? = D (mod mz)

m
2= D(mod 5 )

zusammengenommen besitzen, wenn 1, 22 ... die verschiedenen
quadratischen Theiler von m bedeuten. S’ ist daher die Anzahl
aller Wurzeln, welche die vorstehenden Congruenzen fiir alle
zu 2 D theilerfremden Zahlen m bis zur Grenze n zulassen.

Es sei nun A der Zahlenwerth von D und man setze in
x?—Dy? fur ¥ nach und nach alle Zahlen

1
2. 4 QE( — /) —
2, 4,. .413(2 \/ ‘ZA,)
und fir x alle zu 2D theilerfremden Zahlen ein, welche die
[
Grenze /72 nicht tibersteigen, bei negativem D positiv sind

und bei positivem D tiiber y \/D—LT liegen. Fir alle diese
Zahlenpaare %, y fallt dann #2—Dy? zu 2 D theilerfremd, positiv
und =S 7 aus. Bezeichnet daher 9t die Anzahl dieser Zahlen-
paare und y(m) die Anzahl derselben, fiir welche ¥2—Dy? — m
wird, so ist

N =yH+722)+ +(n).
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Es ist nun leicht nachzuweisen, dass
% (m) = ¢ (m)
ist.
Es sei zu diesem Ende #, ¥ eines der fraglichen Zahlen-
paare,
¥2—Dy? — m,

¢ der grosste gemeinschaftliche Theiler von » und y, und
xr = 3X, y =13Y.

Es ist dann

m
32

X:—DY?=
Bestimmt man daher eine Zahl % aus der Congruenz

hY =1 <m0d%>

und setzt

; m
E X = w (mod 5 ),
so ergibt sich
n(X2—DY?) = 2 LB”—

oder

. m
w?=D (mod 52 )
A\

o ist also eine der bei der Bildung der Anzahl ¢ (m) mit-
zuzahlenden Wurzeln.

Aus zwei verschiedenen Zahlenpaaren %, ¥, und x,, 3,, fiir
welche

¥2—Dy? = m, 2—Dy: =m

ist, kann aber in der vorstehenden Weise nie dieselbe Wurzel o
hervorgehen. Dies kdnnte nur eintreten, wenn x,, 3, denselben
grossten gemeinschaftlichen Theiler & besitzen, wie x,, y,. Setzt
man aber

¥, =38X,, y, =3Y, x =3X, y,=28Y,,
787
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LY, =1, h,Y,=1 <mod —i’é)
32
und ware zugleich
m
X =o, X, =o <mod 87> )

so hatte man
m
WX —hX, =0, BY,—1Y,=0 (moa ),
\
also auch

X Y,—X Y, =0 (mod %Z—)

Aus der Gleichung

m2 o
- = (X} —DY3(XF—DY2)

= (X,X,—DY,Y)*—D(X,Y,—X,Y,)?

folgt dann, dass auch X, X,—DY,Y, durch 1;—; theilbar sein

muss und man kann

X, X,—DY,Y, = ;izt
11
XY, —XY = 52 1

setzen und » nicht negativ annehmen. Es wire dann
2—Du® = 1.
Ist nun D negativ, so folgt hieraus, da ¢ positiv ist,
u =0, = 1.

Ist aber D positiv, so hat man

/X, +Y,\/D _|X,—Y,\/D
X,—Y,\/D VX, +Y,\/D
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/ J’\/D /1——1\/D
/1—2’2\/1) \ 1+y1\/D

Ty

J> /"D
1+ \/D /1+\/__

/ D+1

<\ Y <\/ | D
r)\/D It

1= \/ D+1
<\VD+1+\/D
und daher auch
t—1u \/ D> \/D:_l_—\/ﬁ
Durch Subtraction folgt hieraus
2u\/D < 2\/D,

also # << 1 und demzufolge 2 =0, # = 1.
In allen Fillen ist also

X, X,—DY,Y, = =.
2 2 S2
X Y,—X,Y, =0
und somit
X, = X, Y, =Y,

Verschiedene Zahlenpaare fiihren also zu verschiedenen
Wurzeln o und es kann nicht y (m) > ¢ (m) sein.
Dann ist aber

S=S=n.

Da jede zu 2D theilerfremde Zahl auf die Form 2+2DV
gebracht werden kann, so zerfallen die Zahlenpaare #, y je nach
den Werthen von % in ¢(24) Classen.

Die Anzahl der Zahlenpaare, welche einer bestimmten
Zahl & entsprechen, wird flir ein negatives D erhalten, wenn

1

.d

man die Anzahl E( \/‘?A ) der Werthe von y mit der Anzahl
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E ( oA ) der Werthe von » multiplicirt, und ist also

n
Ve
2 2A 2A ’
also umsomehr
oon 1+ VA
sav/A | 2A 2
Mithin ist

L ey w(?A)(lji\{A> \/_
8A\/A

Fir ein positives D ist die Anzahl der Werthe von # fir
ein bestimmtes y

. 2 y\/ D41 +2D—k
=E-33 E 2D ’
also
1
> DD( ——y\/D+1)—2

und daher die Anzahl der Zahlenpaare x, y
1 ( [n T) —_— (1 /7)( <1 /7»
>'27>\¢7E— 75) ~V P+ E(\[5p\1+E(3\/ 55
1 [
9 - -
25(5\/3%)
v Ju{t [u 1'
“sp\Vz\zVep—~
\/D+1 Z __7_ [
2D 2D \/21)

><1 \/D+1) _ @VD+\/D+1 +4D) [u
2\/D 8D\/D 4D 2D

-

L\D]
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Hieraus folgt
N > I‘O(ZDZ, 1— \/D+1 n—
8D\/D 2\/D
— p(ZD) @\N/D +\/D+1 +4D)\/

Setzt man also

f28) (A
K’

$T sy NG

?2D) [ 1 lﬂ)
8D\/Dk >V D )
Ly 2@D)(V/DH1+2 \/D +1D)

- 4DN\/2D

\_/

-3

(1+2/4)

l\D

[\)
>

oder

je nachdem D negativ oder positiv ist, so wird
RN gn—\/n

und daher nach (8)
ht+r+2

Uil > g— NG
7

8.

Die Gleichung (4) ist auch auf die Reihen anwendbat
welche bei dem Beweise fiir die Darstellbarkeit von Primzahlen

durch eine gegebene quadratische Form auftreten.?
Es sei fiir eine gegebene nicht quadratische Determinante D

S Lo Ji

Lejeune Dirichlet, Monatsherichte der Berliner Akademie, 1840,
Crelle’s Journal, Bd. 21, Comptes rendus, 1840.

H.Weber: Beweis des Satzes, dass jede eigentlich primitive quadratische

Form unendlich viele Primzahlen darzustellen [dhig ist. Math. Annalen, Bd. 20.

A. Meyer: Uber einen Satz von Dirichlet; Crelle, Bd. 103.

P. Bachmann: Die analytische Zahlentheorie. l.eipzig, 1894.
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ein Systemvon eigentlich primitiven quadratischen Fundamental-
formen, welche beziehungsweise zu den Exponenten
m .m., gehdren und der Bedingung geniigen, dass die Formel

genau ein vollstindiges System @ von eigentlich primitiven
Formen der Determinante D liefert, wenn ¢, alle Werthe O,
1,...m—1, e, alle Werthe O, 1,. .my—1,... e, alle Werthe
0, 1,. .m,—1 durchlaufen und f{if$. .. ff+ die aus der Zu-
sammensetzung von e, Formen f; mit ¢, Formen f,.. mite,
Formen f, hervorgehende Form bezeichnet. Die Anzahl % aller
Formen von € ist demnach

27"

h—m, m,. .m,.

Kommen unter den Zahlen mz,, m,,. ., gerade vor, so
seien es die A—1 ersten

My, My,. A1

Alle sich selbst uneigentlich dquivalenten Formen des voll-
stindigen Systems @ ergeben sich dann aus der obigen Formel,

. 1 .
wenn e, einen der Werthe- 0, - My, € einen der Werthe

1 . 1
0, & My,- 61 einen der Werthe 0, - M1 und e, .m,

Z

den Werth O annehmen. Die Anzahl / der eigentlich primitiven
ambigen Classen oder der Geschlechter, in welche die Formen
von Q zerfallen, ist demnach 2*—!. Dies gilt auch noch, wenn
% = 1, also keine der Zahlen mz,, m,,. gerade und die Haupt-
classe die einzige ambige Classe ist. Die Formen f;. .f, gehoren
dem Hauptgeschlechte an.

Hienach gibt es fiir die Determinante D X Charaktere von
der Form

n—1 it —1 n—1  nr—1
(_1)—2" (—1) 3 (_nT*’T (i)
! \P /)’

welche mit
L100) 15 (), - 7a (1)

bezeichnet werden mégen. Unter einem Charakterproducte der
Determinante D werde das Product irgend einer Anzahl von
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verschiedenen Charakterén oder ein solcher Charakter selbst
oder auch nur die Einheit verstanden, so dass alle Charakter-
producte mit den Gliedern des entwickelt zu denkenden Pro-
ductes

(L7, ). (L4, (). (1 +7.(n)

zusammenfallen.

’

D
Das Legendre-Jacobi'sche Zeichen (—) ist immer als
7

Charakterproduct darstellbar, welches mindestens einen der
Charaktere als Factor enthalt. Ist IT (1) dieses Charakterproduct,
so hat man fiir alle zu 2D theilerfremde und durch Formen
aus Q darstellbare Zahlen #

D
<—1z> sy HO (74) == 1.
Mittelst dieser Gleichung kann einer der in II (%) vor-
kommenden Charaktere, etwa y, (), durch das Product 70 gg
.1

ausgedriickt werden.

Die ! Charakterproducte, in welchen der Factor y, (#) nicht
vorkommt, sollen kurz als unabhéngige Charakterproducte
bezeichnet werden. Zwei verschiedene unabhéngige Charakter-
producte, wofern es liberhaupt zwei solche gibt, d. h. / > 1 ist,
konnen nicht fiir alle Formen von @ denselben Werth haben.

Es sei w, eine beliebige mz,te, w, eine beliebige myte,. o,
eine beliebige mz,te Einheitswurzel und man bilde flir jede Form

fifyr. firvon @ das Product efef:. .o, welches kurz das
dieser Form zugehorige Product of1wf:. .wf*heissen moge. Es
gibt dann bei festen Werthen von ¢, ¢,,. .e, so viele solcher
Producte, als es Wurzelverbindungen o,, o,,. .w, gibt.

Unter den 2 Wurzelsystemen o, o,,. .0, gibt es/ solche,
fiir welche

o, = =41, 0, = +1, W,y = =1, W), = =m,=1

ist. Sind

(%915 %02+ %00, (7'117 Digre <Fin)y. (%1, 1, Hi—1, 2- °‘7-l—1,v.)
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diese Wurzelsysteme, wo a,y; = oy, — = ay, = 1, so kdnnen
dieselben entweder alle moglichen Wurzelsysteme o,, ,,. ..o,
erschopfen oder nicht, je nachdem I =1/% oder % > [ ist. Im

. . . .
zweiten Falle lassen sich alle Wurzelsysteme in —; Reihen von
der Form

(a01d'1, Opa%gs - 'd'(hy"t% (711 i1 O, - 'a'lla"l);'

(901815 P0oBase -20:B2)s (2 Bys 245Bs,- - 04.By), -

(%9181, %ga%s,- - 02E4), (941815 94383,+ - O1xEy), -

vertheilen, wo
o = Oy = = o, =1
Wenn das System B, 857%,. .B! der conjugirten Werthe

von B, By,. B« nicht in der Reihe

(901815 OoaBas- + - 0ul)s (24101, 249Ps,- < 21uBy).
vorkommt, so kann

= B = B =8

gesetzt werden. Ebenso darf man annehmen, dass die Wurzel-
systeme der flinften Reihe aus den conjugirten Werthen der-
jenigen Wurzeln bestehen, welche die Systeme der vierten
Reihe bilden, wenn sie nicht schon der vierten Reihe angehoren.
So lassen sich die Wurzelsysteme

([31)32:' 'f"/-); (»(17'(27‘ "(‘4)1' (81>€27’ ‘E‘/'))
paarweise gruppiren und nur diejenigen Wurzelsysteme (5,
3,,. .%)bildeneine Ausnahme,deren conjugirte (3;1,8;,. .37
in der Reihe

N A
(99101, Ogdaye + + 20u02), (9110, 91505, . 21,D,),.

vorkommen.
Die Wurzelsysteme

(945 9950 2 0h), (B, Baoe - Ba)s- (545 85, -Ex)

ollen als engere Systeme bezeichnet werden.
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Stellt man die Werthe auf, welche jedes einzelne unab-
hiangige Charakterproduct Il (m) fiir die durch die Fundamental-
formen f,, f;,. .f.darstellbaren zu 2 Dtheilerfremden Zahlen m
annimmt, so erhdlt man / Systeme von A—1 positiven oder
negativen Einheiten. Diese Werthsysteme sind alle untereinander
verschieden. Fielen nadmlich zwei solche Werthsysteme zu-
sammen, so hdtten die betreffenden Charakterproducte auch fiir
alle # Formen von @ gleiche Werthe, was nicht der Fall ist. Die
genannten Werthsysteme sind daher genau alle Systeme von
A —1 positiven oder negativen Einheiten, welche man tiberhaupt
bilden kann. Es muss also auch ein und nur ein Charakter-
product II () geben, fiir welches

U(m,) = o1, W(my) = ayp. . W(m,) =2,

wird, wenn allgemein 2, eine durch f, dargestellte zu 2D
theilerfremde Zahl bezeichnet. Es ist dann fiir jede Form
fofe o ff*, welche zu demselben Geschlechte wie eine die
Zahl m darstellende Form gehort,

O(m) = agy afy. 2

Die Producte

e Co Cy ¢ Cs Oy C Co €y,
To1 %3 %o Py Pyne -k Bl hlre Rl
sollen mit
P,, P, .P_i,
die Producte
wros. ook, BB, L LB, 2Dl
mit
Qos Qn- .. Qn—l
bezeichnet werden.
9.

Es sei ferner?! eine positive Zahl A/ gegeben, welche durch 8
und D theilbar ist, und es sei

M =245,

A. Meyer, L c.



1126 F. Mertens,

wo ¢,. die ungeraden Primfactoren von M bezeichnen. Man
stelle fiir jede zu M theilerfremde Zahl 12 eine Reihe von Indices
auf, welche sich auf die Moduln

4, 2% g7,.
beziehen, und bilde aus Wurzeln 7, »,. der Gleichungen
s? = 1, UE =l — 1, 0?0 =1,
das Product
W — s% tm—1) .q'm dim yin dm

Fir ein gegebenes zu M theilerfremdes iz hat der Aus-
druck W o (M) Werthe, welche allen moglichen Combinationen
der Werthe der Wurzeln

1, ©,.

entsprechen. Unter diesen Werthen gibt es einen, welcher mit
dem Charakterproduct Il;(72) zusammenfallt und mit

1
5 (mn—1
g =y

o indnindim
o Mo ")

bezeichnet werden moége. Denn man braucht nur, um dieses
Charakterproduct zu erhalten, fir jedes in Il (m) stehende
m\

Legendre’sche Symbel <;> die der betreffendenPotenz von p
entsprechende Wurzel = — 1, die den in M, aber nicht in D
aufgehenden ungeraden Primzahlpotenzen entsprechenden
Wurzeln dagegen =1 und iiberdies, wenn in I (#z) einer der
Charaktere

m —1 m* —1 m=1 n*—1

G VL C o IR

vorkommt, beziehungsweise

g, = — 1 o =1
5 =1 o = — 1
3():41 ‘fm:—l

zUu setzen.
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Mit Hilfe des Wurzelsystemes
0 Mos Wy -
konnen alle Wurzelsysteme
hy Wy,

derart in Paare vertheilt werden, dass, wenn das eine Wurzel-

system eines Paares aus den Wurzeln g, 1, »,.  besteht, das
andere Wurzelsystem desselben Paares von den Wurzeln
205 N+, 0. 0. gebildet wird. Nimmt man aus je einem

solchen Paare ein Wurzelsystem, so sollen die so erhaltenen
1

5 % (M) Systeme engere Wurzelsysteme genannt werden. Zu
demselben moge das Wurzelsystem

w=1..

(U]

=1, =1,

gehoren. Die Werthe von W flir die engeren Wurzelsysteme
sollen mit

Do(n2), b, (m), by(n2),. . .y _1(112)

bezeichnet werden, wo ¢ (m) denWurzelne =1 =0 =. .=1
entspricht.

Hat W ftr ein Wurzelsystem eines Paares den Werth
4;(m), so hat es fiir das andere Wurzelsystem desselben Paares
den Werth ¢;(m)II (m). Fur alle zu A theilerfremde durch
Formen aus Q darstellbare Zahlen m fallen diese zwei Werthe
zusammen.

Fir eine zu M nicht theilerfremde Zahl #z soll fiir jedes ¢

b;(m) =0

festgesetzt werden.

10.

Es gibt &2 (M) verschiedene Wurzelsysteme
My Oy 0 s, Oy, Oy

Ein solches Wurzelsystem heisse ein engeres, wenn sowohl
die Wurzeln g, 7, o..  als auch die Wurzeln o, 0,,. . .0, engere
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h

0l

Wurzelsysteme soll mit 14 7 bezeichnet werden.
Bildet man das Product

1
Wurzelsysteme bilden. Die Anzahl -7@(M) dieser engeren

- (m—1)

LS) —

w

o A0 di gy in dnt e (s e
h (0] O Y

fiir irgend eine zu M theilerfremde und durch Formen aus €
darstellbare Zahl #z und flir die Exponenten ¢, ¢,,. .e, irgend
einer Form faifs:... fi*, welche demselben Geschlechte angehort,

wie eine die Zahl mz darstellende Form, so durchlduft dasselbe
fiir alle moglichen Wurzelsysteme

Ty Oy O, 0y, Oy

jeden der Werthe, welche es fiir die engeren Wurzelsysteme
annimmt, also die Werthe

bo(m)Qy, by (1) 0y, +bm—1(12) 0,
b, (m)0Q,, b (m)0;,. .du_1(m)0Q, Q)

$o(112) On —1, by(m) Oy —1,. s —1(m2) Oy 4

genau 2/mal. Denn man erhilt alle moglichen Werthe des
obigen Productes, wenn man jeden Ausdruck ¢, (m2)Qp (1) mit
je einem der 2/ Factoren

P,, P, ..P_
P (1), P Gn),. . P11 (1)

multiplicirt. Da aber diese Factoren bestimmten Charakter-
producten II(s2) und daher auch bestimmten Ausdriicken ¢; (#1)
gleich sind, so dndert die Multiplication mit denselben nicht die
Gesammtheit der Grossen (9).

11.

Es sei m eine zu M theilerfremde und durch Formen aus @
darstellbare Zahlund Qpein auf das Exponentensysteme,,e,,. .c,
einerForm ffifi... ff* sich beziehendes Wurzelproduct,welche zu
demselben Geschlechte wie die die Zahl 2 darstellenden Formen
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gehort; es sei ferner p die kleinste positive Zahl von der Art,
dass das pfache aller in ¢,(m)Q;, vorkommenden Indices und
aller Exponenten e,e,,.. .6, beziehungsweise durch die Zahlen

2, 0(2¥h), o(gf),. . .y, my,. . .1,

theibar wird. Es ist dann, wenn p. > 1, flir jedes 4, welches > 0
und < . ist,

i (m) QL =0,

wo die Summe iiber alle Werthe von a und & zu erstrecken ist.
Das 2Ifache dieser Summe ist namlich die uber alle
moglichen Wurzelsysteme

g My O,. .. .0, Oy, .0,
Zu erstreckende Summe

-1
’g(l'l—l)

by ’ .qiin dim yiindm . wie‘ 0)!;(:' .0).,/'.1»,'.

(0]

Letztere zerfallt aber in ein Product von Theilsummen,
welche eine der Gestalten

m—1

I+ (—1) 2
14 Ci indm + C2iin dm+ .+ C('\ok—lgi indm
14+ Cir,,,_l_:‘_%iru_'_ R C(mm—l)ica

haben, wo ¢ eine primitive « (k)te oder m te Einheitswurzel und
k eine der Zahlen

?'dl—la éI"’w
ist. Eine solche Theilsumme verschwindet aber immer, wenn
o1 - .. .
i 5 (in—1) nicht durch 2 oder Zin dm, nicht durch ¢ (%), oder

endlich 7 e, nicht durch mz, theilbar ist.

Da- das Product ¢,(m)Q, fiir alle Werthe von a und &
eine wte Einheitswurzel ist, so ldsst sich die vorstehende
Gleichung in der Form

g+ Rt bt 4l gt =0
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schreiben, wenn ¢ eine primitive pte Einheitswurzel bezeichnet
und /%, ausdriickt, wie viele unter den Producten ¢, ()0, = #*
sind. Nimmt man die Gleichung

hod-ly4hy4-. ol = 1+7r

hinzu, so ergibt sich

1+ 7

-

hy=h —...= " 1 —

Dies gilt auch noch fiir p. = 1.
Man hat daher, tber alle Werthe von a und & erstreckt,

147
T(1—2¢, (m)0) = (1—2)(1—t2)(1—2£2)...(1—#-12) *
At
= (1—z¥) v
12.

Man bezeichne eine quadratische Form

(’ m v2—D 62>

—, v
32 m y

kurz als Hilfsform der Zahl 2 fiir die Determinante D, wenn &2
ein quadratischer Theiler von m und v eine nicht negative unter

m .
dem Zahlenwerthe von 5 liegende Wurzel der Congruenz
0

22=D <mod %:>
ist. Man stelle fiir jede zu M theilerfremde Zahl m alle moglichen
Hilfsformen auf, bestimme, falls solche Hilfsformen existiren,
fur jede derselben die dquivalente Form fiifé. .ff in @ und
bezeichne die Summe der Producte Qp, welche sich auf alle
erhaltenen Exponentensysteme e, ¢,,. .e¢, beziehen, mit ©,(m).
Existiren aber keine Hilfsformen der Zahl uz, so sei

0,(m) = 0.
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Dies vorausgeschickt, sei (a, b) das dte der » Zahlenpaare
(1,0), (2,0), (m—1, 0)
(O) 1)? (17 1)) (2) 1): (m_la ])
©, 2), (1, 2), (2, 2), (m—1, 2) (10)
(O) n—l)) (1’ II—l), (2) "'—la (m—l’ n_l)

und man setze

ba(m)Op(m)
—_— T Uy,
m

Es fragt sich, ob die Formel (4) auf die » Ausdriicke

o — D01 @0 | $a)Opm)
n i 1 2 . - 71—

anwendbar ist,

13.
Die Summe

B = ba (DO ()+ 4 (D0 @)+  +ba(3)O0(3),

wo 3 = E (), ist fir jedes der Zahlenpaare (10) eine Grdsse von
der Ordnung \/z_

Fasst man ndmlich in derselben alle Glieder zusammen,
in welchen e, e,,. .e, dieselben Werthe haben, so erscheint
das der Form ff1 /5. . ff» zugehorige Product

Ot e
O = 01l .ol

mit der Summe S derjenigen Ausdriicke ¢, (m) multipliciert, in

welchen die Zahlen m2 eine mit ff1ff>. . f¢+ 4quivalente Hilfsform
/ 2
m v —D . . .
( <, Uy, — — 0% ) besitzen. Aus jeder die Form
\ 52’ m /

F=rafe . fe

in eine solche Hifsform verwandelnden Substitution (e, o/; 7, 1)
geht eine Darstellung der Zahl m durch f hervor, wenn

¥ — Ba. ¥y =3

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CIV Bd., Abth.1I. a. 74
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gesetzt wird. Es gibt aber genau t solche Substitutionen, wenn
t bei negativer Determinante die Anzahl der Ldsungen der
Pell’schen Gleichung

2—Dun2z = 1

bezeichnet und bei positiver Determinante t = 1 gesetzt und
o, 4 den Bedingungen
AU

o.=>0 OZ”{<’mU.

unterworfen werden, wo A, B die beiden ersten Coéfficienten
der Form fund 7, U die kleinste positive Lésung der Pell'schen
Gleichung bedeuten. Man erhélt daher auch das tfache der
Summe S, wenn man die Ausdriicke ¢,(f(#, »)) addirt, welche
aus allen Zahlenpaaren #, ¥ mit folgenden Eigenschaften hervor-
gehen: f(x, ) muss zu M theilerfremd und nicht grésser als 2z
ausfallen und bei positiver Determinante haben x, y iberdies
den Bedingungen
AU

zu genlgen.
Es sind zunidchst die nothwendigen und hinreichenden

Bedingungen aufzusuchen, welche die Zahlen =z, y erfiillen
miissen, damit f (%, ¥) zu M theilerfremd ausfalle. Setzt man

v = E+uM 0=<ét< M
y={+vM 0=t < M,

so ist f(#, ) zugleich mit f (§ ¢) theilerfremd zu M. Bestimmt
man also durch Versuche alle Zahlenpaare § ¢ fiir welche
F (& %) zu M theilerfremd ausfillt, so sind alle Zahlenpaare x, ¥,
fiir welche f (x, ) dieselbe Eigenschaft besitzt, ausschliesslich
in den Paaren von arithmetischen Reihen

x = &+uM y=C{+vM

enthalten.
Da ffiir alle Zahlenpaare x, ¥, welche aus zwei bestimmten
zusammengehorigen arithmetischen Reihen dieser Art hervor-
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gehen, Zahlen von der Gestalt f (§ {)+wM darstellt, so hat
Yo (f (%, )) fur alle diese Zahlenpaare denselben Werth ¢, (f(§,0)).
Es gentigt also, die Anzahl aller solcher Zahlenpaare zu kennen,
fir welche f(#, ¥) nicht grosser als z ausféllt und im Falle einer
positiven Determinante

. AU
0=Cl+vM< TBU €+ vM)

ist. Diese Anzahl ist aber bekanntlich eine Zahl von der Form

gz+H\/z,

wo g bei negativer Determinante den Werth T und bei
log (T+U\/ D) N
positiver den Werth M hat und j eine feste Grenze
2 M2\/D

§, nicht iibersteigt.

Hienach ist derjenige Bestandtheil der Summe S, welcher
sich auf die in zwei bestimmten zusammengehorigen arithme-
tischen Reihen enthaltenen darstellenden Zahlen #, y bezieht

RN

und S nimmt die Gestalt

§= % N, D) +Y NV

an, wo das Summenzeichen auf alle Zahlenpaare &, { zu er-
strecken ist und §/ die Grenze Liz b, nicht Ubersteigt.
Setzt man den gefundenen Werth von S in die Gleichung
P(z) = £0,S

ein, in welcher die Summe liber alle Werthe von e, e,,. .e, zu
erstrecken ist, so ergibt sich

b = L 200.(E D)+ 5V 2

74%



1134 F./Mertens,

wo jetzt die Summation sich auf alle Werthe von e, ¢,,. .e¢,
und die zugehdrigen Zahlenpaare §, { bezieht und § die Grenze
hM? . .
"7 nicht tibersteigt.

T

Die Summe

L= SQ[;‘P& (f(£> C))

verschwindet aber fiir alle Zahlenpaare (10).

Um dies darzuthun, darf man der Einfachheit wegen den
ersten Coéfficienten 4 von ftheilerfremd zu M und den zweiten
B durch M theilbar annehmen.

Ist nun das Wurzelsystem

7, ,.
in dem Ausdrucke ¢,(m2) so beschaffen, dass derselbe sich auf
ein Charakterproduct II(m) reducirt, so hat ¢, (f(§ ¢)) fiir alle
Zahlenpaare §, ¢ denselben Werth II(4). Bringt man demnach
[[(4) auf die Gestalt ef1ef>. =i und setzt

O = 0510y, .o,
so wird
L =UZ(e,w)(g,05) . (e,0,)%,

wo 9 die Anzahl der Zahlenpaare § { bezeichnet und die
Summe Uber alle Werthe der Exponenten ¢, ¢,,. .e, zu er-
strecken ist. Es kann aber nicht zugleich

0, — ¢ Wy = & w, =&,

sein, da alsdann wegen der Realitdt von o,, 0,. .0, b = 0 also

[0]

=g = —e =1

1
und daher auch ¢ — O sein miisste. Da somit eines der Producte
3,0, g0, .50, von 1 verschieden ist, so hat man

(e, m)(smy)  (s,0,)* =0

uind demzufolge
L=0.

Wenn aber d,(m) sich nicht auf ein Charakterproduct
reducirt, so ist schon

S (£ 0) = 0.
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Es seien ¢* eine der in M genau aufgehenden ungeraden
Primzahlpotenzen, §;, {, die echten Reste von §, ¢ in Bezug auf

Fod M
den Modul g7, §;, {, die von § ¢ in Bezug auf den Modul é]—

und o die zu ¢¢ gehdrende Einheitswurzel in ¢, (f (¢, £)). Man
setze zur Abklrzung

S (& &) = m,
'Jfa(f(&) ':)) — windf(%3) 4)/ — @in dm,,(IJI
Derjenige Bestandtheil der vorstehenden Summe, welcher
sich auf alle Zahlenpaare §, { mit festen Resten §;, {, bezieht,

ist dann

— q)l Ywin 1!1!107

wo die Summation alle nicht negativen und ¢* nicht erreichenden
Zahlen &, und 7, zu umfassen hat, welche der Form feinen zu g°
theilerfremden Werth 2, ertheilen.

Geht nun ¢ in M aber nicht in D auf, so durchlauft e,

D
nach dem Modul ¢ genau ¢g* — (—;}—) g°—'mal ein volistandiges

Restsystem von zu g theilerfremden Zahlen und in dme, dem-
zufolge ebenso oft jede der Zahlen

0, 1, 2, w(g)—1.
Es ist also

L D\ .
Tindm — (gr— <?) g* ) (l+o+o2+ +or@n—1)

=0,

wenn nicht o =1 ist.
Geht ¢ in D auf, so ist

ny = A§,% (mod q)
und daher
indmy,= indA (mod 2);

in dm, durchlduft 2 g°mal jede der Zahlen

indd, indd+2, indd+4. .indA+wv(g°)—2
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und man hat
Toindiy — 2¢°wnd4(1 4+ 0 +0!l+. . 4+0?@"-2)
=0,

wenn nicht o = =41 ist.
Ist endlich &, ¢, das echte Restepaar von §, { in Bezug auf

den Modul 2%, &, {, das von &, {in Bezug auf den Modul ‘;‘—{ und

f(&o) Co) — 1”0
1
3 (g —1) .
'1‘)(: (f(&) C)) — 2 1 in d111°¢l’
so ist
my = A&+ CLZ(mod 2%)
und man hat folgende Falle zu unterscheiden.
Ist D =1 (mod 4), so durchlduft m, in Bezug auf den
Modul 2% 2%mal alle ungeraden Zahlen
1, 3, 5, 2% —1
und es ist daher

1

= (1, —1 . +—2
v ( I>).n|ndln“ — (142 (147472 + )
7 = ,qindm —0
wenn nicht e = 1 = 1 ist.
Ist D=3 (mod 4) oder D =4 (mod 8), so wird
my = A (mod 4);
1, durchlauft also 2*+1mal jede der Zahlen
1, 5, 9, 2%—3
oder jede der Zahlen
3, 7, 11, 281,
je nachdem A =1 oder = 3 (mod 4) ist, und man hat
1 A1
ZEE(H!O—]).,]in dity — T(l +q+n2+ . +'f]2il—2)
=0

b

wenn nicht 7 =1 ist.
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[st D = 0 (mod 8), so wird
my = A&2 = A (mod 8);
m, durchlduft mod 2% 2%+2mal die Zahlen
A, A+8, A4-186, A+2—38

also in dm, ebenso oft die Zahlen

Az—1  A2—1 Az—1 Az—1 g2
Z 49 4,. 22

g s 3 +2, R +4, g + -2
Daher wird

1 A—1 1
28?(1"“_1)7) indm, — 2ﬂ-+2€_2—_.q—§m 1)(.1+7]2+7]4+ . )

= 0,

wenn nicht 4 —= 4= 1 ist.
Ist D= 2 (mod 8), so wird

my =AEE—21%) = A (- 212) (mod 8)
==+ 4 (mod 8);
m, durchlduft je 2®+'mal jede der Zahlenreihen
4, A+8  A+16
—A, —A+8, —A+16,..
also in dm, 2%t?mal die Zahlen

A2 —1 A2—1+9 Az —1
8 * 8 78

+4,.

Daher wird

l(mn——l) A1 _A+1 A_:_l

282 .qindm“ — 2-‘}+1 (E 2 4 2 ).q 8 (1+-,]2+»q4+ )

wenn nichte = 1, 7= == 1 ist.
Ist endlich D = 6 (mod 8), so wird
my = AE2+212) = A1+ 272)
=A
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oder
=34 (mod 8);

n1, durchlauft mod 2% je 2¥+!mal jede der Zahlenreihen

A, A+8, A+16,.
34, 34+8, 34+186,.

also in dm, ebenso oft jede der Reihen

42 —1 Az—1 A2 —1
2
8 b4 + b 8 +47
At Al A
] + 1, 3 ) ] +0,.

Daher wird

A—1  A*—

1% (el +77+ )

1
ESE (my—1)

Nl

.qindm,, — 92 O41 e

=0,
wenn nicht

1
1
I+

ist.
Es wird also
Dann ist aber
7;{(1'.)_'_1‘5]!3-1_'_. +1LE‘1'): (b(a>—g)(a_1)
P+ =P PO—POE—1)
a+1 b
P (a—1) 1 1 >
= — — 7 4 -
a + (a)< a a+1
+(I)( +1)(-——1~ ——_1—> +
¢ Va4l a+1
1 1 D (6)
& (h— (?_7 _ ‘> 6
+P(bh—1) — 3 + o

also
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. i )
mod (ug‘)+ua‘j'_1+ +u{))

hb0M2 (\/a—l + \/E

1 1
= <——¥>++
T a a +1

/=T _1__L> Vo
VD 1<b— b + b )
no, M2 [ 1 ! 1
= 2 e — .
B vk v v s A
1 1 1
+2< — ;>+ -
Vi—1 b8/ \/1)
_ Bhp,

e

Formel (4) ist demnach auf die Ausdriicke U{) anwend-

bar, wenn
3hbyM?
T

= %, fitn) =
gesetzt wird.
14,
In dem vorliegenden Falle ist

| ?

Q)u(n) ®b (n)

-+ + mod

Da aber die Anzahl der Hilfsformen einer zu 2D theiler-
fremden Zahl m hochstens der Anzahl T(m) der Theiler dieser
Zahl gleich ist, so hat man

mod 0, (m) = T(m),
also auch
mod ¢, (1) Oy (m) =< T(m)
und daher
T(n)

(2)
+ 5+
2 "

< 1 1 1>2
1+ + 5 +...+
3 7

< (1+log n)2
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15.

Es handelt sich jetzt noch um den Nachweis, dass die
Grossen vy, v,,.. nicht negativ sind.
Es sei

F(m) = mv,, = 11,3, )0, B4,5),

wo das Productzeichen auf alle in (10) angefiihrten Zahlen-
paare @, b und die Summe auf alle moglichen Gruppen von »
ganzen positiven Zahlen

301, 302,- . -610, ’)11;- ~am«1,u—1

zu beziehen ist, deren Product in 2 aufgeht.
Sind m, m, theilerfremd zu einander, so ist

0, (1) . Oy (1m1,) = O (1mm,).

Sind ndmlich

«7)
RARS
&

|
3|
Iy
“l

I

1l

7 v:—D \\,,>
52

(3
e

ﬂ:<?wuﬁ:2@

irgend zwei Hilfsformen von #z und m,, und setzt man

v

-l

7
711
w=uv (mod >

\ o2
m
w=v, (mod ~—3> ,
52
\ Jl
1112, )
wo 0 <w < ——-, soist
(35,
mm w2—D ,
( W, (861)3>
(39,)? 11, /

eine aus f, f; zusammengesetzte Hilfsform von mm,. Um-
gekehrt kann jede Hilfsform von mm, in dieser Weise aus
zwei und nur zwei Hilfsformen von 2 und m, hervorgehen.

Hieraus folgt zunéchst, dass es keine Hilfsformen von m
oder m; gibt, wenn keine solche fiir mm, existiren.
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Gibt es aber Hilfsformen fir # und 2, und sind die Hilfs-
formen von m den Formen
Slfde Ry fhfde . fl.

die Hilfsformen von m; den Formen

al al a’ b! b! b!
fll,f;L. . /.Z, 1', 22,. . ZZ).

dquivalent, so sind die Hilfsformen von mem, ausschliesslich
den Formen

ﬂa,+a;ﬂn2—ka;' _f;.a»l-i-u_’/_’ j;a'-i-b;_f;d':_*—bf;- _ﬁfly_+b;"
dquivalent. Es ist dann

Oy (m) = 0hol. . +ool+
0,(m,) = ook +olioli. .+
0y (mm,) = odttolta, | fodtlestt |
+obtaebte 4
und daher
0, (12) Oy (112)) = Op(mmin,).
Da iiberdies
by () by (112,) = by (mamzy)
ist, so wird

Go (12) Oy (112) .y (12) O, (112,) = & (1m2112,) O (112112,
und demzufolge
F(m)F(m,) = F(mu,).

Man braucht also F(me) nur fiir eine in M nicht aufgehende,
durch Formen von @ darstellbare Primzahlpotenz p° zu er-
mitteln.

Ist fofg:. . ff+ einer Hilfsform von p &dquivalent und O,
das zugehorige Wurzelproduct oftof . ..ot so ist
0y(p) = Qv+ 0i"
0y (p?) = Qb+ O+ Qi

O,(p°) = O3+ 05%+. +03°
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®,(p°) ist somit der Coéfficient von #° in der Entwicklung
des Ausdruckes
l

(1—=2 Q) (1—x Q™)
und somit ¢, (p°) 8, (p°) der Coéfficient derselben Potenz von x
in dem Ausdrucke

1
(1= (p) Qo) (1 —29a(p) Qi)

Dann ist aber F(p®) der Coéfficient von #° in der Ent-
wicklung des Ausdruckes

. |
I ——
(1—=2da(p) Qo) (1—2 94 (p) Q5™")
in welchem sich das Productzeichen auf alle Werthe O, 1,

.m—1 von a und alle Werthe O, 1,...n—1 von & bezieht
und welcher nach Abschnitt 10

1

- r+1

2.
(1 . x]l‘) 13

ist. F(p°) ist demnach eine nicht negative ganze Zahl.
Ist m nicht zu M theilerfremd, 4 ein Theiler von m und

. m . .
einer Potenz von M und v zu M theilerfremd, so ist

/ \

. . 2
F(m) = F(F/),
also ebenfalls nicht negativ.
Insbesondere ist
F(l) = 1.

Es ist demnach
v, +v,+ v, =1

16.
Nach Formel (4) wird nun
S, WU ... UP—VPURTP.... Up— ... —VPUPUD ... Uy=H =

= U +V,+ +Uu+§An},
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(log 1)?r—1

wo A, von der Ordnung ————— ist. Mit Hilfe dieser Glei-

nir
chung kann in derselben Weise, wie in Abschnitt 6 flir den
Modul jeder der Grossen US) eine untere von Null verschiedene
Grenze angegeben werden, wenn es in der Reihe

Uy, U®,. .UM

n ! n

noch eine zweite Grosse U mit von ¢ verschiedenem oberen
Stellenzeiger % gibt, welche denselben Modul wie U{) hat.
Da die Reihen

) +ud)+uld)+ .
u$) log 2+u) log 3+ .
alle convergent sind, so kann man positive Grossen U, B von
der Art angeben, dass fiir jedes ¢
mod U{) < 9,
mod V{) =< %8

ist. Setzt man dann

mod U{) = mod U¥® = R,,

so wird
mod S, UPUP .. . UN =< (1+logn)WA—2R?
und
mod I/1<L‘L) l],(lu) Ufl'q) . Uff) = A 2B R,
oder

é 9[1'73 %RZ

s
je nachdem nur eine der Zahlen 4, 2 in der Reihe
o, B,.
vorkommt oder beide. Daher ist
U 3(A(log n+1)+(r—2)B)R2+2U 2BR,
=1-4,
oder, wenn zur Abklirzung

A(logn+1)+(r—2)B = G,
gesetzt wird,
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°B 1—A,
24 0 20 i
Ri+2 =R = g,

Hieraus folgt

/ 1—A, %12%2
V w- 3@,, @2

Bestimmt man nun s so, dass

1
AS<7

und zugleich

us  3hg M 1 [ 1 W
N N AV T TR

wird, so hat man von 7 — s an

1/ 1 A B2
R">?V/zw—1@$+ GHN

Entspricht die Grosse Uf) einem Wurzelsystem
TNy Wy e O, Oy, Oy,

fiir welches Q, imagindr ist und Q' nicht in der Reihe

O Py, OvP,. QuvPi_y
vorkommt, so kommt die dem conjugirten Wurzelsysteme

Lo ot Lo7!, oyl
entsprechende Grosse U ebenfalls in der Reihe

U, UR,.

vor und hat einen von 7 verschiedenen oberen Stellenzeiger %.
Ist Qp imagindr und kommt Q' in der Reihe

Ov Py, OvPy,. QvPi_y
vor, so hat man
Ot = Oy P
und & > 0. Ist dann

’ | NG, (2
U"(;i) — q)u(l)l(ab(l) 4 !111,(_,)20[,(\_,) +
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und setzt man
Vg (m) Py = {.(m),

vp = LD | OO

*

so ist £ von 7 verschieden und

up =up

Denn der conjugirte Werth von ©,(m) ist einerseits
= P;0,(m) und anderseits = 0, (m), da 0,(m) reell ist. Man
hat also
Oy (m) P; = 0, (m)

und demzufolge

Qp(m) =0

fir alle Zahlen m, wo P, = —1 ist. Ist aber P; = I, so ist

bo(m) = $o(m).

Wenn also Q, imaginar ist, so ist die Reihe

%(1)1(91;(1) + ¢(,(2){)®p(2) +

immer von Null verschieden.

17

[st Q;reel, also ¢ = 0, so ist ® (1) die Anzahl aller Theiler
von m oder Null, je nachdem 2 durch Formen aus Q darstell-
bar ist oder nicht. In beiden Fallen ist, tiber alle Theiler 8 von
m erstreckt,

0,(m) = X ( %)7) .

Fiir jede zu 2D theilerfremde Zahl e ist aber

(£> = [I, (m)

m

1
5 (m —1)

— s i dnt g indm
- E0 IIO 0)0
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Ist daher
1

= (e —1
o (1) = 2 (m

), indm g, indne
() 0] .

und setzt man

1
- (n—1) . .
P (m) = (seo)z (-,mo)m dm (0o,) " dm
so besteht weder das Wurzelsystem

e) 7)’ (l)’ *
noch das System
€€y, 1Ny, WW,,.

aus lauter positiven Einheiten. Man kann also den Satz des
Abschnittes 3 auf das Product der beiden Reihen

ba(D) | 9@ | 4a(3)

1 2 3
D, 40 | 46,

anwenden. Dasselbe ergibt sich

_G6,6,6

i T2t *t

wo, {iber alle Losungen =,  der Gleichung

aff = m
erstreckt,

Con = X (%) e (B)
ist. Es ist aber

ba (@) be (B) = ba (@) $a (B) L, ()
= &, (m) (%)

und demzufolge

Cp = Ya(m)X < ?)

= b, (1) 0O, (m).
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Daher ist

2(DO (D) %(2)9@0(2) R A CLNC)

i ot TR
_ (%) | $a(2) )( pe(1) | $(2) )
- ( i 5+ . vt Tt )

und somit nach Abschnitt 6, 7 von Null verschieden.

18.

Steht einmal fest, dass alle Reihen

%~<,<,1,>19z:_<1> N 4)“(2)9@0(2) N 4)[.,(3)3@,,@

von Null verschieden sind, so kann der Dirichlet'sche Satz
tiber die Darstellbarkeit von Primzahlen einer bestimmten
zuldssigen Linearform durch eine gegebene eigentlich primitive
quadratische Form f in derselben Weise bewiesen werden, wie
ich es in dem 77ten Bande des Crelle’schen Journals ausgefiihrt
habe. Man kann ndamlich fiir die Summe der natiirlichen Loga-
rithmen aller bis zu einer gegebenen Grenze G vorkommenden
Primzahlen der in Rede stehenden Art, deren jeder durch eben
diese Primzahl dividirt ist, einen asymptotischen Ausdruck von
der Gestalt
21

G/l?&?ﬂf[) log G + {1}

aufstellen, wo 1" eine angebbare Constante und 5 = 2 oder = |
ist, je nachdem die Form f ambig ist oder nicht. Dieser Aus-
druck enthélt unmittelbar den gewiinschten Beweis. Nimmt
man z. B.

so weiss man, dass zwischen n und 72 sicher Primzahlen der
gewlinschten Art anzutreffen sind.
Setzt man flr eine Primzabhl p

Ou(p) = Qo+,

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CIV Bd., Abth. I
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so ist ¢, (p*) O,(p*) der Coéfficient von a* in der Entwickelung

des Ausdruckes
1

=20 (7)) (1—2 6, (p) 0= 1)’

differentiirt man diesen Ausdruck nach x, so erscheint w,(p*)
0,(p*) als Coéfficient von #*~! in dem Ausdrucke

1 ( PO 9 (p)O )
(1—=29a(P) Qo(P))(1—29a(p) O5") " 1—xba(p) Qs 1—2bu(p) [

= (1+20a(p) O () + 229 (p?) O (P + )
(4a(P)Os(P)+ 24 (p?) COF+ QD)+ )

Es ist also
wbe (p*) Op(p?) = da (1) (Do + Q) ba (P 1) Op(pr—1)
() (Qh+ 0 b (2) B0 ()
+
+ o (p)(OF + Op™) §a (1) Qp(1).

Hieraus folgt allgemeiner, wenn m = m!p® und ! nicht
mehr durch p theilbar ist,

k=
1 ']')‘, (17’L) @[; (’IM) — /YW 'i)u (]77\) (Ok + O l) Ya ( ud ) ®b(ﬁ)
‘ };‘:'1 p ’ \pL ‘

b, (112) O, (1) log 12

Man zerlege nun in jedem Gliede

m
Ausdruckes
1,(2)09,(2) log 2 3,(3)0,(3) log 3
B, — @ b’)()oo R ZIC) bB() g3
4 4 by (1) Oy () log n

1

den Logarithmus in die Logarithmen der Primfactoren von 2

und ordne das Resultat nach den Logarithmen der einzelnen

Primzahlen. Tritt die Primzahl p in m genau pmal als Factor

by (1) O, (1m) log m
"

zu dem Gesammt-

auf, so liefert das Glied

gliede mit log p den Beitrag
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log p log p &, (m,)(Qpme,)
~B B ) 0, ) = ¢, : : ‘
o Pba (1) 00 (m) = Gu (p) (Qs + Qi) - ",

(g (03 + 05 8 4 Halrs) Dol
q? i,
+
WO

m

9

11
m, — —, M, —
1 ) 2
q

Setzt man

F(z) = —(‘bi(;l)l@b(l) bo (9)9(91, (2)

L )00

Y

wo v = E(z), so wird demnach

By —2 (,Z>‘|’ﬂ(P)(Qb+Q51)fl%%£

( >'~l’a(jﬂ'
+ N F (5 b0+ 057 5L

—+.

o logp

Nun ist nach Abschnitt 13

)=

und

A 0 _, lOg
3 F(;) ba (19)(Qh+ O3 7%—p

Lo
+ 2F< >¢¢1(P3)(O%+Ob%) IObp

- logp
2L —_—,
= gé-P(P—l

wenn L eine Grenze bezeichnet, welche der Modul von F(z)
nicht iibersteigen kann.

75%
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Ferner ist!

Daher wird
n

B, =F () Y bu(g)(Qo+ 05 87

L p
g (i log p )
2L ) ——=—— 4+ 1240, M?>
e e T

Da die Reihe

(‘ga(‘Z)@b?(Z) log 2 + ({)(,(3)(')1,953) log 3 .

convergirt und F(oo) nicht = 0 ist, so kann demnach der Modul
der Summe

n

\ log p

N o) (00407 22

nie eine angebbare Grenze G Ubersteigen.
Dasselbe 2 gilt von dem Ausdrucke

<-w 2logp
]7

/
b

—log n

19.

Es handle sich nun um die Isolirung der Primzahlen p,
einer bestimmten Linearform Mua + N, welche durch eine
gegebene Form

F=fefy S

aus Q darstellbar und nicht grosser als # sind. Damit diese
Bedingungen vertraglich sind, miissen alle Charakterproducte
II(N) denselben Werth haben, wie beziehungsweise die

L. c.
Crelle’s Journal, Bd. 78, S. 49, 61.
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Charakterproducte (1), wenn 2, eine bestimmte zu M
theilerfremde durch f dargestellte Zahl bezeichnet. Ist

NN'=1 (mod M),
so ist dann auch
(N = II(N) = 1T (112,,)

und somit
O(N'p) = 1 (m,p),

wenn p irgend eine in M nicht aufgehende und durch Formen
aus Q darstellbare Primzahl bezeichnet. Alle einzelnen Charakter-
producte II (pN’) haben also dieselben Werthe wie flr die
durch die Formen

j‘lﬁ,—;—r,f;..ﬂ-(n:. .Jl;,?,_+(z, Jl‘l:,—z’, _;r.,—z‘._._ .ffx—t'-/,

darstellbaren zu M theilerfremden Zahlen, wenn p durch die
Form fif¢. .f¢+ darstellbar ist. Setzt man daher

0,(p) = Qv+ Qp' = w0, oxto 0y Lo

und bestimmt die Kkleinsten positiven Zahlen p, v von der Art,
dass das p.fache aller Indices von &, (p N') und der Exponenten
%, +e, 7,+¢,. .T,+e, einerseits und das vfache aller Indices
von ¢, (pN') und der Exponenten =,—e,, 7,—€ .T—C,
anderseits, beziehungsweise durch

2, o (2" 1), w(g?), My, My, 11,

theilbar ist, so wird nach Abschnitt 11
1
(1—zd, (pN)om+aorte. Y (1—xd,(pN)oh— ez, )

1 1
E N
(I—ar)y v (l—a)

wo das Product iiber alle Werthe von a und alle engeren
Wurzelsysteme w,, o,,. .0, zu erstrecken ist.

Nimmt man auf beiden Seiten den: Coéfficienten von %, so
erhellt, dass die Giber alle Werthe von a und alle engeren Wurzel-
systeme o, o,,. .0, zu erstreckende Summe
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«(PNH O,
Z¢@£ﬂm . (11)

den Werth O, 1 oder 2 hat, je nachdem keine der beiden Zahlen
u, v oder eine derselben oder die eine und die andere den
Werth 1 hat.

Damit p. = 1 sei, miissen alle Indices von p N’ den Werth O
haben und alle Exponenten n, 4-¢,, n, +¢,,... %, +¢,, beziehungs-
weise durch m,, m,,. .m, theilbar sein. Dies kann aber nur
eintreten, wenn

pN'=1 (mod M)
also
» = N (mod M)

ist und die die Zahl p darstellende Form f=af¢. . f7% mit f
zusammenféllt, wenn demnach p der Linearform Mu + N ange-
hort und durch f darstellbar ist.

Damit v = 1 sei, miissen alle Indices von pN’ und alle
Exponenten =,—e¢;, ©,—¢,,. .m,—¢, den Werth O haben; es
muss also

= N (mod M),
und

S S =1

oder p in der Linearform Mu + N enthalten und durch f dar-
stellbar sein.
Damit p. = v = 1 sei, muss demnach gleichzeitig

7, +e, =0 (modm,) =,+¢,=0 (modm,).

7,—e; =0 , = 0.

I\)

oder

1
7 =0 (mod m,), 7, =0 (mod m,),. 1wy =0 (mod ;)
sein. Dieser Fall kann also nur statthaben und hat immer statt,
wenn fambig ist.

Dies vorausgeschickt, multipliciere man die Summe

n

-~ . loo p
N () Ou(p) ;i (12)

a—
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mit

A Ty (e Ty
. b (N) ook . o
und summire hierauf {iber alle Werthe von a und alle engeren
Wurzelsysteme o, v,,. .0,. In dem Resultate erscheint, wenn
man eine der Primzahlen p herausgreift, auf welche sich die
Summe (12) bezieht, der dieser Primzahl entsprechende Aus-

1 .
druck —Oﬁ’—p mit der Summe (11) multiplicirt. Er fallt daher fort,

wenn p keine der Primzahlen p, ist und bleibt mit dem Coé&ffi-
cienten s zuriick, wenn p mit einer der Primzahlen p, zusammen-
fallt. Das Resultat hat demnach die Gestalt

\" log v |
— P
Fihrt man dann statt der Summe (12) ihren Werth ein,
welcher fiir @ = b = 0 die Gestalt logn + {G,} und fiir alle
anderen Werthe von a und & einen Werth { G} hat, so ergibt sich

\logp, (rG+G'

1
= - log )
L p, 741 O*’”+l r+1
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