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Über D i r i e h l e t  sehe Reihen

F. M ertens,
M. k. Akad.

In D i r i c h l e t ’s Beweise für das Vorkommen von unend­
lich vielen Primzahlen in einer gegebenen ganzzahligen arith- 
methischen Reihe, deren Differenz zu ihren Gliedern theilerfremd 
ist, besteht bekanntlich die grösste Schwierigkeit in dem Nach­
weise, dass gewisse unendliche Reihen von Null verschiedene 
Werthe haben. D i r i e h l e t  führt diesen Nachweis bei den 
Reihen mit complexen Gliedern apagogisch durch Stetigkeits­
betrachtungen.

Man kann indessen auch ganz elementar zu demselben 
Ziele durch Multiplication unendlicher Reihen gelangen, wie in 
dem Folgenden gezeigt werden soll.

1.

Fs handele sich um die Multiplication von r Reihen

Von den Gliedern dieser Reihen^ wird vorausgesetzt, dass 
für je zwei Zahlen a, b, von welchen a ^ b  ist,
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ist, wo mod das Zeichen für den analytischen Modul, tz eine 
gegebene positive Zahl und fi(n)  eine gegebene, mit wachsen­
dem 11 nicht abnehmende Function bedeuten.

Es sei zur Abkürzung

11 ^  +  u[p +  . + 1 1  P =  Ufp,

mod i/^ +  mod ii[p-\- -:-mod uff =  Wp

und n eine beliebige, die Einheit übersteigende Zahl. Denkt 
man sich das Product

U0) 'U(-> U(r-'11 11 - " 11

ausgeführt, so haben alle Glieder des Resultats die Gestalt

u l p . u f  . 1 lT,

wo jeder der Stellenzeiger a, ß. . s von 1 bis 11 lauft, und zer­
fallen zunächst in zwei Classen. Die erste Classe möge alle 
Glieder umfassen, in welchen das Product der Stellenzeiger 
a, ß,. die Zahl 11 nicht übersteigt, die zweite die übrigen 
Glieder.

Um die Summe der Glieder der ersten Classe aufzustellen, 
fasse man alle Glieder zusammen, in welchen das Product 
a .ß .  . s einen und denselben Werth hat. Setzt man

' h W i i f  .ii[n = t w,

wo die Summe über alle Lösungen der Gleichung

aß . . s — ni

in ganzen positiven Zahlen a, ß,. zu erstrecken ist, so wird 
die Summe der Glieder der ersten Classe

t y  / .,  -1“  Aj +

In den Gliedern der zweiten Classe muss wenigstens
i

einer der /'.Stellenzeiger a, ß,. .s die in n r enthaltene grösste 
ganze Zahl v übersteigen. Man kann daher diese Glieder in 
r  Inbegriffe vertheilen, indem man in den /ten Inbegriff alle 
Glieder aufnimmt, in welchen der /te der Stellenzeiger a, ß,. 
der erste ist, welcher die Zahl v übersteigt.
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Es sei X/ die Summe der Glieder des /ten Inbegriffs. Jedes 
Glied von £,• muss eine der Grössen

7/(0 7 / (0 7 /('.)

als Factor enthalten und man gelangt zu einer übersichtlichen 
Darstellung von X,-, wenn man alle Glieder zusammenfasst, in 
welchen je eine der genannten Grössen vorkommt. Bringt man 
zu diesem Ende jedes Glied von auf die Form

7/(0 . u (fO 7/(=). . 7/<-)/// <r b c 7
wo f», a, . .t die Stellenzeiger 1, 2,. . r  nach Ausschluss von / 
bezeichnen, so ist

77 (W 7/(/ ’ . 7/'̂ )
11 b i'

ein Glied des Products

u(p) t./(=) r T(o//■ ’ ^ 7/-  ̂n >

und zwar ein solches, in welchem

/ 11a b . . o ----
nt

ist und überdies in dem Falle i >  1 die i— 1 ersten der Stellen­
zeiger a. b,. .e die Zahl v nicht übersteigen. Bezeichnet also

z( 11 ) die Summe dieser Glieder von U\)KU^ • ^A'1, so 
‘ tu l

ist f£\ —  ] der Coefficient von u{}). in - /  und man hat 
‘ V m  1

D i ri ch 1 e t ’.sche Reihen. 1 0 9 5

=  U-‘h  ? f ̂ l  j  +  U[b  '-P ( ^ 2 ) +  • +  Un ?

Schreibt man diese Gleichung in der Form

11
=  ( « $ 1  +  +  +  Un ) T I “ , !w t I

+ (» S ,+ « 2 ,+  +«S?) ( ^ 2) _ 'f  (vTT/

7/ \ / 11
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1 0 9 6  F. M e r t e n s ,

11\ II i ' \  n — i

so ergibt sich

(

11
->.v +  1,

m o d  ( i 4 j } 9 +  . + i i ll \ ’)  m o d  ( cp (
u \ \

.v +  2/ ‘ \ v + l
+  . .

+  mod ii(p  mod ( © (— ) — cdii 1 \ 11 —■ 1 /

Hierin ist aber nach der Annahme

f  t»)
0 + 1 ) "  ~  (v+ 1)" ’

mod (n«\- 1- . . +«(')) <  / ' ( l+  g) <
1 H2 " ; =  (v +  2)" =  (v+ l ) "

mod u(p u~ (v +  1)'

Bezeichnet ferner cpn ) das Resultat, in welches cd ( —  I
‘ V 7« / ‘ V w  !

■geh 
so wird

UCZ/C1U1J11CL 1C111CI ----- / UCIO IVCOUIICLI, 111 VVC WiCÖ rXM------
•0 V m ) * V w  /

übergeht, wenn man jede Grösse durch ihren Modul ersetzt.
wivrl

mod ,  £  -f0 ( J L - ) ,

mod ( t f e )  - T  ( . ^ t) )  S  T. f e )  f e j

11
11—  1
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D i r i c h l e t ’sche Reihen. 109*

wei l  die Differenz
n  \  /  n \

9 1 W .  ? ( ( ’ ) .  .  9 ( ( - i — m o d  7 / f r )  .  m o d  7 / ^ ) .  .  m o d  û >

'f \ l t

en tw eder aus lauter Gliedern von U $  . . U $  besteht oder  

aber zugle ich  mit 'f0 ( j t ^ _  j ) “  ?o verschwindet.

Man hat also

( S i ’ji (*• f e i  ■* »  ( d i *  -  »• ( i h ) ' *

Da aber 'f0 ( l )  nur aus Gliedern des Ausdrucks

. ?r

besteht, so  ergibt sich

? 0 ( D S t ' >
und d em zufolge

m od X,
( v + l ) K

wenn  das Product aller A usd rü ck e

«< »,  *<?>,. ' 

nach A u ss c h lu s s  von mit beze ichn et  wird.
A us der G le ichung

- ^ u  —  + / / , +  ii1 -+-li;ä+  +  Xr

folgt nun, w enn  zur A bk ürzung

/ i ( « ) W >+ / ä( » m 2) +  + / • ( » ) W  - -  A „

gese tz t  und eine Grösse, deren Modul die Grenze g  n icht ü ber­
steigt, mit b eze ich n et  wird,

u(,r  • V {2) • • t j(i! —  l \ +  ^  +  • +  ^  j ( 1)

Diese G leichung gilt auch n o c l \  für n  —  1, w o

ist.

T 7(11 7-7( 2  ) T \ r )  —  /
I * ■ ’ —  1
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1 0 9 8 F. M e r t e n s ,

9

Mit Hilfe der G le ichung (1) kann nun auch eine Grenze  
an gegeb en  werden, w e lch e  der Modul der S um m e

t  =  t a -b td -i-l +  +  tb

nicht übersteigen  kann. E s  wird hiebei a  >  1 angenom m en.  
Man hat nach (1)

w o  \i, v. die grössten  in b r , ( a —  l ) r enthaltenen gan zen  Zahlen  
beze ichn en .

Durch Subtraction dieser G le ichungen  ergibt sich

t =  ( i T - u ^ u i *  u p  l t  

M v p - v & t ) • W® v f "

und hieraus

mod / S  mod j

+  ̂ 2) mod \ L T — U S ± i}

+

+  % ”  mod l U i r — U Z h  }

es  ist aber nach der Annahm e
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i o A i
mod . . ) +  *

D i r i  c h  le  t ’sc he  Reihen. 1 0 9 9

D ah e r  wi rd

( 1 + X )* ^  • v  ■ ( 1 + x ) K

3 A b 

=  ( i -+- %y- '

3.

A
Sind die geg e b e n e n  Reihen so beschaffen, dass  — ”  mit

1 1 r
i

w ach sen d em  n  der Null zustrebt, so hat man, da 1 + v  >  n r  ist, 

i ■ r\l im —----- — =  0 .
(I + V ) “

Das Product dieser Reihen wird dem nach durch die Reihe 

t, -+-t2 - + - -f- . in inf.

dargestellt.  
H i

Gestalt
Haben insbesondere die Glieder der gegeb en en  Reihen die

A i )
u d)  —  Z u l .

111

und ist für jed es  i  und beliebige Zahlen a ,  b

CV  +  c[a \ \ +  =  i G 'i

WO
G j , G . , , .  . G r

bekannte Grössen b eze ichnen , so darf der vorstehende Satz  
an gew en det  werden.

Denn man hat mit Hilfe der A b e l ’schen  Um form ung
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1 1 0 0  K. M e r t e n s ,

' j ________ 1 _  _ J __________ 1 _  _ 1 _____ 1 _1_

a  « - M + a + l  a  +  2  +  Z?— 1 b +  b

\ G±

Ferner wird

da aber

S( ( o < G i  +  - ^  +  . . .  +  i ; i
==: i 2  «

^  L  i 1 1
=  C |  ' +  I + 3 + - +  V

l +  y  +  - | +  + ^ - < l + l 0 g »

ist, so  wird

<  G,-(l + l o g  n ) .

Man kann demnach

f ( l l )  —  Gj, Ti =  1 

se tzen  und es wird A n kleiner als der A usdruck  

r G 1 G 2 . . G r ( l  4 - log  « ) r _ 1

Ein solcher Ausdruck tritt aber mit w a ch sen d e m  n  gegen  
i

jede Potenz n r von n  zurück.

4.

Es w erde jetzt das Polynom

T„ = : t ^ + t 2 + . - \ - t n
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D i r i c h l e t ’sche Reihen. 1101

o  1 1 1 1S n —  1 + - ^ -  +  —  +  . . . H-------
2 3 n

multiplicirt. Zu d iesem  Ende se tze  man, über alle Theiler d  

von m  erstreckt,

ld td =  mvm

und b eze ichn e die grösste  in \ J n  enthaltene g a n ze  Zahl mit 

Die Glieder des Products S „  T n haben alle die Gestalt
a

und zerfallen in vier Gruppen.
In die erste Gruppe stelle man die Glieder, in w e lc h e n  

aß 5 S 11 ist. Ihre S um m e ist

v1 v2 +  . +  vn.

Die zw e ite  Gruppe enthalte die Glieder, in w elchen  aß >  n  

und a rsS [x, ß >  [j. ist. Jedes derselben enthält einen der Brüche

~  , —  als Factor, und zw ar ist die Sum m e aller Glieder,
3  [i-

w elc h e  enthalten, =  w enn
k  k

/l-l-s +  £>+s +  + t n  — a k,

mit  de r  S u m m e

g ese tz t  wird, w o  E ( z )  die grösste  in z  enthaltene g a n ze  Zahl 
beze ichn en  soll. Die S um m e der Glieder der zw eiten  Gruppe 
ist daher

1 1 1
—  ~ 2  a -2 +  "3 " +  "  +  ~ a v-'

Die dritte Gruppe u m fa sse  alle Glieder, in w e lch en  aß >  n  

und a ;>  jx, ß ;x ist. Jedes derselben m u ss  eine der G rössen  
, /3,. . al s Factor enthalten. F asst  man daher alle Glieder  

zusam m en, w e lc h e  t k enthalten, und setzt  wieder
72*
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so  erscheint t k mit dem Coefficienten

, _  1 1 1
k  —  T T --------9  .----------------^  ----------1 -f- s l  +  s n

und die Sum m e der Glieder der dritten Gruppe ist

—  b 2 / 2 +  by +  bp t p .

Endlich nehm e man in die vierte Gruppe alle Glieder auf, 
in w e lchen  a und ß >  (J. sind. Ihre Sum m e ist

1 1  1 \  „+  1 +  t]u_|_2 +  . 4- /«) .
v|J.+ l [X+ 2  11;

N ach  Abschnitt 2 ist

3 A „
a k

( 1 + 0 ”

w en n  £ die grösste  in E [ - j ~ )  enthaltene g a n ze  Zahl bezeichnet.

Da

also  auch

ist, so wird

und d em zufolge

o + c y > E [ J ) ,

11
( l + C ) - > F

1V
+ c  >  —
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Hieraus folgt

D i r i  c h l e t ’sche  Reihen.  1 1 0 3

1 1 1 
T T  Cir, -+■ T T "  "f" -+- ----  CI9 t<-2 - r  3  ‘'•'3 1 1 „ '"'I>■

Es ist aber

71 1

r  i _  JL 
k  *

k r —  ( k — 1)

und d em zufolge

1 1 1 r  —
--------- --  + ------------  + . . .  + -----------  <  —  < y  ( 2 )

i _  j_ i — i ------- n
2 r  3 r ix r

r
—  u  ■
71

Man hat also

1 1  1 ( 3 rA„
ein -+- T “ ■+■ H------- fttL ----2 ^  ’ 3 l' 3 

Ferner ist 

log  ( h +  1) — log  h —  t-J—  =  log 1

T ill'

h + 1 ö 1 h + 1 

A + l

1 1

2 ( / « + l ) 2 3 ( Ä + 1 ) 3

1 / 1  1
<  -TT „  A i  +

<

2 \(/* +  l )2 (Ä +  l )3

1 2 2
2 h ( h + \ )  h + 1 h + 2  

Wird /z =  s , s - M , .  . 77— 1 g esetzt  und summirt, so  folgt

2  2 k  
log  n — log s— b k <  z ~ <  — -;

1 +  £ 11
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„ /  1l\ 11— p
es ist aber, wenn s =  t,  I — I =  — —  gesetzt und 11 ^  4 an­

genommen wird,

log ~  — log s =  log - — - : -  log (1 +  ^

1 1 0 4  F. M e r t e n s ,

k  1 1 — [j \  n  —  fi

p 2 p
<  - —  <  —  n — p 11

weil hier nur Werthe von k in Betracht kommen, welche \i 
sind.

Man hat also

2 kbk =  lo g k +
( n

Mit Hilfe dieser Gleichung ergibt sich

—  2̂ log 2 +  /s log 3 +  +̂ |j. log [J.

+  +  +  +  5 2 K*

Nach Abschnitt 2 ist

2 k h =  ' Ü k A '
( 1 + 7 1 ) =

wo Y) die grösste in (k— l ) r enthaltene ganze Zahl bezeichnet; 

es ist aber

(1 + T j)r >  k — 1

und daher

k  k  (  k  \ r  71 -  — 1 - --  < ------- -  =  1 --- r  1 k r 2 k r
(1 +  Y])“ JL \ l i--1

( k - \ ) r

1 -  —
2  n  r

<  —
1 — — 

k r

wenn k2 rES n. Hienach ergibt sich nach (2) 

n  ) i n )
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D i r i c h  1 e t ’sche Reihen. 1 1 0 5

( 12 A n I ( !_) !
--- -̂- b~----- -— +

2 X~ t  3 1 _ 7

( 12rAn )

Wird noch berücksichtigt,  d ass  identisch

/,,.+! lo g  ( | i +  l)  +  /,,+2 lo g  ( |X + 2 ) +  log  1i  =

( ^ . +  1 +  ^ a + 2 +  • • + t - n )  l o g  n

—  (/,,+ ! +  /a+2+  • + / „ _ i ) ( l o g  n — log (ff— 1 ))

— (Aj.+i +  ̂ j.+2 +  -+-tn— i) ( log («■— 1 ) — log  ( n — 2 ))

— ^.+ i( log  ( | x + 2 ) — log  ([x+ 1 ))

ist, so  ergibt sich  nach A bschnitt 2

log  ({i.■+ 1) +  -l- t n log  77

—  log  fl { +  |̂/l+2 +  +  /̂/}

+  ( log  72 lOg («■— 1 )) | i + / „ _ | _ 2 +  1 |

+  ( log (|X +  2)— log ( |X +  l )) { V + 1 1

Man hat dem nach

b2 t2 H- =  t2 log  2  - + - log 3 -f- +  /„ log  11

Endlich ist nach A bschnitt  2
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1 1 0 6 F. M e r t e n s ,

F asst  man nun die Glieder der vier Gruppen zusam m en,  
so ergibt sich

Sn Tn —  vr +  u2 +  un
-(- t 2 log  2  +  ̂ 3 log  3 +  . . -\-tn log n

—  v  1 +  v 2 +  . +  u „

+  t 2 log  2 + / 3 log  3 +  . . + / wl o g «  

+  |  A n (  1 +  log n )  +

Man ersetze in G le ichung (1) für ein bestim m tes i  die 
Grössen

b e z ie h u n g sw e is e  durch

u ( p  log 1 , i 4 p  log  2 , wj/) l ° g  3, • - u \ p  log  n

und se tze

u \ p  log  log  8 +  . +  u [)il ) log  i i  —  V j f>

Da

u (p  log  +  log ( a - h  1 ) +  l ° g  ^

=  ■ + u b')) l o g ö

_ ( w(j) +  w( | | i +  + w [ ; l 1) ( lo g  & — log  (&—  1 ))

_ ( w(/) +  w(|)_i+  . +  MjO _2) ( lo g ( f t—  i ) _ i o g ( & — 2 ))

Nach (1) folgt hieraus

n r

o.

mJ'\ u V \  u \ p ,  . , u \ p

— « ( j ) ( l o g ( a + l ) — log a )
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1)i r i c h l e t ' s c h e  Reihen. 1 1 0 7

j |  (log& +  l o g * - l o g ( * - l ) + .  + l o g ( a + l ) - l o g a )

j 2  log  b f i ( a )  \ _  j 2  log  i i f i i a ) }

ist, so  gen ü gt  es, um G le ichung (1) auf den vorliegenden  Fall 
an w end en  zu können, f i ( m )  durch 2 \ o g n f i ( m )  zu  ersetzen.  
Man darf dann durch 2 $ Mog n  und d em g em ä ss  A n durch  
( A n - h f i ( n ) ^ p  lo g  n )  ersetzen. B eze ich n en  daher p , a , . . . z  die  
Stellenzeiger 1, 2,.  . r  nach A u ssch lu ss  von i und t\i) die 
Sum m e aller Producte

in w elchen  aß. . s =  i n  und X; d e r  «te der Ste llenzeiger a, ß , . . . s  
ist, so folgt

Man denke sich  nun alle Gleichungen summirt, w e lch e  
aus der vorstehenden  hervorgehen, w en n  man i  —  1, 2, 3,. . r  

setzt. Da

( ( A n + f j j n ) ^ )  log  11 }

4V +  —  im  log  i n

ist, so  erhält man

U M  U M  . u w  V ^ + U W  u w . U ('■) V V )n 11 *11  11 ii • J n n

N ach (3) wird dann

(•*)
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1108 F. M e r t e n s ,

—  V ^ - h Vg - h  ~t~Vn

( i4,f( l + ( r + 2 ) l o g « )  +  A n ^ \ b r  +  15 l o g 7/  ̂ |

( n  r % 2 r J

6 .

Die G le ichu ng  (4) w erde jetzt auf die D i r i c h l e t ’schen  
Reihen angew endet.

E s  sei
M  —

die Differenz einer geg e b e n e n  arithmetischen Reihe, p ,.  ihre 
etw a igen  ungeraden Primfactoren, w o  p0 =  0 oder >  1 a n ge­
nom m en werden darf, und

's (M ) —  1 -+- r

Man stelle für jede zu  M  theilerfremde Zahl m  eine vo ll­
s tänd ige Indicesreihe auf. Ist pn >  0, so  se ien  die durch die 
C ongruenz

ui — 1

m  =  ( —  1) 2 5 1 n dl" ( m o d  2 f«)

definirten E xponenten  die ersten zw e i  Zahlen dieser Reihe. Für 
jede in M  au fgehend e Potenz p r-‘ einer ungeraden Primzahl p  

n ehm e man den auf eine bestim mte primitive C ongruenzw urzel  
von p P  sich bez ieh en den  Index von m  in d iese  Indicesreihe auf. 

Sind dann
Y], CO,.

W urze ln  der G leichungen

— 1 , u w ? )  — i je

so  se tz e  man
in — 1

q(1) —  e  2 -q in dm  ^  in dm

ui — 1
der Factor s 2 ^ ind,n  ist nur vorhanden, w en n  p0 >  1 und der 
E xp on en t  von  co ist der auf den Modul p ?  s ich  b eziehende  
Index von m  u. s. f. Der S te llenzeiger i  m öge die W erthe 0, 1,
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2 ,. . r  durchlaufen und zur K enn ze ich n u n g  aller verschiedenen  
Combinationen der m öglichen  W erthe von s, 7], to,. dienen, 
w ob e i  der S te llenzeiger 0  den W erthen

s  =  Y] “  w =  —  1

entsprechen soll.
Für eine nicht zu  M  theilerfremde Zahl m  werde

r i l ) ---  0t'm —  u
festgesetzt.

Es ist
qV) c (') —  c(') 

u 11 —  K'mn

cO)  —  c'-1)1 n + M  —

und, w en n  i  >  0 ,

4 ') +  4 ' )+  +  c d  —  0 ,

D ir i c h  l e t ’sche  Reihen. 1 109

woraus

folgt.
Es w erde nun in G le ichu ng  (4)

1---------------------- .. ■jii1) — ------r  1 >
~  m

gesetzt .  Man hat dann

a  a - h l  b a \ a  a + 1

1 1

+ 1 \ < 3 + l  a - h  2

+  • + cKL.)  ( j z r i  -  y  

+  ( C(;) +  C( 0 i +  + < # > ) - !

r + 1 )  f l  1 1 1 1

2  ) \ ci ci 1 ci■ -4 - 1  ci 2  b

r + 1
2  a
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und kann dem nach

r  / \ V "+■ 1

71 —  1

setzen . Für findet man

2I7(/ } ^  S „  <  1 + l o g  n .

Ferner wird

v p  ■=. - i-  cjjp log  2 +  - i-  c p  log  3 +  +  —  c lp  log  n
Lj ~ O 11

=  - 4'> C T  -  T ) + (^ + ^> ( T  -  T '

+  (4 o + 4 . ) + c ( o ) ( l2 I i ^ ! ^

+  l'4')  +  c ' ' ) +  . c J 0 ) j 5 i ^

r + l ) / l o g 3  log  2 log  3 log  4

1 1 1 0  F. M e r t e n s ,

2 ! l  3 2 3

_  j ( r + l )  l o g  3

— \ 3

Die Grössen v x , v 2 , .  . v n s ind hier nicht negative rationale 
Zahlen.

Um  sich hievon zu überzeugen, se tze  man, über alle p o s i­
tiven Zahlen a, ß,. .s, deren Product in m  aufgeht, erstreckt,

'L f i ' . c f  .c(P = F (m ) .

m
Dann ist, w en n  d  in einer P otenz  von M  aufgeht und — - 

zu M  theilerfremd ist,

l 1 i m
v m ■= —  F ( m )  =  —  F (  —  

m  n i  \ d  !

Besteht m  aus mehreren zu M  theilerfremden Primzahl­
poten zen  qz, q\,. ., so  wird

F(tfq\. .) =  F(q’).F(q\).
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Man braucht also nur noch F(m) für eine zu M  theiler- 
fremde Primzahlpotenz qz zu bestimmen.

F(qG) ist der Coefficient von xz in der E n tw ick elu n g  des  
Bruches

1

( 1 — % )  ( 1 — % c lq ')  ( 1 — x c f ) . . ( 1  — # 4 n )

nach P otenzen  von  x. Ist \x die kleinste Zahl, mit w elcher die 
e inzelnen  Indices von q multiplicirt werden m üssen , um durch  
die entsprechende Zahl der Reihe

2,  ' f ( 2 f v - i ) ,  cp(jpp),

theilbar zu sein, so  sind 1, d q \  c f ’, ,  . c i f ’ ;xte E inheitsw urzeln  
und man hat, w en n  [x >  1 , für jede unter \x  liegende positive  
Zahl v

i + ( 4 ij)v+ ( 4 8,)v+  =  °-

Ist also  (o eine primitive |j,te E inheitsw urzel und kom m t o)k 

in der Reihe
i r i->) r tr>1, Lq , Lq , . . Lq

gen au  /z*.mal vor, so  hat man

h ^ - h h y - h h ^ - h  hp_i — / ' + 1

hß -+-h |co - j - —|—  i 1 —  0

hß +  ä  j  ü )  ■ +  h0 c o 1 +   i  c o ^ i 1 - 2 0

h 0 -+- h l  co|J-_ 1 -f- h 2co2JJ- ~ 2 -+- . -f- h ,L_i coO1- — 0

und d em zufolge

K  —  K  —  K  — -  —  {)

Dies gilt auch noch für =  1 . Hienach wird  

(1 —x) ( 1  — x t f ' )  ( 1  — x c f ) . . ( 1  — xc[p)
l-i-r

=  ((1 —x) (1 —xox) (1 —xm2) . . (1 —.reo" -1)) >'■
l_ + r

— ( 1  — XV) i'-

D i ri  c h  1 e t ’sche  Reihen.  1 1 1 1©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



F ( q ° )  ist dem nach  als Coefficient von x z i n ----------—

( 1 —

eine nicht negative Zahl. Dann ist aber a llgem ein F ( m )  ^  0. 
Insbesondere ist

v i = F (  1 ) =  1

und daher
v l + v 2 +  + v n ^ \ .

Die G le ichung (4) lautet in dem vorliegenden Falle

s „ u m u v .  . u p v m  (5)

- v p u ®  . . u p v v > - . . . - u $ ) u v > .  .£/<■-» k «

1 1 1 2  F. M e r t e n s ,

w o

( 1 , ..........  „  , | l+ ( r+ 2 ) lo g «  1T + 2 l0g”
A„ =  — r ( r + l ) ( l + l o g « ) ’ - '  ------------- s - - -  --------

' •  ' \

_ 1 
\  n T  f i * 7  I

Befinden sich nun in der Reihe

U W  U '2) C7«J n > ^  n ’ ' • ^  n

irgend zw e i  conjugirte Grössen, e tw a  U j P  und U @ \  w as  nur in 
den Fällen  M  =  4, 8  nicht stattfindet, so  se tze  man

mod U p  —  mod U ['p  =  R IL

und zur A bkürzung

2 r — 4
1 H------- ------log  3 —  a

1 - \ - r
~ -  log  3 =  b

2>— 3

— C.
(1 + r y -

Dann ist

S »  r/(» U i>  E/M =  j (1 +  log ») ( 1 ± L ) ’ '  \
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D iri  c h 1 e t ’sche Reihen. 1113

E7w Uf) . C/W vm  =  JÄ „ ( r ± L  

u m U ® . . C/o) v p  =  \ R „ ( ^ ± l V'"2-

£/(l)  C/(2) C/(4) 
 ̂ ^  11 ^  n

und som it nach (5) 

t r +  1 V-1

v w  =  | ä , ; ( ^ ± L ) ’' 3&|

( ( « + log  «)!?,? + 2  £/?„) ^  1 — A„

oder

a + l o g n  a + \ o g n

Verschafft man sich  daher eine m öglichst  kleine Zahl s 

von der Art, d ass  etw a

As < 4

und zugle ich

r + 1 1  c b2
+  o  /“„ . i \  ^  —  V /  . i _____\ 2 ( 7 )tf +  l o g 5  2 ( 5  4 -1 )  2 V  <2 -4- l 0 g S  (<Z-f-log5 )

ausfällt, so  wird zu n äch st  nach (6 )

2  b c
m + — ,— r s

Cl +  log 5  Cl +  log  5  ’

also

rt +  l o g 5  V  #  +  l o g 5  V a - 4 - l 0 g 5

und dann nach (7)

r - h  1 1 i c  b 2

^  ^  2 ( 5  +  1 ) +  2  V  ci +  log  5  +  (a +  l o g 5 ) 2 

Ist 11 >  5 , so  hat man
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1114 F M e r t e n s ,

also
7 ' +  1

2 ( 5 + 1 )

und d em zufolge

Von n  —  s  an ist daher

7

D as N ichtversch w ind en  einer Reihe

mit reellen Gliedern lässt  sich  auch oh ne eine ausged eh nte  
T h eor ie  der quadratischen Form en nur mit Hilfe der Form  
x- —  D y l  und des Reciprocitätssatzes b ew eisen ,  w elcher ja auch  
bei dem D i r i c h l e t ’schen  B e w e ise  intervenirt.

F.s sei, über alle Theiler d  von m  erstreckt,

B eze ich n et  E ( z )  die grösste  in enthaltene gan ze  Zahl 
und setzt  man

und
( 1 )  +  ( 2 )  +  -+- (Jj ( i t)  —  wS.

E ( \ f  11) —  [A,
so wird

=  n  U f r — c {(  > r t  — c i 1 >r2— . . — c <;) r„
und
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c ! i + i V H +  +  c u } r >i —  4 + i ( 7V + 1 — ^ + 2)

+  ( < $ l  +  2) (*V+2—  ^ + 3 )

D iri c h 1 e t ’sche Reihen. 1 1 1 5

1 1
—^— | (mod ( ^ +1- ^ +2) +  mod ( ^ + 2— ^ + 3) +  );

da aber

1 1  n  [ „  /  n  \  „  /  11

also

f )U— r m +  i = ------------------ - —  £  —  —  £ ,  , , ,

772 m  +  1 l \ m  I  \ i n  +  1J j

mod { r w - r m + , ) ^ - -  — 0—  + e ( — )  — e (  "
m  m  4 - 1 V m  7 \ 77z + 1

ist, so  folgt

\ r + 1 / /  w „  n  
r, ,+1 +  . +  £<;) r ,  =  j —  |  ( —  + £  - - - T

=  { ( r +  \ ) s j n  } 

d p r t +  +  dt[ ) r n —  { ( r  +  2 ) \ J n  }

Man hat also

(8)

Die Zahl <b(m ) kann nicht negativ sein. Ist nämlich  

m  —  q [Jq \ .

w o q, q l t . v ersch iedene Primzahlen beze ichnen , so  wird  

<j.(>«) =  <b(qe)

<K? =) =  1 + c < ‘) +  ( c « ) ) 2 + . + ( c m y .

B eze ich n et  daher 5 ' die S um m e aller Zahlen § ( m ) ,  w e lc h e  
sich nur auf die zu  2 M  theilerfremden Zahlen m  bis zur 
Grenze n  beziehen, so ist

S ^ S '

Sitzb. d. mathem.-naturw. CI.; CA7 Bd., Abth. Il.a. 73

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



1 1 1 6 F. M e r t e n s ,

Für eine zu 2 M  theilerfremde Zahl i n  aber ist c jf j als  
L e g e n d r e  — J a c o b i ’sc h e s  Sj^mbol darstellbar. Ist nämlich P  

das Product derjenigen ungeraden  Primfactoren von M ,  für 
w e lc h e  die entsprechenden E inh eitsw urze ln  in der Reihe w, w1, . . . 
den W erth  — 1 haben, O  das Product der übrigen Primfactoren 
von M ,  und setzt man

p - 1 1 —r,

D  =  e ( - 1) 2  P O 2,

so  ist

Die Zahl > \(m ) gibt dem nach  in d iesem  Falle die Anzahl  
aller W u rze ln  an, w e lch e  die Congruenzen

z 2 =  D  (mod m )

zu sam m en gen om m en  besitzen, w en n  l , o 2, . . .  die verschiedenen  
quadratischen Theiler von m  bedeuten. S '  ist  daher die Anzahl  
aller W urzeln , w elche  die vorstehenden  C ongruenzen  für alle 
zu  2 D  theilerfremden Zahlen m  bis zur Grenze n  zu lassen .

Es sei nun A der Zahlenwerth von D  und man setze  in 
x 2 — D y 2 für y  nach und nach alle Zahlen

2,4,.

und für x  alle zu  2 D  theilerfremden Zahlen ein, w e lch e  die
!~n"

Grenze \ J  ^  übersteigen, bei n e g a t iv e m ! )  positiv sind

und bei positivem D  über y  \ / D - h  l liegen. Für alle d iese  
Zahlenpaare x , y  fällt dann x 2— D y 2 zu 2 D  theilerfremd, positiv  
und ^  11 aus. B eze ich n et  daher die Anzahl dieser Z ah len ­
paare und y  ( m )  die Anzahl derselben, für w elche  * 2— D y 2 —  m  

wird, so ist

9J =  y _ ( l ) + / ( 2 ) +  +•/_(»)•

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



D i r i c h l e t ’sche Reihen. 1 1 1 /

E s  ist nun leicht n ach zu w eisen ,  dass  

y ( i n )  ( m )

E s sei zu  d iesem  Ende x , y  e ines der fraglichen Zahlen­
paare,

x 2— D y 2 == m ,

8  der grösste  gem einschaft l iche  Theiler  von *  undjy, und  

x  —  I X ,  y  =  8  y .

E s ist dann
i n

X * — D Y *  =  - ^ - .

Bestim m t man daher eine Zahl h  aus der C ongruenz

f t y  ~ i ( m od~ p )

und setzt

h X  ze co ^mod ,

so ergibt sich

h 2 ( X 2— D  Y 2)  —  h 2 ~

oder

m‘ = D  (m od

co ist also eine der bei der Bildung der A nzahl t y (m )  mit­
zu zäh len d en  W urzeln .

A us zw e i  versch iedenen  Zahlenpaaren x 1 ,y±  und x z , y 2 , für 
w elche

x \— D y \  —  m ,  x \—-D y\  —  m

ist, kann aber in der vorstehenden W e is e  nie d iese lb e  W u rze l oo 
hervorgehen. D ies  könnte nur eintreten, w en n  x 2 , y 2 d enselben  
grössten  gem einschaft l ichen  Theiler 8 besitzen, w ie  x 1 , y 1. Setzt  
man aber

y 1 =  h Y 1, x 2 —  t>X2 , y 2 =  S Y 2 ,

7 3-

ist.
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/  114
h l Y x =  1, h 2 Y 2 =  1 f mod

und w äre zu g le ich

(  n t \
h 1X 1 =  o), h 2X 2 =  w (m od  - p -  ),

so  hätte man

h 1X 1— \ X 9 =  0, \  Y 1— h 0 Y9 =  0  L o d ^ - , ,
v er 1

1 1 1 8  F. M e r t e n s ,

also  auch

X l Y . - X , Y 1 =  <d ( m o d  —

A us der G le ichung

=  ( X ^ - D Y . Y ^ - D i X ^ — ^ Y ^

w
folgt dann, d ass  auch X 1X 2— D Y X Y 2 durch - p -  theilbar sein  

m u ss  und man kann

X . X - D Y J . ,  =  ~ t  

11t
X , Y 2- X 2 Y x =  —  w

se tz en  und «  nicht negativ annehm en. E s  w äre dann

t 2— D u 2 —  l .

Ist nun D  negativ, so  folgt hieraus, da t  positiv  ist, 

n  —  0 , t —  l.

Ist aber D  positiv, so hat man

t + W ö  =  ^ ± 2 l V £  =  £ = 2 ^
X. +  Y . s /D X2- Y 2\/D 

=  /Xs+ Y s\/W J x i- Y l \/D_ 
v x - y 2s /d  y X . + Y . s / D
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D i r i c h  1 e t ’sche Reihen. 1119

V Vi - i \ / s  V  i +  i - s / ^i-, x.

I  l  +  ^ \ / D  1 1 +  . /

'  1 - J f V - D  '  l - v / # T  
'̂2 V D - \ - 1

■< \ X  d 1 +  \ J  i )

und daher auch

t — u  \ J ~ D  >  \ / D +  1 — SJ D

Durch Subtraction folgt hieraus

2 u  \ J D  <  2 \ Z I ) ~ ,

also u  <  1 und d em zu fo lge  u  —  0 , t  —  1 .
In allen Fällen ist also

m
X xX 2- D Y t Y 2 =  —

X ^ — X . Y ,  —  0

und som it
X ,  == X 1} Y 2 =  Y x

V ersch ied en e Zahlenpaare führen also  zu  versch iedenen  
W urzeln  00 und es  kann nicht y ( w )  >  § ( m )  sein.

Dann ist aber

Da jede zu 2 D  theilerfremde Zahl auf die Form k  +  2 D V  

gebracht w erden  kann, so zerfallen die Zahlenpaare x , y  je  nach  
den W erthen  von  k in cp (2 A) Classen.

Die Anzahl der Zahlenpaare, w e lc h e  einer bestim m ten  
Zahl k  entsprechen, wird für ein n ega t ives  D  erhalten, w en n

man die A nzahl der W erthe von jy mit der A nzahl
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T - * )
E  ^ -----)  der W erthe von x  multiplicirt, und ist also

also  um som eh r

n  1 +  2  \ f  A /  n
>

1 1 2 0  F. M e r t e n s ,

8 A \ / A  2 A

Mithin ist

T (2 A) „ T(2 A ) ( 1 + 2 V /A)
8 ^ \ Z ~ K  ~ 2 A ~ \ ~ 2

Für ein posit ives  D  ist die Anzahl der W erthe von x  für 
ein b estim m tes y

' n_ _  , _____
2  y  \ J  B +  1 + 2 D — k

=  E ^ — ~ ----------- E
2  A 2  D

also

> 4 r ( v / 4 - * \ / ä ^ T ) - 2D IV 2
und daher die Anzahl der Zahlenpaare x, y

w  ( s / f  ■e ( t  \ / w )  -  ^ ) ( > ( t V Ä

—  2 £  | — . ,
1 2 V 2 Z )

1 / i m  1 n  

> 2 Ö V 2  i f e “

r\ / D + 1 1 I  11 l  1 /  M \  i  11
2 D  Y \ 2 D \  + i V 2 ö / _ V 2 5

\ J P + 1 \  ̂ (2 \/Z )~ + \/ Z ) + l  + 4Z ))

_  2 \ / l ) ) d > D \ / l )  V 2ZT
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D i r i c h  1 e t ’sche Reihen. 1 1 2 1

Hieraus folgt  

8  D \ / D  \  2 \ /  D

(2 s / d  + V d +  1 +  4U)

Setzt  man also

A =  Ä ( 1 + 2 v / S )  
8 A y / A  2 A \ / 2

oder

? (2 Z)) ' 1 ; d  +  1

g  ~  S D  \ J d  \ 2 \ !  D

v ( 2 D ) { \ / D +  1 +  2 y / #  +  4 D)h - --------------------------- 7 = --------------
4Z> \ / 2 D

je nachdem  D  negativ  oder positiv ist, so  wird

g n —  \ /  n

und daher nach (8 )

h  +  r - b  2
U  ] >  p —

\ / *

8 .

Die G le ichung (4) ist auch auf die Reihen anwendbar,  
w elch e  bei dem B e w e ise  für die Darstellbarkeit von Primzahlen  
durch eine geg e b e n e  quadratische Form auftreten . 1

E s  sei für eine g e g e b e n e  nicht quadratische Determinante D

f i ,  J 2»■ f

Lejeune D i r i c h l e t ,  Monatsberichte der Berliner Akademie,  1840,  
C r e l l e ’s Journal,  Bd. 21, Comptes rendns,  1840.

H. W e b e r :  Bewei s  des Satzes,  dass jede eigentlich primitive quadratische  
Form unendlich viele Primzahlen darzustel len fähig ist. Math. Annalen,  Bd. 20.

A. M e y e r :  Über einen Satz von D i r i c h l e t ;  G r e l l e ,  Bd. 103.
P. B a c h  m a n n :  Die analytische Zahlentheorie.  Leipzig,  1894.
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1 1 2 2 F. M e r t e n s ,

ein S ystem  von eigentlich primitiven quadratischen Fundam ental­
formen, w e lc h e  b e z ie h u n g sw e is e  zu den E xp onenten  m x, 

i n 2 , .  . m v_ gehören  und der B ed ingu ng  gen ü gen ,  dass  die Formel

gen au  ein vo lls tändiges S ystem  £  von  eigentlich primitiven 
Form en der Determinante D  liefert, w enn  ex alle W erthe 0,
1 — 1, e2 alle W erthe 0, 1,. . m 2 — 1 , . . .  ev_ alle WTerthe
0, 1,. . m v_— 1 durchlaufen und f [ ' f 2-- • ■/,/■ die aus der Z u ­
sa m m e n s e tz u n g  von e x Formen mit e2 Form en f 2 . . mit ey. 

Form en f.,. hervorgehende Form bezeichnet. D ie Anzahl h  aller 
Form en von Q ist dem nach

K om m en unter den Zahlen .ra* gerade vor, so
se ien  es  die X— 1 ersten

m 1 , m 2 , .

Alle sich  selbst  uneigentlich  äquivalenten Form en des voll­
ständigen  S y s te m s  £2 ergeben sich dann aus der obigen  Formel,

w en n  e x e inen  der Werthe- 0, y  e2 e inen der W erthe

0, .£>._! einen der W erthe 0, i und m \ ,  . 111

den W erth 0  annehm en. Die A nzahl l  der eigentlich  primitiven  
am bigen  C lassen  oder der Geschlechter, in w e lc h e  die Formen  
von Q zerfallen, ist dem nach 2>'_1. D ies  gilt auch  noch, w enn  
X =  1, also keine der Zahlen m ly m 2 ,.  gerade und die Haupt-  
c la sse  die e inz ige am bige C lasse ist. Die F o rm en /* .  . / .g e h ö r e n  
dem H au p tgesch lech te  an.

H ienach  gibt es  für die Determinante D  X Charaktere von 
der Form

w elch e  mit

' / A n l  ’h ( n l -  ’/>•(«)

b eze ich n et  werden mögen. Unter einem Charakterproducte der 
Determinante D  w erde das Product irgend einer Anzahl von

li  =  m l m 2 . . « z .

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



D i ri c h 1 e t ’sche Reihen. 1 1 2 3

verschiedenen Charakteren oder ein solcher Charakter selbst  
oder auch nur die Einheit verstanden, so dass alle Charakter- 
producte mit den Gliedern d es entwickelt  zu denkenden  Pro- 
ductes

Charakterproduct darstellbar, w e lc h e s  m indestens einen der 
Charaktere als Factor enthält. Ist n o(/z) d ieses  Charakterproduct, 
so hat man für alle zu  2 D  theilerfremde und durch Formen  
aus darstellbare Zahlen n

Mittelst d ieser G le ichung kann einer der in II0 (w) v o r ­

ausgedrückt werden.
Die l  Charakterproducte, in w e lch en  der Factor y t ( n )  nicht  

vorkommt, sollen  kurz als u nab hän gige  Charakterproducte  
beze ichn et  werden. Z w ei versch iedene u nabhängige Charakter­
producte, wofern es überhaupt zw e i  so lche  gibt, d. h. /  >  1 ist, 
können nicht für alle Form en von 12 denselben  W erth haben.

Es sei cox eine beliebige m xte, co., eine beliebige m 2ie , .  cox 
eine beliebige E inh eitsw urze l und man bilde für jede Form  

f i ' f - r -  -fy.y' von ^ das Product cô ' . . co.jf', w e lc h e s  kurz das  
dieser Form zu geh örige  Product co['co2r°-. . co.fx h e issen  m öge. Es  
gibt dann bei festen W erthen  von ex , e2 , .  . e ,  so  vie le  so lcher  
Producte, als es W u rzelverb indungen  co1, co2,. . coy. gibt.

Unter den h  W u rze lsy s te m e n  co: , co2,. .co* gibt es l  solche,  
für w elch e

C01 —I— l . CO., —  —I— 1. C0>, _ i  - — —I— 1. CO). — —  coy —  1

ist. Sind

( 1 +  7.i («)) • ('1 +  Xa <») • • ( 1 + />- (n))

zusam m enfallen.

Das L e g e n d r e - J a c o b i ’sche  Zeichen

IJ ( i i\
kom m en den  Charaktere, e tw a  •/, ( n ) ,  durch das Product ° / —

Xi (1l)

( a 01 , a 02> • • Oo*)» ( * n  > «iS * • • «!*)> • • ( * / - 1 ,  b « / - ! ,  2, • • a / _  1, .,)
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diese  W u rze lsystem e ,  w o  a01 =  a02 r= =  a0z =  1, so können  
d iese lben  entweder alle m öglichen W u r z e lsy s te m e  co1; io2,. . .co* 
erschöpfen  oder nicht, je nachdem  l  —  h  oder h  l  ist. Im

h
zw e iten  Falle lassen  sich  alle W u r z e lsy s te m e  in - j  Reihen von  

der Form

( « o i a i > * 02* 2 > • • a o - ,O x ),  ( a n a , , a 1 2 a 2 , .  . a l x a * ) , .

( * 0 lß l’ *02ß2 ’ ' ■ *0xßx)> (* llß l>  2ßs > ’ • a l-/ßv.))-

( * 0 1 ® 1 ’ * 0 2 * ^ 2  > ‘ • * 0 x ^ x ) >  ( * 1 1 ^ 1 >  * ]  2 ^ 2  ’ " • ^  1 v. £ v.) > ■

vertheilen, w o

« i  =  a 2 —  - a * =  1

W en n  das S ystem  ß“ 1, ß“ 1, . . ß.7 1 der conjugirten W erthe  
von ßj, ß2>. . ß* nicht in der Reihe

( * 0 lß l’ *02ß2 ’ ‘ * ' *ß*)j (a ilß l>  *12 ^ 2  ’ '  ‘ * 1^ 2) '

vorkommt, so kann

Ti =  ß r 1, t2 =  P r 1»- -T* =  ß-71

g e s e tz t  werden. E b en so  darf man annehm en, dass  die W u rze l­
sy s te m e  der fünften Reihe aus den conjugirten W erthen der­
jen igen  W urze ln  bestehen, w e lc h e  die S y s te m e  der vierten 
Reihe bilden, w e n n  sie nicht schon  der vierten Reihe angehören.  
So la ssen  sich die W u rze lsy s te m e

(ßl> ß2» ■ • ß*)> (T1 5 "(2 ’ • * • (£1 J £2 ’ • ,£ x)>

paarw eise  gruppiren und nur d iejenigen W u rze lsy s te m e  (op 
§2,. . §*) bilden eine Ausnahm e, deren conjugirte (8 “ 1, 8 “ 1, . . S.7 1) 
in der Reihe

(*01^1 > *02^2 ■ ' *0x^z)> (*11^1 > *12^2’ • ■ ■

V o r k o m m e n .

Die W u rze lsy s te m e

(a^ O g ,.  . ax), (ßl s ß2,. .ß-,),- ( s ! , e 2,. .£.,)

so llen  als engere S y stem e b eze ichn et  werden.
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Stellt man die W erthe auf, w e lch e  jedes e inzelne u nab ­
hängige  Charakterproduct II ( m )  für die durch die Fundam ental-  
forrpen ■f  \ darstellbaren zu  2 D theilerfremden Zahlen m

annimmt, so  erhält man l  S y stem e von X— 1 positiven oder  
negativen Einheiten. D iese  W er th sy s tem e  sind alle untereinander  
verschieden. Fielen nämlich zw e i  so lche  Werthsj^steme z u ­
sam m en, so  hätten die betreffenden Charakterproducte auch für 
alle h  Form en von ß g le ich e  Werthe, w a s  nicht der Fall ist. D ie  
genannten  W erth sy stem e sind daher gen au  alle S y s te m e  von  
X — 1 positiven oder negativen  Einheiten, w e lc h e  man überhaupt  
bilden kann. Es m u ss  a lso  auch ein und nur ein Charakter­
product I I O )  geben, für w'elches

wird, w en n  allgem ein m ^  e ine durch f v dargestellte zu  2 D  

theilerfremde Zahl bezeichnet. Es ist dann für jed e  Form  
f i ' f t -  • • w e lch e  zu  dem selben  G eschlechte  w ie  eine die 
Zahl m  darstellende Form gehört,

Die Producte

sollen mit

die Producte

mit
a ,  o .~ 0 5 x i r Q u —i

b ezeichnet  werden.

9.

Es sei ferner1 eine posit ive Zahl 71/gegeben, w e lch e  durch 8  

und D  theilbar ist, und es sei
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w o  q , . die ungeraden Primfactoren von M  bezeichnen. Alan 
stelle für jede zu  M  theilerfremde Zahl 111 eine Reihe von Indices  
auf, w e lc h e  sich  auf die Moduln

4, 2a, q ? , .

beziehen, und bilde aus W urze ln  'q, co,. der Gleichungen  

s2 r= 1 , Vj t2 9 1-i — 1 , c o == 1 . 

das Product

— (in — 1) . . ,\Y  — Yjm“mot)in u

Für ein g e g e b e n e s  zu  M  theilerfremdes i n  hat der A u s ­
druck W  'f(M ) W erthe, w e lc h e  allen m öglichen  Combinationen  
der W erthe der W urzeln

entsprechen. Unter diesen W erthen  gibt es einen, w elcher mit 
dem Charakterproduct H0 («z) zu sam m enfällt  und mit

-- (in — 1)
S0 2 7j0in d m  COm d m

b eze ich n et  werden m öge. Denn man braucht nur, um d ieses  
Charakterproduct zu erhalten, für jed es  in II0 (m )  s tehende

m
L e g e n  d r e ’sch e  S ym bel \ ^ - j  die der betreffenden Potenz  von;?

en tsprechende W u rze l =  — 1, die den in M ,  aber nicht in D  

au fgehend en  ungeraden Prim zahlpotenzen  entsprechenden  
W u rze ln  d agegen  =  1 und überdies, w en n  in ü 0 (w) einer der 
Charaktere

in - l
( _ 1 ) ~  ( _ i )

m"- — 1 
8

vorkommt, b e z ieh u n g sw e ise  

Sn —  ---- 1

3 « =  1

—  1

i n =  1 in"-— 1
( _ i ) T “  +  — -

zu setzen.
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Mit Hilfe des W u r z e lsy s te m e s

s o> w o ) • 

können alle W u rze lsy s te m e

Yj, co,. .

derart in Paare vertheilt werden, dass, w en n  das eine W u r z e l­
sy stem  eines Paares aus den W urzeln  e, tj, co,. besteht, das  
andere W u rze lsystem  d esse lb en  Paares von den W urzeln  
s0 .s, co0 .co,. gebildet wird. N im mt man aus je einem
so lchen  Paare ein W u rze lsystem , so  sollen die so erhaltenen

~ ' s ( M )  S y s te m e  engere W u rze lsy ste m e genannt werden. Zu

d em selben  m öge das W u rze lsy ste m

s =  1, 7j =  1, co =  1 . .

gehören. Die W erthe von  W  für die engeren W u rze lsy s te m e  
sollen  mit

' W w )> ' h ( m X  • • ' j ' m - l f »

b ezeichnet werden, w o  >0(m )  den W urzeln  s —  •/] —  co —  . . —  1 
entspricht.

Hat W  für ein W u rze lsy s te m  eines Paares den W erth  
ri s o  hat es für das andere W u rze lsystem  d esse lb en  Paares  
den Werth Für alle zu  M  theilerfremde durch
Form en aus Q darstellbare Zahlen m  fallen d iese zw e i  W erthe  
zusam m en.

Für eine zu M  n icht theilerfremde Zahl m  soll für jed es  i  

< b i (m ) =  0
festgese tzt  werden.

10.

Es gibt h  rp ( M )  versch iedene W u rze lsy s te m e

‘q, co,. . . coa, co2,.  . coy. .

Ein so lch es  W u rze lsy s te m  h e isse  ein engeres, w en n  so w o h l  
die W urzeln  s, 7], co.. als auch  die W urzeln  co1, co2, . . . cox engere
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W u rze lsy s te m e  bilden. Die Anzahl —-----— cp(M) dieser engeren

W u r z e lsy s te m e  soll mit 1 +  r  b eze ichn et  werden.
Bildet man das Product

4- ( » , - d  . , . ,s2 -q in dm ^  111 dm  ̂ . w Ji (ü£ . . löc/-

für irgend eine zu  M  theilerfremde und durch Formen aus £2 
darstellbare Zahl m  und für die E xp onenten  ex , e2, .  . e Y_ irgend 
einer Form f [ ' f  .. . ß ’y-, w e lc h e  d em selben  G esch lech te  angehört, 
w ie  eine die Zahl m  darstellende Form, so durchläuft dasselbe  
für alle m öglichen  W u rze lsy s te m e

7], CO, . . (Oj , C02 , . . CO.,

jeden  der Werthe, w e lch e  es  für die engeren  W u rze lsystem e  
annimmt, also die W erthe

%(m)Q0, <h(m)Q0,.
' h ( i n )Q i>  (9)

gen au  2 /m al.  Denn man erhält alle m öglichen  W erthe des  
obigen  Productes, w en n  man jeden A usdruck ( i n ) Q b ( i n )  mit 
je  e inem  der 2 1  Factoren

Po, • -P/—i
P aU Q(m ) ,  P xU Q( m ) y .

multiplicirt. Da aber diese Factoren bestim mten Charakter- 
producten I I  ( i n )  und daher auch bestim m ten A usdrücken <\>j ( in  ) 

gle ich  sind, so ändert die Multiplication mit denselben  nicht die 
G esam m theit  der Grössen (9).

11.

E s sei m  e ine zu M  theilerfremde und durch Formen aus £2 
darstellbare Zahl und Q i, ein auf das E x p o n e n te n sy s tem  ev  e2, . . c.,_ 
e i n e r F o r m ^ / 5';.../!fy' s ich  b ez ieh en d esW u rze lp rod u ct ,w e lch e  zu  
d em selb en  G esch lech te  wie die die Zahl m  darstellenden Formen

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



gehört; es sei ferner [x die k leinste positive Zahl von der Art, 
d ass  das |xfache aller in ^ a ( i^ )Q b  vorkom m enden Indices und  
aller E xponenten  ev e2, .  . .e.A, b ez ie h u n g sw e is e  durch die Zahlen

2, cp(2°'  1), cp(^p),. . .m v  m 2, . . .m %

theibar wird. E s  ist dann, w en n  [x >  l, für jed es  i ,  w e lc h e s  >  0  
und <  [x ist,

Q lb —  °»

w o  die Sum m e über alle W erthe von a  und b zu  erstrecken ist.
Das 2 /fa ch e  dieser S um m e ist nämlich die über alle  

m öglichen  W u rze lsy s te m e

W, . . . (Op COg,. .(l)Z

zu  erstreckende S um m e

V £  2  ^,U ^  *qi in  d m  in  d m  Oi'eiO)!e- 0)!‘ y-

Letztere zerfällt aber in ein Product von Theilsu m m en ,  
w elch e  eine der Gestalten

ui —i 
l+ ( _ l ) / - 2 -
J  _ |_  'Qi in  d m • _ j _ £ 2 /  in  d m  'r(’? k — U i in  d m

1 +  ’Q  ̂ 'Q {m u  —  i ) i c a

haben, w o  t, eine primitive cp(&)>-e oder mate E inheitsw urzel  und  
k  eine der Zahlen

2 » - ‘, <?, .

ist. Eine so lche  T h ei lsu m m e verschw in det  aber immer, w enn

/ ( i n —  1) nicht durch 2  oder i i n  d m ,  nicht durch rf(&), oder

endlich i e a nicht durch m a theilbar ist.
Da- das Product § a ( m )Q b  für alle W erthe von a  und b 

eine jxte E inheitsw urzel  ist, so  lässt  sich  die vorstehende  
G leichung in der Form

h 0 +  h yt l -\-h2t^  +  /Z|, ^ 1 — 0
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schreiben, w en n  t  eine primitive fxte E inh eitsw urze l  beze ichnet  
und h a ausdrückt, w ie  vie le  unter den Producten =: / a
sind. N im m t man die G le ichung

Ä0 ■+■ h ,  ■+■ hy- — 1 —  1 "f“ V

hinzu, so  ergibt sich

1 +  Y
Hq —  h ,  —  . . . —  /?[j_—i —  .

r 1

D ies gilt auch noch für ja z= 1.
Man hat daher, über alle W erthe von a  und b erstreckt,

1 -\-r
Xl{\ — ztya(in)Qi) — ((1 — z)( l— tz){\ — t2z). . .(1— P-~h)) iL

l + r

12.

Man b eze ichn e eine quadratische Form

kurz als Hilfsform der Zahl m  für die Determ inante D ,  w en n  
ein quadratischer Theiler von m  und v  eine nicht negative unter 

m
dem Z ahlenwerthe von ^  l iegende W u rze l der Congruenzo£

/  i n \  
z ? = D  (m od  ^  J

ist. Man stelle  für jede zu  M theilerfremde Zahl m  alle m öglichen  
Hilfsformen auf, bestimme, falls so lche  Hilfsformen existiren,  
für jede derselben die äquivalente Form . f £ v- in fl und
b eze ich n e  die S um m e der Producte O b, w e lc h e  s ich  auf alle 
erhaltenen E x p o n e n te n sy s tem e  ev  e2, .  beziehen , mit 
Existiren aber keine Hilfsformen der Zahl m ,  so  sei

B b(m)  —  0 .
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Dies vorausgesch ickt,  sei ( a ,  b ) das i te der r  Zahlenpaare

( 1 , 0 ) ,  ( 2 , 0 ) ,  ( m - 1 ,  0 )

(0, 1), (1, 1), (2, 1), ( m - 1 ,  1)
(0, 2), (1, 2), (2, 2), ( m - 1 ,  2) (10)

(0, n —1), (1, n —1), (2, n —1, (m —1, n —1)

und man se tze

(0
--

m

Es fragt sich, ob die Formel (4) auf die r  Ausdrücke  

t t«1 _  , ' i ' « ( 2 ) O i. ( 2 )  . , < M « ) 0 „ ( « )

U "  ~  i  +  2  ' +  n

13.

anwendbar ist,

Die Sum m e

$ ( * )  =  < i - „ ( i ) e i, ( i ) + ^ ( 2 ) 0 t ( 2 ) +

w o 5 =  E ( z ) ,  ist für jed es  der Zahlenpaare (10) eine Grösse von  
der Ordnung \ / z .

F asst  man nämlich in derselben alle Glieder zusam m en,  
in w e lch en  e v  e2,.  .e *  d iese lben  W erthe haben, so erscheint  
das der F o r m / ’i / f - .  / f *  zu geh ör ige  Product

Q b —  0̂ ’>C0^  .ft)£x

mit der Sum m e 5  derjenigen A usdrücke <Jja (w) multipliciert, in
w elchen  die Zahlen m  eine mit ./f* äquivalente Hilfsform
/  n t  v 2 — D  \

v , ------------o2 besitzen. A us jeder die Form
V 52 m J J

/ — f i ' J ■ • - f c:-

in eine so lche  Hifsform verw and eln d en  Substitution (a, a!\ 7 , 7 ') 
geht eine Darstellung der Zahl m  d u r c h /h e r v o r ,  w en n

x  —  5a y  —  § 7  

Sitzb. d. mathem .-natunv.  CI.; CIV Bd., Abth. II. a. 7 4
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g e s e tz t  wird. Es gibt aber gen au  x so lch e  Substitutionen, w en n  
x bei negativer Determinante die A nzahl der L ösun gen  der 
P e l l ’sch en  G le ichung

t* — D u *  -  1

b eze ich n et  und bei positiver Determinante x — 1 g esetzt  und  
a, y den B ed ingu ngen

A U
« > 0  0 < - l < - T = m J c.

unterworfen werden, w o  A ,  B  die beiden ersten Coefficienten  
der F o r m /  und T , U  die k leinste positive L ö su n g  der P e l l ’schen  
G le ichu ng  bedeuten. Man erhält daher auch das x fache der 
S u m m e S ,  w en n  man die Ausdrücke § a { f { x , y ) )  addirt, w e lch e  
aus allen Zahlenpaaren x , y  mit fo lgenden E igen sch aften  hervor­
gehen: f ( x , y )  m u ss  z u  M  theilerfremd und nicht grösser als 2  

ausfallen  und bei positiver Determinante haben x , y  überdies  
den Bedingu ngen

A  U
* > 0  0 ^ y < - f - m T z

zu  gen ü gen .
E s  sind zunäch st  die noth w end igen  und hinreichenden  

B edin gu n gen  au fzusuchen , w e lch e  die Zahlen x , y  erfüllen 
m üssen , damit /  ( x , y )  zu  M  theilerfremd ausfalle. Setzt  man

x  —  i  +  u M  0  ^  £ <  M

y  —  l  +  v M  0 ^  £ <  M ,

so  ist f { x , y )  zugle ich  mit f  (£, £) theilerfremd zu  M .  Bestimmt  
man also  durch V ersuche alle Zahlenpaare £, C, für w elche  

/  (6 , C) zu  M  theilerfremd ausfällt, so  sind alle Zahlenpaare x , y ,  

für w e lc h e  f  (x , y )  d ieselbe E igen sch aft  besitzt, au ssch liesslich  
in den Paaren von arithmetischen Reihen

# c +  t i M  y  —  C - \ - v M

enthalten.
D a / f ü r  alle Zahlenpaare x, y ,  w e lch e  aus z w e i  bestimmten  

zu sam m en geh ör igen  arithmetischen Reihen dieser Art hervor-
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gehen , Zahlen von  der Gestalt f  (£, C) +  w M  darstellt, so  hat  
<\a { f  ( x , y ) )  für alle d iese Zahlenpaare denselben  W erth C)).
E s  gen ü gt  also, die A nzahl aller solcher Zahlenpaare zu  kennen,  
für w elch e  f ( x , y ) nicht grösser  als 2  ausfällt und im Falle einer 
posit iven  Determinante

0 rS C + v M <  r A 'n r  (£ +  vM)

ist. D iese  A nzahl ist aber bekanntlich eine Zahl von der Form

gz-hf) \Jz ,

w o  q bei negativer Determinante den Werth ------- und bei

loo- ( T + U \ / D )
positiver den W erth — -— — - hat und h eine feste Grenze

2  M 2\ / D

f)0 nicht übersteigt.
H ienach  ist derjenige Bestandtheil der S um m e S ,  w elcher  

sich auf die in z w e i  bestim m ten zu sam m engehör igen  arithme­
tischen Reihen enthaltenen darstellenden Zahlen x , y  bezieht

9 * +  6 V / S - ' * „ ( / ( £ ,  3 )
V

und 5  nimmt die Gestalt

5  =  — 0 ) £ ) '  \ / z

an, w o  das S u m m en ze ich en  auf alle Zahlenpaare £, £ zu  er-
M 2

strecken ist und f)' die Grenze -----f)0 nicht übersteigt.

Setzt man den gefu nd en en  W erth von iS in die G le ichung  

$(«)  SO/,iS

ein, in w elcher die S um m e über alle W erthe von e v  e2, .  .e.,_ zu  
erstrecken ist, so ergibt sich

$ 0 )  =  "V

74*
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w o  jetzt  die Sum m ation  sich  auf alle W erthe von e v  e2, .  . e y_

und die zu geh örigen  Zahlenpaare £, C bezieht und die Grenze
h M 2 . ,

—  nicht ubersteigt.

Die Sum m e
L  =  Z Q b $ ä ( f ( t ,  0 )

verschw in det  aber für alle Zahlenpaare (10).
Um  dies darzuthun, darf man der Einfachheit w e g e n  den  

ersten Coefficienten A  v o n / th e i le r fr e m d  zu M  und den zw eiten  
B  durch M  theilbar annehmen.

Ist nun das W u rze lsystem

yj , c o ,.

in dem Ausdrucke § a ( m )  so  beschaffen, dass  derselbe sich auf  
ein Charakterproduct II ( i n )  reducirt, so  hat < j Q )  für alle 
Zahlenpaare £, C denselben  Werth 11(^4). Bringt man demnach  
11(^4) auf die Gestalt s^s^ . . s£* und setzt

O b —  • . <*,
so  wird

L  —  21 S (Sj c o ^  (s2 to2)<’- . (s., oy„y-'-,

w o  2t die A nzahl der Zahlenpaare £, C beze ichn et  und die 
S um m e über alle W erthe der E xponenten  e v  e2, .  ,e.Ä zu  er­
strecken ist. E s  kann aber nicht zu g le ich

cox =  S j to 2 = :  s 2 o j7 —  e z

sein, da alsdann w eg e n  der Realität von (o1; oo2 . . co* b —  0  also

£1 =  S2 =  —  =  1

und daher auch a  =  0  sein müsste. D a som it  e ines  der Producte  
3 , w„ e2 w2 >- von 1 verschieden ist, so  hat man

S  ( s t  o ^ ) f  ■ ( s 2 co 2) c*- ( e *  oh Y '-  —  0

und d em zu fo lge
L  —  0.

W en n  aber >ba ( m )  sich nicht auf ein Charakterproduct  
reducirt, so  ist schon

S <!>, ( / (€,  o )  =  o .
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Es se ien  q* eine der in M  gen au  aufgehenden ungeraden  
Primzahlpotenzen, £0, C0 die echten Reste von £, C in B e zu g  auf

M
den Modul q ? , die von  £, C in B e zu g  auf den Modul — -

^ ■
und co die zu  q p gehörende E inheitsw urzel in ( / (£ ,  C))- Man 
se tz e  zur Abkürzung

Derjenige Bestandtheil der vorstehenden Sum m e, w elcher  
s ich  auf alle Zahlenpaare £, C mit festen Resten Cx bezieht,  
ist dann

w o  die Sum m ation alle nicht negativen  und q p nicht erreichenden  
Zahlen  £0 und rt]Q zu  u m fassen  hat, w e lc h e  der Form f  einen zu q 'J 

theilerfremden Werth m 0 ertheilen.
Geht nun q  in M  aber nicht in D  auf, so durchläuft m {)

R estsystem  von zu  q? theilerfremden Zahlen und in d m 0 d em ­
zu fo lge  ebenso  oft jede der Zahlen

in d m q durchläuft 2 # ? mal jede der Zahlen

in d A ,  in <1*4 +  2, m d A  +  A .  . in <2L4 +  cp(#P)— 2

= ;  < j / Ec o indm<>,

nach dem Modul c f  gen au  q'J #p—*mal ein volls tändiges

0, 1, 2, T ( q ?) — 1 •
E s ist also

=  0,

w en n  nicht co =  1 ist.
Geht q  in D  auf, so  ist

m 0 =  A £ 02 (mod q )

und daher
in d m 0 =  in d A  (mod 2);
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u n d  m a n  h a t

E CO in d m „  —  2 q ?  oj"1 (1 +  co2 +  CO1 -+- . . +  CO? ^ p ) ~ 2)

=  0,

w en n  nicht co =  dr 1 ist.
Ist endlich t 0, C0 das echte Restepaar von £, C in B e z u g  auf

M
den Modul 2°', £v  das von 8 , C in B e z u g  auf den Modul und

m 0 ~  C C o ( m o d  2°')

und man hat fo lgende Fälle zu  unterscheiden.
Ist D  =  1 (mod 4), so  durchläuft m Q in B e z u g  auf den 

Modul 2 0, 2 a'mal alle ungeraden Zahlen

1 , 3, 5, 2 ° —  1
und es ist daher

je nachdem  A  =  1 oder =  3 (mod 4) ist, und man hat

/(So, ô) --- m o
1

M / &  0 ) = s2
so ist

Ss « - ( l  +  s) ( l +YJ+1i8+ +Y|»-12)
= 0,

w en n  nicht s =  7] =  1 ist.
Ist D  =  3 (mod 4) oder D  =  4  (mod 8 ), so  wird

m 0 =  A  (mod 4);

111 () durchläuft also  2°,+1mal jede der Zahlen

1, 5, 9, 2»— 3

oder jed e  der Zahlen

3, 7, 11, 2*— 1,

=  e 2 (1 +  7] +  tj2 +  . + 7 ] 2- i )
0—2

w en n  nicht 7) =  1 ist.
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Ist D  =  0  (mod 8 ), so  wird

m 0 =  A ' i i  =  A  (mod 8 );

m a durchläuft mod 2^ 2°'+2mal die Zahlen

A ,  A - h  8 , , 4 + 1 6 ,  A  +  2 » — 8

also  in d m Q eb enso  oft die Zahlen

A *  —  \ A 2 —  1 _ A * — l . A 2 —  l j>—2
+  2, —  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - h 4 , .  — ^-1-2-2

D i ri c h l  e t ’sche Reihen.

8 ’ 8 

Daher wird

S £ 2 ( ," » - 1)^ n d )„0 - 2 3 + 2 r 2 _ " y18 (j43_1)( 1 +  y]2 + 7 1 4 +

= 0,
w en n  nicht Y] =  +  1 ist.

Ist D  =  2 (mod 8 ), so  wird

= A ( t l - 2 - q l )  =  A ( \ -  2 -ql) (mod 8 )

=  r t  A  (mod 8 );

m 0 durchläuft je 2 ° ' + 1  mal jede der Zahlenreihen

A ,  A  +  8, . 4 + 1 6

— A ,  — A  +  8 ,  — A +  1 6 , . .

also in d m 0 2 a'+2mal die Zahlen

A 2 —  1 A 2 —  1 „ A 2 —  1 ,
---------- ----------------h 2 ------------ h 4  .

8  ’ 8  ’ 8  ’

Daher wird

j_  _ n  ^ 4 - 1  A + \  A ' - l

2 s 2 ° Y] 111 rfm° =  2 Ö' + 1 (e 2 +  s 2 ) 7] 8 (1 + y ] 2 + y ]4 +

=  0 ,

w en n  nicht e =  1, Y] —  d= 1 ist.
Ist endlich D  ~  6  (mod 8 ), so  wird

m 0 =  A  (£2 + 2 y]o) =  A ( \  +  m )

=  A

1137

)
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oder

=  3 A  (mod 8 );

111Q durchläuft mod 2 °' je 2 a +1mal jede der Zahlenreihen  

A ,  A  +  8 , A + 1 6 , .

3 A ,  3^4+8, 3^ 4+  16,.

a lso  in d m 0 eb en so  oft jede der Reihen

A 2 - l  o  A S - ‘ . ,
8 ’ 8 8

A 2—  1 A 2 — 1 „ A 2 —  1
— g—  +  1, — g—  + 3 ,  — g—  + o , .

Daher wird

— f«* —i' —
S s 2 ° 'yj indmo —  2  ö'+l g 2 -fj 8 (1  -|~£V])(1 - f -X p -f -  . )

—  o,

w en n  nicht
S —  Yj — —f— 1

ist.
E s  wird also

<f> fr) =  §  v / « "

Dann ist aber

ri a+l p q

<£>(a+1) — $ (a )  <S>(6 ) — 3 > ( b - 1 )
+  A +  •. • + --------------  ---------------

a + l  b

-  + * ( . ) ■ ! '  1

1 1 3 8  F. M e r t e n s ,

a V a a + l

+  <£> (a +  1) ( —— --------i -\ a+ 1 a + l
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mod , -+- +  u P )' o a +1 l' '

D i r i  c h  1 e t ’sche Reihen. 1139

1a a + 1

< Ä « 1 ( i  / _ i

1 \ \ /  ci ' \ / a \ / a  +  l-
1 1 \  1

<

\ / b - i  n/ ö ;
3 h  f)0 M 2

V / a

Formel (4) ist dem nach  auf die Ausdrücke U j-p  a n w e n d ­
bar, w enn

1 __ 3 h  fj0 M
7r =  y >

g ese tz t  wird.

14.

In dem vorliegenden Falle ist

,  , ,, • !>«(2)©*(2)  .
W.') =  m o d ------------ f-mod ' —  --- -+-

l 2 

+  +  m o d
n

Da aber die A nzahl der Hilfsformen einer zu  2 D  theiler­
fremden Zahl m  h öch sten s  der Anzahl T ( m )  der Theiler dieser  
Zahl g le ich  ist, so  hat man

mod % b ( i n )  T ( m ) ,
also auch

m od <{v, { m )  ©t ( m )  T ( i n )
und daher

7 (1 )  T {  2) T ( n )
s 1 2  n

/ I I  1 «

< { 1 + 2 +  3 +

<  ( 1  + l o g  n y .
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1140 F. M e r t e n s ,

15.

Es handelt s ich  jetzt noch um den N ach w eis ,  dass  die 
Grössen  v x , v 2>. . nicht negativ sind.

E s  sei

w o  das Productzeichen  auf alle in (10) angeführten Zahlen­
paare a ,  b und die Sum m e auf alle m öglichen  Gruppen von r  

gan zen  positiven Zahlen

irgend zw e i  Hilfsformen von n i  und m x, und setzt  man

/ / 
w  e e  v  f mod -

eine aus f  f ± zu sa m m e n g e setz te  Hilfsform von m m v  U m ­
gekehrt kann jede Hilfsform von m m t in dieser W e is e  aus  
z w e i  und nur zw e i  Hilfsformen von  m  und m 1 hervorgehen.

H ieraus folgt zunächst,  d ass  es keine Hilfsformen von m  

oder m 1 gibt, w en n  keine so lche für m m 1 existiren.

F ( m )  =  m v in —  SIl«I>fl(8£J>&) 0 i,(8<Ii6),

^01? ^02 > ' ' • ^10 ’ •^ih — 1,11 — 1

zu beziehen  ist, deren Product in m  aufgeht.
S ind m , m x theilerfremd zu  einander, so ist

=  % b ( m m x).

Sind nämlich

1V - v .

w o  0  <  w  <
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Gibt es  aber Hilfsformen für m  und m 1 und sind die H ilfs ­
formen von m  den Formen

f i ' f t -  • » f f  f f  • • f f ,  • 

die Hilfsformen von den Form en

f f , f f  • • f f ' - , f i  •' > f f , • - f f , •

äquivalent, so  sind die Hilfsformen von m m 1 au ssch lie ss l ich  
den Formen

f a l+  a ' f a t+ < . . /*?■ + *',., f * ' + b\ f ^ + K . . f ? /+ K ,. 

äquivalent. E s  ist dann

0fr (111) =  COj' to“- . . +  (üb> -f-

0fr ( w j  1= tojltogs. . +  ü / ’i (o|  : . . -h

0fr ( « W j )  = r  Ü)J|+ n! (tf^+ n; . . -f- COj' +  /’i 0)“i + Z,2 . .

- f W ^ + n! c ü ^ + n;.

und daher
® b ( i n ) ® b ( in^)  =  ( m m j .

Da überdies

=  '{Jfl ( m m j

ist, so  wird

<j>a (w) 0fr (m). '{jfr (w) 0fr (mj =  0fr (fwttj

und dem zu fo lge

F ( m ) F ( m 1)  —  F ( m m i ) .

Man braucht also -F(m) nur für eine in M nicht au fgehende,  
durch Form en von fl darstellbare Primzahlpotenz p G zu  er­
mitteln.

l s t f { ' f £ ~ .  .//'■ einer Hilfsform von p  äquivalent und O b 

das zu gehörige W urzelproduct . . . to^ so  ist

0fr (p) =  Ofr +  Qh1 

< W 2) =  Q l + Q l + O b2

D i r i c h l  e t ’sche Reihen. 1 1 4 1

—  Q b ~ ^ ~ Q o 2 - b .  + 0 / /
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1142 F. M e r t e n s ,

® b ( P * )  ist som it  der Coefficient von in der E ntw ick lung  
d es  A usdruckes

und som it der Coefficient derselben Potenz von x

in d em  A usdrucke

Dann ist aber F ( p 3) der Coefficient von x z in der Ent­
w ick lu n g  des A usdruckes

in w e lc h e m  sich das Productzeichen  auf alle W erthe 0, 1, 
.m — 1 von a  und alle W erthe 0, l , . . . n — 1 von b bezieht  

und w elch er  nach Abschnitt  10

1

ist. F ( p Q)  ist dem nach eine nicht negative  g a n z e  Zahl.
Ist m  nicht zu  M  theilerfremd, d  ein Theiler  von m  und  

i w
einer P otenz von M  und —- zu M  theilerfremd, so ist

{ X— x Q i ^ l — x Q t 1)

( 1  — x ( p ) Q b ) (.1 — x ty a ( p ) Q b x)

n
( \ — x ^ c, ( p ) Q b) { \  — x <J>a (p )  Q b r )

also ebenfalls  nicht negativ. 
Insbesondere ist

F (  1) =  1.

E s  ist dem nach

v l + v 2 +  . + v n 5^ 1 .

16.

=  ^ + ^ 2  + +  Vn +  | -X, j
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( l o ° ‘ 1t)2 r ~ 1
w o A„ von der Ordnung - — - — j-------  ist. Mit Hilfe d ieser Glei-

n  4 r

ch u n g  kann in derselben W eise ,  w ie  in Abschnitt 6  für den  
Modul jeder der G rössen  U f p  e ine untere von Null versch iedene  
Grenze an gegeb en  werden, w en n  es  in der Reihe

C/O) £/(2) . U( r)
^ 11 ’ ^ 1 1  > ' • ^  11

noch eine zw e ite  Grösse £/W mit von i  verschiedenem  oberen  
Ste llenzeiger k  gibt, w e lc h e  denselben  Modul w ie  Uj-p  hat.

Da die Reihen

u (p  - \ - u ^  +  u {p - \ - .

log  2 +  #<>') log  3 +  .

alle convergent sind, so  kann man positive Grössen 51, £3 von 
der Art angeben, dass  für jed es  i

mod Üj-p 52 %  

mod V j p  zg  33

ist. Setzt  man dann

mod U ( p  —  mod U}p> =  R „ ,

so wird
mod S n U ( p U j p . . . U j p  ( 1  -M og n ) W ~ 2R %

und
mod V j - p U j p U j p . U j p  ^  W  - 2% R n

oder

^  r - 3 93i?2 ,

je nachdem  nur eine der Zahlen i ,  k  in der Reihe

a, ß,.

vorkommt oder beide. Daher ist

W ~ 3(91 (log «  + 1 ) +  ( r — 2 ) 93) R *  +  2  ST“ 2 23R n 

^  1 — A„  

oder, w en n  zur A bkürzung

S l ( l o g « + l )  +  (r— 2 )©  =  ©h
g esetz t  wird,
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Bestim m t man nun 5  so, dass

und zu g le ich

TO 3 h ih M '2 _ 1 /  T SP» 2

+  t  \ / r  <  2 V  2 « ' - 3 ®s +  K l

wird, so hat man von n  =  s  an

1 / 1 2l2232
>  T  V  2 s i)- i e s +  © r ”

Entspricht die Grösse £///) einem  W u rze lsystem

7], ( 0 , .  . . 0 ^ ,  CO.,,. .CO.,,

für w e lc h e s  Q b imaginär ist und O^ 1 nicht in der Reihe

QbP0, QbP\>• QbPl- 1
vorkommt, so  kom m t die dem conjugirten W u rze lsy s te m e  

s “ 1 , y j - 1 , c o “ 1 , .  . c o - 1 , ( o - 1 , .

entsprechende G rösse ebenfalls in der Reihe

C/O) U&) .^ 11 ’ ^  n ’

vor und hat einen von i  verschiedenen oberen S te llenzeiger k. 

Ist Q t  imaginär und kommt Q l 1 in der Reihe

Qb Po ■> Q b P\ > ■ Ql'Pl- 1
vor, so  hat man

O f  =  O b P z

und 8  >  0. Ist dann

_  » „ ( i ) e „ ( i )  f , ( 2) e „ ( 2 )

« 1 2
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D i r i c h l e t ’sche Reihen. 1145

<J a ( m ) P s —  i|

r ™ _  . < K ( 2 ) 6 * ( 2 )
U 1l ---  |  t) -t“ . . . ,

so ist k  von  i  verschieden  und

£/(*) —  C/(0  ^11 ---  W 11

Denn der conjugirte W erth von ® b (m )  ist e inerseits  
=  P i ® b ( m )  und anderseits  =  % b (m ) ,  da % b ( m )  reell ist. Man 
hat also

Q b ( m ) P z  =  S b ( m )

und dem zufolge

©^(m) =  0

für alle Zahlen m ,  w o  P t  —  — 1 ist. Ist aber P z  —  1, so ist 
<|)a ( m )  =  tyc ( m ) .

W en n  also Q b imaginär ist, so  ist die Reihe

< M 1 ) 0 » ( 1 )  , + » ( 2 ) ^ ( 2 )  , 
i  +  2  +

immer von Null verschieden.

17

Ist Q i  reel, a lso i  —  0, so ist @0 (w) die Anzahl aller Theiler  
vo n  m  oder Null, je nachdem  m  durch Formen aus Q  darstell­
bar ist oder nicht. In beiden Fällen ist, über alle Theiler § von  
m  erstreckt,

e 0(«) =  s ( 4 ) -
Für jede zu  2 D  theilerfremde Zahl m  ist aber

u n d  se tz t  m a n
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Ist daher

(in — 1) .
( m )  —  z 1 ' q 111 d m  co 111 d , n .

und setzt  man

( m )  =  ( e s 0 )  2 ° H _ 1 )  (y |7 ]0 )  in  d,n  (co co 0 ) in Am 

so besteht w ed er  das W u rze lsystem

s, '/], <o,.
noch  das System

££o> M o ,  wtüo>*

aus lauter positiven Einheiten. Man kann also den Satz des  
Abschnittes 3 auf das Product der beiden Reihen

■KP) , i«(2) W3)
1 2  3

^(1) , -M2) , <M3) ,
+  — 2 —  +  — -  +

anwenden. D asse lb e  ergibt sich

Q c2 c,-  i- -|---- -I-----------— +
1 2  3

wo, über alle L ösun gen  a, ß der G leichung

aß =z m

erstreckt,

C m =  ScJjfl(a)«j>t.(ß)

ist. E s  ist aber

(a) <|>c (ß) =  (a) (ß) n 0 (ß)

=  M  ( - y

und dem zufolge

Cm — +„(»*) S ( ~

=  'Lrt ( w )  0 O ( w ) .
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D i ri  c h  1 e t ’sche  Reihen. 1147

D a h e r  ist

1 2 3

und som it nach Abschnitt  6 , (  voii Null verschieden.

8

Steht einmal fest, dass alle Reihen

, ^ ( 2 ) 8 ^ 2 )  |

1 2 3

von Null verschieden  sind, so kann der D i r i c h l e t ’sch e  Satz  
über die Darstellbarkeit von Primzahlen einer bestim mten  
z u lä ss ig en  Linearform durch eine geg e b e n e  eigentlich primitive 
quadratische Form / i n  derselben W e ise  b ew iesen  werden, w ie  
ich es in dem 7 7 ten Bande des C r e l l e ’schen  Journals ausgeführt  
habe. Man kann nämlich für die Sum m e der natürlichen L o g a ­
rithmen aller bis zu  einer gegebenen  Grenze G  vorkom m enden  
Primzahlen der in Rede stehenden Art, deren jeder durch eben  
diese Primzahl dividirt ist, einen asym ptotisch en  Ausdruck  von  
der Gestalt

aufstellen, w o  V  eine angebbare Constante und ^ —  2  oder =  1 

ist, je nachdem  die Form /  ambig ist oder nicht. D ieser  A u s ­
druck enthält unmittelbar den gew ü n sc h te n  B ew eis .  Nimmt  
man z. B.

so w e is s  man, dass  zw isch en  11 und n - s icher Primzahlen der 
gew ü n sch ten  Art anzulreffen sind.

Setzt  man für eine Primzahl p

( M )

n > e

Qf(r) =  Qi> +  Q i~ \
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CIV Bd., Abtli. H.
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so ist ^ a ( /7‘a) Q b i f l ’)  der Coefficient von x^  in der E n tw ick elu ng  
des A usd ru ck es

1

1 148 F. M e r t e n s ,

( l  —  x <btl ( p ) O b)  ( 1  — .r ( p ) Q b~ ]) ’

differentiirt man diesen Ausdruck  nach x , so  erscheint [J-'!>„(/;■"■) 
0,Qp!') als Coefficient von x i ’- - 1 in dem A usdrucke

1 I t y a ( p ) Q b 4 a ( p ) Q l X

( 1 —Xtya(p) Qb(p))(l—Xtya(p) Qb1) '• 1 —X'Mp) Qb 1 —X'\a(p) Qb

— (1 +  x^a(p)%b(p) -hx^a(p2)%b(p )̂ +  )
( : h  ( p ) ® b  ( p ) + *  (P *) e Q l + Q f )  +  )

E s ist also

;vL(, (p>1)  9 b (p>,:)  =  'ba ( p ) ( Q b +  Q l 1) ( p i 1- - 1) % b { p v - { )

+ (^2)(ö^+ Qb2)'\><i (plL~i )^b(p','~2) 
+

+  ^ a ( p ' ‘' - ) ( Q f + Q T / ) b a ( l ) Q b ( l ) .

H ieraus folgt allgemeiner, w en n  m  —  n ^ p v -  und m l nicht  
mehr durch p  theilbar ist,

k =  ;i.

JJ. ']>ü ( m )  0/, ( i n )  —  V  '\a ( p 1’)  ( Q ’f +  0  , lr)  ’̂ a ( l n  ) 0 m  \
/  t « \ r  j  \ ~ b  ■ ^ b  '  T “  \ — l . I ~ b \ ,,

P l  J  \ p K
U =  1

m , ■ ■ , nv A 'ba(in)Sb(in)\oginMan zerlege nun in jedem  Gliede - —-—--- ------------------ -------—-— ——  des
m

A usdruckes

^ ( 2 ) 0 , ( 2 )  log 2 . ^ ( 3 )  0 , ( 3 )  log  3
-O/Z =  --------------- Ti------------------- 1------------------- ö----------------

+  t y a ( n ) ® b ( n )  log n

den Logarithm us in die Logarithmen der Primfactoren von n t  

und ordne das Resultat nach den Logarithmen der einzelnen  
Primzahlen. Tritt die Prim zahl/?  in m  gen au  ;xmal als Factor

f  f  ,  a r r  a ^ a ( m ) 9 b ( m ) \ o g i naut, so  liefert das Glied —----------------------------  zu  dem Gesammt-
m

g liede mit log p  den Beitrat
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w  p  f « 1

+ ^ ( ^ ) ( 0 2 +  0 - 2) J 5 s « _  < K K ) ^ K )
~  q 2 m 2

+

w o

Di ri ch  1 e t ’sche Reihen. 1 1 4 9

W  7W
« ,  =  — , « 2 =  ^

Setzt man

F ( 2 )  -  +  ^ ( 2 ) ^ ( 2 )  +

0 )  0 s  0 )

w o  v =: E ( z ) ,  so  wird dem nach

und

B ; -  ^  ^ ( y )  < M p )  ( Ö *  +  6 ^ ‘)

+  Y  r & ) * . W Q t + Q n ^i— i  \p  j  p

+  p ( y ) M ^ ( ß l + o « i ^

Nun ist nach A bschnitt  13

y  F ( j ^ j  * « ( p 2) m + Q ? - )  ~

+  Z F (j>)

= 12^! y l o  g p

—■ P  ( P  — 1 ’

w en n  L  eine Grenze beze ichnet,  w e lch e  der Modul von F ( z )  

nicht übersteigen kann.
75*
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Ferner i s t 1

1 1 5 0  F. M e r t e n s ,

ii .
log  p  . / —

I v T  < v “
Daher wird

B„ =  F(co) y  (?) (0„ +  g t- ‘) log p
p/

+  L y  \ ° s p  + \ z h i )()M > '

Da die Reihe

<J„(2)0i, ( 2 ) l o g 2  , .J ,„ (3 )0„(3 )log3
-------------- X--------------  "I ~

convergirt und F  ( o o )  nicht =  0 ist, so  kann dem nach der Modul 
der Sum m e

y \ < M p ) ( Q i . +  Q i-1)  - ~ p

nie eine angebbare Grenze G  übersteigen.
D asse lb e  2 gilt von dem Ausdrucke

\ i 2  1o g p
2 _  — y — ° s v

19.

E s handle sich nun um die Isolirung der Primzahlen p 0 

einer bestim m ten Linearform M n + N ,  w e lc h e  durch eine 
g eg e b e n e  Form

f = r ? r ? -  -fi'-

aus fl darstellbar und nicht grösser  als n  sind. Damit d iese  
B edingu ngen  verträglich sind, m üssen  alle Charakterproducte
II (iV) d enselben  W erth haben, w ie  b e z ie h u n g sw e is e  die

L. c.
C r e l l c ’s Journal, Bd. 78, S. 49,  61.
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D i ri ch  1 e t ’sche Reihen. 1151

Charakterproducte II ( w 0), w en n  m 0 eine bestim mte zu  M  

theilerfremde durch f  dargestellte Zahl bezeichnet. Ist

N N ' =  l (mod M ) ,

so  ist dann auch

n  ( N 1)  =  u  ( N )  =  n  (f«„)

und somit
II ( N ' p )  —  n (m 0p ),

w en n  p  irgend eine in M. nicht au fgehende und durch Formen  
aus fl darstellbare Primzahl bezeichnet. Alle einzelnen  Charakter­
producte II ( p N ' )  haben also  dieselben W erthe w ie  für die 
durch die Formen

darstellbaren zu M  theilerfremden Zahlen, w en n  p  durch die 
F o rm /I '1/ ^ ,  . f * *  darstellbar ist. Setzt  man daher

(")/, ( p )  —  Qb  -r Q b 1 =  ft) J' ft)£. . CO!;* +  CO—'« ft)-‘2 . . ft)“

und bestim mt die k leinsten positiven Zahlen \i, v von der Art, 
dass  das [i. fache aller Indices von (p N ' )  und der E xponenten  
n 1- h e 1, x 2 +  e2 . . 7r.,+ e., e inerseits  und das vfache aller Indices  
von t y a ( p N ' )  und der E xp on en ten  ^ — e x, k .,—  e2 . k .,.— ev. 

anderseits ,  b e z ie h u n g sw e is e  durch

2,  cp( 2°  1), ©(#?) ,  m v m 2,. . m . ,

theilbar ist, so wird nach Abschnitt 1 1

[i _____________________________________!______________________________________
( 1 — X <\a (p N ')  CÔ'+  ‘ ' c o ^ - + . ) (1 —  X  (p N ')  CO"'" CO“-- . )

_  1 1

' 1+r l + r  ’

w o  das' Product über alle W erthe von a  und alle engeren  
W u rze lsy s te m e  co2, co2,. . co., zu  erstrecken ist.

Nimmt man auf beiden Seiten  den  ̂Coefficienten von x , so  
erhellt, d ass  die über alle W erthe v o n #  und alle engeren W u r z e l ­
s y s te m e  cOj, co2,. .co., zu  erstreckende Sum m e
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V  ^ , , { p N ' ) % „ ( p )  ,  .
L --------T + r ------- (1 0

den W erth 0, 1 oder 2 hat, je nachdem  keine der beiden Zahlen  
;x, v oder eine derselben oder die eine und die andere den  
W erth 1 hat.

Damit [ i  =  1 sei, m ü ssen  alle Indices von p N '  den W erth 0 
haben und alle E xp onenten  'K1 ->re1, iz2 +  e2, . . .7i.A+ e .A, b ez ieh u n g s­
w e is e  durch m v  m 2,.  . m y theilbar sein. D ies kann aber nur 
eintreten, w en n

p N '  =  1 (mod M )

also
p  =  N  (mod M )

ist und die die Zahl p  darstellende Form • / r <’x m i t /
zusam m enfällt ,  w en n  dem nach p  der Linearform M u + N  a n g e ­
hört und durch /  darstellbar ist.

Damit v =  1 sei,  m ü sse n  alle Indices von p N '  und alle 
E xp on en ten  — e v  — e2, .  .tu*— ey_ den Werth 0 haben; es  
m u ss  also

p  =  iV (mod M ) ,

und

= /

od er  p  in der Linearform M u + N  enthalten und durch /  dar­
stellbar sein.

Damit —  v =  1 sei, m u ss  dem nach g le ich ze it ig

tc1 +  e i =  0  (mod m x) x 2 -f- e2 ee 0  (mod m 2) . 

ir1— ex =  0  — e2 =  0 . . .

oder

=  0  (mod Wj), tt2 =: 0  (mod ~  m 2) , . . =  0  (mod ~  m , )

■sein. D ieser  Fall kann also nur statthaben und hat immer statt, 
w e n n / a m b i g  ist.

D ies  vorausgesch ickt ,  multipliciere man die Sum m e

' y  (12) _  p
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D i r i e h l e t ’sche Reihen. 1 1 5 3

mit

( N ' )  <«>“' “ I* ■ • • «x*

und summ ire hierauf über alle W erthe von a  und alle engeren  
W u rze lsy s te m e  co1, co2,. . wx . In dem Resultate erscheint, w en n  
man eine der Primzahlen p  herausgreift, auf w e lch e  sich  die 
Sum m e (12) bezieht, der dieser Primzahl entsprechende A us-  

lo°' p
druck — — mit der Sum m e ( 1 1 ) multiplicirt. Er fällt daher fort,

w en n  p  keine der Primzahlen p 0 ist und bleibt mit dem Coeffi- 
cienten o zurück, w en n  p  mit einer der Primzahlen p 0 z u sa m m e n ­
fällt. D as Resultat hat dem nach die Gestalt

Führt man dann statt der Sum m e (12) ihren W erth ein, 
w elcher  für a  —  b —  0  die Gestalt l o g «  +  {Gx} und für alle 
anderen W erthe von a  und b einen Werth {G} hat, so  ergibt sich

V  loS P n
/  — “ —

V  l o g F o
r +  l
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