Weiterflihrung der Anndherungsrechnung in
der Maxwell’sechen Gastheorie

Dr. Hans Benndorf.

Zu dem Schonsten der Maxwell’schen Gastheorie gehort
sicherlich die Art, in der die hydrodynamischen Gleichungen
abgeleitet werden. Von einer allgemeinen Functionalgleichung
ausgehend, gewinnt Maxwell durch Specialisirung der Function
die gewohnlichen hydrodynamischen Gleichungen, indem er
nur Glieder von der hochsten Grossenordnung beibehalt. Nimmt
man aber noch Glieder der nachsten Ordnung mit auf, so
ergeben sich ganz von selbst die Reibungs- und Warmeleitungs-
gleichungen. Es erscheint nun im hochsten Grade interessant,
die von Maxwell bereits angedeutete Ndherungsrechnung auf
weitere Glieder zu erstrecken; die Moglichkeit, dass sie auf
neue Thatsachen fithren konnte allein ldsst dies wiinschens-
werth erscheinen, wenngleich man bei der Willkiir der zu
Grunde liegenden Hypothesen eine genaue Ubereinstimmung
der Theorie mit der experimentellen Forschung nicht erwarten
darf.

Die vorliegende Abhandlung ist eine Vorarbeit fiir eine
Fortsetzung der Maxwell’'schen Rechnungen, die ich auf An-
regung Herrn Hofrath Boltzmann’s unternommen habe und
veroffentliche, weil sie ein abgeschlossenes Ganze bildet, das,
wenn auch in der Durchfiithrung langwierig und uninteressant,
im Resultat einiges Neue, mathematisch und physikalisch Inter-
essante enthalt.

Es sei mir gestattet, meinem hochverehrten Lehrer, Herrn
Hofrath Boltzmann auch an dieser Stelle meinen herzlichsten



Zur Maxwell’'schen Gastheorie. 647

Dank fir die vielseilige Anregung und Forderung, deren ich
mich von seiner Seite zu erfreuen hatte, auszusprechen.

Um mich in Folgendem moglichst kurz fassen zu konnen,
verweise ich bezlglich aller Beweise und Ableitungen gleich
hier auf Boltzmann’s Gastheorie und werde die in diesem
Buche gewihlte Bezeichnungsweise streng beibehalten.

Die der Rechnung zu Grunde gelegten Voraussetzungen
betreffend die Constitution des Gases sind folgende: Das Gas
ist einatomig, die Molekiile sind Massenpunkte, die sich gegen-
seitig mit einer Kraft abstossen, die umgekehrt proportional der
5. Potenz der Entfernung ist; auf dieses Gas wirken Adussere
Krifte X, Y, Z, die weder Functionen der Geschwindigkeit der
Molekeln sind, noch die Zeit-explicite enthalten.

Wir wollen ein Volumelement do eines solchen Gases
betrachten; f(§,n,() sei die Anzahl der Molekiile, welche die
Geschwindigkeitscomponenten §, 1, { besitzen. Jedem Molekiil
lasst sich offenbar durch seine Geschwindigkeitscomponenten
ein bestimmter Werth einer beliebigen Function 3 Variabeln
Lp(&, 7, ¢) eindeutig zuordnen; bildet man die Summe aller
dieser Werthe von » fiir das ganze Volumelement, so ist nach
Boltzmann’s Bezeichnung

- .
\, w==do | vfdw,
Lo, do ! '
wo dw = d&dnd{ und die dreifache Integration von O bis oo
zu erstrecken ist. S‘ ¥ wird sich im Allgemeinen mit der
e 0, (O

Zeit dndern, und zwar in Folge dreier Ursachen:

1. Durch das Wandern der Molekiile, indem welche aus
dem Volumelemente austreten und andere eintreten.

2. Durch die Geschwindigkeitsdnderungen, welche die
ausseren Krifte hervorrufen.

3. Durch die Stosse der Molekeln untereinander.

Fir diese Verdnderung der Grosse X, 40w mit der Zeit
ergibt sich die Differentialgleichung, aus der Maxwell durch
Specialisirung der Function ¢ die hydrodynamischen Glei-
chungen abgeleitet hat.
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Dieselbe lautet:?!

8 To a0 B(pw) _ B(ky)  dng)  Aply)
dat - ox 8_;/ 0z
3o g

+p|X Bg +mB; (¢),

wobei 72 die Masse eines Molekiiles, p die Dichte des Gases
und B; () ein achtfaches Integral bedeutet, welches die Ver-
anderung von X, 4% durch die Zusammenstésse der Molekeln
allein darstellt und auf das ich weiter unten zurtickkomme, da
die Auswerthung desselben fiir Functionen 4. Grades den
Gegenstand der vorliegenden Arbeit ausmacht. Die mit Quer-
strichen versehenen Grossen sind Mittelwerthe, die in dblicher
Weise zu bilden sind.

Die obige Gleichung hat Boltzmann unter der Voraus-
setzung, dass © eine ganze Function ist, fiir die Rechnung
dadurch wesentlich vereinfacht, dass er fiir die Geschwindig-
keitscomponenten &, 1, ¢, 4y, v+, w3 einfihrt, wo », v, w
die Componenten der sichtbaren Bewegung des Gases sind,
wihrend g, ), ; die Geschwindigkeitscomponenten der Molekiile
relativ gegen die sichtbare Bewegung bedeuten.

Setzt man ¢(x.Y,3 = und fithrt die Transformation
durch, so erhalt man eine neue Differentialgleichung,? deren
linke Seite der Ausdruck mB; () bildet.

Die Auswerthung dieses Integrales B, (j) fiir homogene
ganze Functionen 4. Grades von p, ), 3 ist nothwendig, um die
Maxwell’sche. Anndherungsrechnung weiter durchfiihren zu
konnen. Fir Functionen 2. und 3. Grades ist dies bereits
geschehen und fiir die Ableitung der Reibungs- und Warme-
leitungsgleichungen verwendet.

Da sich die Auswerthung des Integrales B, (f) einfacher
gestaltet, wenn | eine korperliche Kugelfunction (deren De-
finition siehe Boltzmann, Gastheorie, S. 170) der Variabeln
T, §, 3 ist und jede ganze homogene Function 4. Grades

1 Boltzmann, Gastheorie, S. 145.
2 Le S 151
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dreier Variabeln sich darstellen lasst
f(2, 9,3 = ayU+a, 1L, 2+ 92 +3%) +ay (1 4+ +37)2,

WO ay, a,, a, constante Coéfficienten und II, Il, die allgemeine
korperliche Kugelfunction 4., respective 2. Grades bedeuten,
ergibt es sich von selbst, statt B; (f) direct zu berechnen,

By,  Bi[,@*+y*+3)] und B [*+y*+32)?]

einzeln auszuwerthen.

In Folgendem sollen nach einer kurzen Auseinandersetzung
der Bedeutung des Ausdruckes B, (f) der Reihe nach die obigen
drei Ausdriicke berechnet werden.

Bedeutung von B, (j).!

Wie schon oben erwihnt, ist B, (f) die Verdnderung von
Y., a0 | mit der Zeit, die durch die Zusammenstésse der Molekeln
untereinander bedingt ist. Es ist daher nothwendig, auf die
AMechanik der Zusammenstdsse einzugehen.

Wir greifen zwei Molekiile 2/ und M, heraus; beide hitten
die Masse m. Es seien die Componenten der Geschwindigkeit
relativ gegen die Gesammtbewegung des Gases g, §, 3, vor und
. v/, 3 nach dem Stoss bei einem Molektil, die des anderen
seien entsprechend 1y, v,, 3 und g}, v}, ;. Die abstossende

. . . K .
Kraft zwischen beiden sei 7;—; ferner setzen wir zur Ab-
kiirzung

Fa, 080 =, QY8 =1, QL9030 =15

f sei die Anzahl der Molekiile, die die gleiche Geschwindigkeit
haben wie M, f, die Anzahl mit der Geschwindigkeit von J{,.

Wir denken uns nun das Molekiil A/ ruhend und betrachten
die Relativbewegung von M, gegen M. Die relative Geschwin-
digkeit von M, gegen M sei ¢ = g’ vor und nach dem Stoss,
p, q, v und p’, ¢, v’ die entsprechenden Componenten; es werden
dann die Richtungen von g und g’ Asymptoten der Bahncurve
des Molekiiles M, sein, die den Winkel =—2 einschliessen

I Boltzmann, l.c. § 17.
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mogen. Den Winkel, den die Bahnebene mit einer durch g und
die Abscissenaxe gelegten Ebene bildet, sei schliesslich
bezeichne & den Kkleinsten Abstand, an dem das Molekiil M,
an M vortiberfliegen wiirde, falls keine Krafte zwischen ihnen
thitig waren. In dieser Bezeichnungsweise lautet der Ausdruck

fur B, (f):

. 1 oo 2% i ) i A
B() = f f f f (7 +F/—i— 1) £, gb deo do, dbds,
(U (1]

wenn do = dydydy und do, = dy,dy,d3, ist.

Die erste Integration von O bis 2= ist iber ¢ zu erstrecken,
wobei alle Gréssen mit Ausnahme von {', f; constant sind. Aus
rein rechnungstechnischen Griinden werden wit aber bei der
Ausfiihrung auch f und j; unter dem Integralzeichen lassen.

Die zweite Integration erstreckt sich tiber & von O bis oo,
d. h. tiber alle moglichen Bahnformen, wobei noch g, 1,3, £,,9,,3,
constant bleiben.

Die beiden letzten Integralzeichen schliesslich bedeuten
eine sechsfache Integration von O bis oo iiber die Variabeln
L0 3 s Y1 b1

Die Durchfiihrung der Integration erleichtern und ermog-
lichen die wunderbaren Kunstgriffe Maxwell's; dank eines
solchen kann die Integration nach e durchgefiihrt werden, ohne
dass man die Abhéngigkeit des f/ und f/ von zu kennen
braucht, ein zweites ermdglicht, sich von der Berechnung der
Functionen f und f; ganz unabhédngig zu machen.

Wir wollen nun zur wirklichen Durchfithrung der In-
tegration schreiten.

1. Berechnung von B, (Il,).

Es sei Il die allgemeinste korperliche Kugelfunction dreier
Variabeln; sie lasst sich, wenn man mit 4,, B,, C,, 4,, B,, C,,
4,, B,, C, willkiirliche Constanten bezeichnet, schreiben

0, = A, p*+ By + C 3+ A4, %y + B,y + G+
+ A, %5+ By e+ G P y—3 (A4, + B, — )’y —
—3(—A,+B,+C)y5>—3(4,—B,+ C) 3’1 —
—3(By+ G’y —3(C+ 45y 53— 3 (A, +By) g1y .
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2%
Es muss nun zuerst (f+f{—f—*F,) de gebildet werden.
0
Der Ausdruck f'+f/—f—f, = W vereinfacht sich, wenn wir

fir die verschiedenen g, y, 3 andere Variable einfiihren, und

zwar die Componenten der Geschwindigkeit des gemeinsamen

Schwerpunktes, die ja durch den Stoss nicht verdndert werden.
OV

Es seien —, —, -5

2’272

1%

diese Componenten und p, q,v, p, ¢, 1t/

die Componenten der relativen Geschwindigkeit des Molekiils A4,
gegen M vor und nach dem Stoss.
Es ist dann

w=gty, P =, =0
b= y+y, g=1p—y, ¢ =y—y,

— Y R g ’
W = 3+3, T = 330 U =331

woraus

2y = u+p, 2y =u—p, 2¢ =u+p, 2y =u—p
29 = v+q, 2y, =v—q, 2y =v+q, 2y =v—q

©no

5 = w1, 23 = w—r, 23 =w-r, 23 = w—

folgt.
Flihrt man diese Werthe in W ein, so ist

16 W = 6u?(I'—1)+6v2(I/—II)+ 6 w2 (1T —III) +
+2up (IV—IV) 42010 (V' — V) + 2w (VI'— VD) + 2 (VII'—VII),
wobei

[ = 24,p*—(4,+B,— () *—(4,—B;+ C)v*+ Apg—

—(By+ Cy) qu+ Ay,
I = 2B¢*—(—4,+B,+ C)1r*—(4,+B,—C)p*+ B, qt—

—(Cy+4;) 1+ By pa,
Il = 2C*— (4, — B+ C)p*—(— A4, + B+ C))g® + Crp—

—(dy+ By)pa+ Cyar,

IV = 34,p>+3B,0>—3(4,+B)r*—12(4,+B,—C,)pg—
—6(G+4;) qu—6 (B, + Gy,
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V = 3B,q*+3C1*—3(B,+ C)p?—12(— A, +B,+ C)qr—
—6(Ay+ B3)rp—6(C, + Ay) o,
VI = 3C1?+3.4,p*—3(C+ 4y *—12(4,—B; + C)rp—
—6(B,+ G pg—6 (4, +By)qr,
VII = A p*+ B g* + G+ A, pPq+ By gPr + Cordp + A pir+
+B,q®p+ Cyvtqg—3 (A4, + B, —C)p*q>—
—3(—A,+B,+ C)q*>r?*—3(4,—B,+ C)r?p?—
—3(By+ ) p*ra—3(Cy+ 4g) a*pr—3 (4, + By) 12 qp
und
v, 1w, ur, 1w, v, VI VIl
die analogen Ausdriicke mit den gestrichelten Buchstaben sind.

Zur Ausfithrung der Integration nach ¢ bedient man sich
mit Vortheil eines Maxwell’schen Kunstgriffes, der auf folgen-
der Eigenschaft von Kugelfunctionen beruht.

Denken wir uns von einem Punkte O aus die Geschwindig-
keiten ¢ und g’ der Grosse und Richtung nach aufgetragen und
nennen wir die Endpunkte dieser Strecken G und &/, so liegen
sie auf einer Kugelfliche vom Radius ¢ = ¢’ und die beiden
Geraden schliessen den Winkel #—24 ein. Die sphérischen

Coordinaten von G und G’ seien X, v und N, v/, so dass
p = gcosik, ' = gcos N,
q = gsin\ cos v, q = gsin} cosV, 1)
= gsin X sin v, v’ = g sin M sin v/

ist; eine durch O parallel mit der X-Axe gelegte Gerade durch-
steche die Kugelfliche im Punkte X, dann ist der Winkel,
den die Ebenen GOX und GOG’ miteinander bilden, der
Winkel s. Bezeichnet p (9, ¢) eine Kugelflichenfunction snten
Grades der Variabeln v und %, und bildet nun das Integral

A0~

PO, VYds, indem man den Punkt G’ im Kreise um den

(U
Punkt G herumfiihrt, so ist nach Maxwell

f PN de = 27 Pl a2y p®™ (0, v)
0

Uber die Ableitung siehe Boltzmann, 1. S.171.
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wobei  P(fsx_2 die zonale Kugelfunction mten Grades

<Coéfﬁcient von " in der Entwicklung von

1
(1—2 cos(a—29) v +2) 7>
bezeichnet.

Die Anwendung dieses Satzes auf unsere Integrationen
leuchtet ein. Die Ausdriicke I, II' etc. sind kdrperliche Kugel-
functionen 2., respective 4. Grades der Variabeln yp/, ¢/, v/, die in
Kugelflachenfunctionen durch die Substitutionen 1) libergefiihrt
werden. Wir erhalten dann

2—
f 16 Wds = 27 {[PO (cos (=—2 §))—1] [6 w21+ 6021+
[\

+ 612 I+ 21 IV 42 bV + 2 tou VI] + [ P*(cos (a—2 §))—1][2VII]}.

Nun ist
3 ) |

P® (cos (m—29)) = —-cos?2d— =5

P (cos (m—21) = % cos*2Y— ? cos? 29+ Z—
so dass
f”z Wds = —3xsin?® cos?$[312I+ 3211+ 3w I 4+ IV +

0
+ 0w V41u VI]+= 35 sin*d cos*$—10 sin?d cos? ] VII

wird.

Nun koénnen wir zur Integration noch & schreiben. Da nur
% von b abhéngig ist, sind die beiden Ausdriicke

o0 o0
f sin2 & cos?$bdb und f sin' & cos* ¥ bdb
1]

0

zu bilden.

Die Abhidngigkeit des & von ¥ ist eine sehr complicirte,
ldasst sich jedoch einfach aus den Bewegungsgleichungen fiir
das Molekill M, berechnen.! Diese Integrale lassen sich fiir

1 Siehe Boltzmann, L. c. §. 21.
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etwaige Bediirfnisse der Praxis durch mechanische Quadratur
immer auswerthen. So berechnete Maxwell

> 1 K
T sin2d cos2V bdb = — \/—1 .C, =
A 28V 2m

1 /K, 1
25V 2m g
analog konnen wir setzen
o 1
T\tf sin*¥ cos*dbdb = D, —,
o S
so dass
(v o)
ﬁf sin?¥ cos® gbdb = D,
0
und
(o)
ﬁf sin* cos*V gbdb — D,
h
wird. Es ist dann
o0 N2%
f f 2 Wgbdbde — —3D,[3n?[4 3021143 w2 Il +unIV + o
-0 0 -’)

+ow V+wu VI +[35D,—10D,] VIL.

Um nun die {ibrigbleibenden Integrationen nach g, y, 3,
1> Yy, 3 ausfithren zu kdnnen, miissen wir in Gleichung 2) auf
der rechten Seite flr die u, v, W, p, q, v wieder die 1, 1,3, 11,9y, 3
einfithren. Thut man dies, so erhélt man lauter Glieder von der
Form Ly*y*3'xiy5s;, wo L eine Constante ist. Bei der drei-
fachen Integration nach den mit dem Index 1 versehenen Buch-
staben sind die y, y, 3 constant; die Integrale werden daher die

Form haben:
st e
Ll’at)‘qz’)."[ﬂ Y293 35 1y, dy, dy,. 3)
i

Um sich von der Bestimmung der Function f, welche die
Geschwindigkeitsvertheilung bestimmt, frei zu machen, schldgt
Maxwell folgenden Weg ein:
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Der Mittelwerth (x,y,3) einer Function y der Variabeln
L, 9, 3 fur alle zu einer bestimmten Zeit im Volumelement do
sich befindenden Molekiile ist

— SISy Sdgdyds
LT TS fagaydy

mdo § [ | fdydydy = pdo,

da nun

wo p die Dichte des Gases, so ist

YT
J[,/ Afdldl)dn T 112 /'

und da die Bezeichnung der Variabeln ja irrelevant, analog

. . N v
{ffhﬂdhd‘)ldm = T = b

wenn 7/ = 7ty Vg5 51) 18t
Wir erhalten so aus dem Ausdruck 3) nach Ausfiihrung
der Integration

U 3t
S Loty Oy

Nach analoger Durchfiihrung der letzten Integrationen in
Bezug auf , v, 3:

— Sifdydydy = v PyTac. eyl at,
m &l)aﬂf Y 3Udgpdydy = s Le'n's "y’

Beim Einsetzen der r, 9, 3, &y, Yy, 3, in den Ausdruck 2)
koénnen wir gleich eine Vereinfachung eintreten lassen, indem
wir alle Glieder, in denen entweder a-+f-+v = 1 oder
8+e+4C =1 ist, fortl lassen, da sie_ im Resultate doch wegfallen
wiirden, weil y =y=j3=1p, =1y, =3 = O ist.

Fiihrt man nun die g, v, 3, &y, Y, 3, €in, so ist
3021 = 3[2.4, (i +pt— 2021 —

— (A +B,—C) (Y’ + iyl iy — 4y n,)—

—(d—B,+C) (P s+ s’ — drstia) +

+A, (Y 1)y — eyl —r v —

—(By+ Cy) P05+ 11131 27015 F 05— 225801 — 2 Eai20) +

+ A5 (54115 — 158 —E5187)
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und daher nach Obigem

f[Bnﬂﬁchmdml =
—2 N
> 4)

—(4,+B,- C)(*y +1°p*— %1) )—(A;—B,+ C) %2 +1%52-213 )+ S
+ A, (Py—1259)— By + Cy) (v + 12 3—219 1) + A3 13— 1213) ],

_ _2
4-_2;2 )_

woraus sich durch cyklische Permutation ergibt

ﬂ 021l ff,dodo, = 6 F— ( (2B, (y'— 7 o— /
— (=4, + B, + C) (%2 + 23— 2% )—(A4, + B, + C,) (02 +p2— 2% )+ \ 5)
+ B, (9%—y293)—(Cy ~+ Ay) (9%r + 9% 50—2 13 2) + By (9’r — 52 1) ] )

und

ff w2l ff, dodw, = 6 2)—

2
—(4,=B,+C) (®1* +3%2° -2& )—(=4;+ B+ C) Gy +32y°— 23y )+ ’

6)
+ G, (Pr—3%0) — (Ao + B,) Gy + 32— 230 30) + G GPy—32 30)]. |
Man erhilt ferner
wlV = 3[4, (¥ +1dy, —2%y, —1iey) +B; (9°r + 71, —h2 5y, —hiey) —
—(Ay+ Bg) G2y +351,; +370 0, +3700—2250,5,—2 8,3, 13)—
—4 (4, +B,—C)(%* + 122121393 —2(Cy + A3) (0203 + 9221592015 —Y 03 —
—2(B,+ Cy) (293422 1,3, — 12,3, —1203) ]
und daher
[Jrorv s dodo, = 6L 14,65 e+, GFi—iFm—
- (Az +B3) (57&—1) +;2E—1J_2i% Eé) —4 (A1 +B1_ Cl) @2_&_2 ?)_
—2(Cy+A3) 0Pr5+1223)—2(By + C) (P5—1203) ], |

g
|

woraus sich wieder durch cyklische Permutation ergibt
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f fmnv S dwdo, = 6 - —--—[B (9% —1%03) +

+ Gy (M —3"30)— B+ C) (Pw5-+a* n3—20 50)— / 9

—4(—A,+B,+ C) (% —? )—2 (A, + By) G yr—3201) —

—2<02+A3><ﬂ£—ﬁ )

und
ffmuwﬁld‘”d‘” = 6L (GG 0+ 4, P |
—(Cy+Ay) (Zr+v2 5 — 23y 1) — 4 (A, — B, + C,) G —32 1) — 9)

—2(B,+ Ca) (&2—5‘)_2—2 5) —2 (Az +B3) (62_11)_5_2 lT))J .

schliesslich ist

ffvnﬂqdw do, = %[AI(E+3E2)+BI(1)—4+31]_23)+Cl(57+3;22) |
+ 4, (5P +32%) + B, 9%+ 3p%05) + G, G +33%50) +

+ Ay (1% + 312 13) + By (9% -+ 392 )+ C; (%) + 357 39) —
—3(A1+Bl—cl)(1571)2+£2§2+25,2;__ .
—3(—A4,+B,+C) (y%? +?5? 21;_52)— :
—3(4,—B,+C) G+ +2 5 )—
—3(Bg+Cg><£2n_3+£2%+2z_»£a>—3<02+A3><9Tax+7)232+2%@—

—3(Ay+By) Gy +32 1y +233) )

Nun war

1 co N2n
B(Il) = f [f f Wi, gbdwdw, dbds
v 0

und man erhélt aus 2), 4), 5), 6), 7), 8), 9), 10)



658 H.Benndorf,

1 p2 . — — - - -
B;(l,) = ?’157 {[35D,—28D,][A;x*+ B, y*+ Ci3'+ Ay 'y + B, ¥+

+ Czﬁ"‘AaF%"‘Baf)e'—l"*‘ C%ﬁ_S (A1+B1_C1)F92—

—3(—4+B,+() t)_2?—3(‘41—181 +C) 3P —3(B,+ C‘s)ﬁé—

o o _ 2
—3(Cy+A4,) 92 5r—3 (Ay + By) 3*1y] +[35D,—4 D, ] [34,r* +

2

2 _ _ — _ _
+3B,y? +3C 3% +34,%09+3B,92 3 +3 Gy sr+ 3457 13+

__ __ e
+3B;y?hyr+3 G323 3(4,+B,—C) *y*+2xy )—

_ _2 o _3
—3(—A4,+B,+C) (23 +2y; )—3(4,—B,+C) F*+25 )—
_3(32+Cs)(l?1);'{"22_1)3—6)”“3(02'*“43)(1)_255""20_51)-1})—

—3 (A, +By) GCry+253) 1} -

2. Berechnung von B [IL, 2 +1y%+3%)].

Bei der Berechnung dieses Integrals ist im Allgemeinen
analog vorzugehen, wie frither; II, sei die allgemeinste Kugel-
function 2. Grades, die bekanntlich fiinf willkiirliche Constanten
enthilt. Setzen wir

O, = 4,22+ B, >+ C, 2+ A, 09+ B, 93+ Cy 32,

so besteht, damit dieser Ausdruck eine Kugelfunction wird, nur

die Relation
A +B,+C =0,

womit die Anzahl der Constanten sich auf finf reducirt.
Bezeichnen wir wieder

flf—f—f, = W
und fiihren statt der verschiedenen g, g, 5 die Variabeln
u, b, W, p,og, v, Pl

ein, so erhélt man:
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16 W = (p2—p3)[124,1°+2(4;+B)v*+2(C,+A4)w?+
+6 A, u0+6 C, wi+2 B, vin] +
+ (02— [12 B,0? +2(B, + C)w?+2 (4, + B)u>+
+6 B, vw+06 A4, v +2 C, wu) +
+(P—)[12 Cw?+2 (C,+ AP+ 2 (B, + C) v+
+6 Cywu+6 B, mw+2 4, uv] +
+(p'a'—pq)[8(A,+B)uv+2 4,(8u+3 02 +1w?) +
+4 B, wu+4 C,om]+
+ (v —aqu) [8(B,+ C,) vw~+2 B, (302 + 3> +u?) +
+4 Cyuv+4 Aywu] +
+ ("p"—1p) (8 (Cy + A ) wu+2 C, (w2 +3u®+v%) +
+4 4A,00+4 Buv]+
+24,(p"—p*) +2(4, + B30 —p0?) + 24, (00" p?) +
+2 4,(0"0"* —p0?) +2 4, (0" —pqv?) +
+2B, (q*—q*) +2(B, + C)(q"*1*—q?13) +2 B, (¢*r'—q®) +
+2 B, ('t —q¥) + 2 B, (q1'p"2—qup?) +
+2C " h)+2(C +4,) %2 —2p2) + 2 C, (3" —13p) +-
+2C, (079" —1p)+2 G, 0P/’ —1pe?).

Berticksichtigt man, dass
P42 41" = PP +d
so ergibt sich, indem man aus den ersten drei Gliedern
2A1°+2Bv2+2 C 1w +6 A,uw+6 B, mw+6 C,vu

heraushebt und die Glieder, welche in Bezug auf p, q, v von der
4. Dimension sind, auf solche 2. Dimension reducirt, die ein-
fachere Gleichung

16 W = (p"2—p?) 1+ (02— I+ "2—1?) I+ (p'q'—pa) IV +
+ (0"t —qv) V+(Q'p'—1p) VI, )

wobei [ IT, IIT, IV, V| VI folgende Bedeutung haben:
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CV.Bd., Abth. II. a. 43
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I =24,51+v2+w?+g2)—4B,m,
II = 2B,5v*+w>+ut+g%)—4 C,wu,
Il = 2C,0w*+u?+02+g%)—4 A, un,
IV = 24,81+ 3v2+w?+g%)+8(4, +B))uv+4 Bwu+4C,uw,
= 2B,(3v2+ 3w+ 12+ g% +8(B, + C,) vw-+4 Cuv+ 44w,
VI =2 C,(3w2 431>+ 12 +g%)+8(C, 44, wu+4 4, v +4 B, .

Um nun in Gleichung 12) die Integration nach = in der
fritheren Weise ausfithren zu konnen, miissen die Coéfficienten
von I, II und IIT erst in Kugelfunctionen verwandelt werden.
Dies geschieht am einfachsten, wenn wir setzen

292 __ql2yf2 o2 292224 o2
p/g — p q 3 S und pg — p q 3 =3

und analoge Ausdriicke fir g%, ¢% und 1’2, v2. Nach Anwendung
des Maxwell’schen Satzes fiir Kugelfunctionen, erhalten wir
als erstes Integrationsresultat:

f 16 Wde = — 47 sin®® cos?d [ (2p?—q2—12) [+
0

+ (22— —pH I+ (21v2—p2—qH) I+ 3pqIV 3V +-3rp VI].
Setzen wir wieder
o0
ﬁf sin?® cos?¥gbdb = D,

R 0
SO 1st

co N2z D
f f 2Wgbdbds = __AOL [(2p2—q2—r)]+
0 0 it

+(22—12—p) [T+ (212 —p>—q?) M+ Bpq IV 43 qeV +31pVI].

Um nun die beiden letzten Integrationen noch auszufiihren
setzen wir wieder die g, 9, 3, £y, 9ys 5 €in. Es ist zunéchst

ff OWabdbde__Dh +307 11 3og_

L T+114101 v \ VI
—g* ———— +3py 5 +3qr 5 +3up - |-

13)



Zur Maxwell’schen ' Gastheorie. 661
Es ergibt sich

I
35 = A (18p+ 18— 1222 +6%y)* + 6]y} + 6232+

+63232 4612+ 617 y2+ 6% + 6173 —

— 6B, (1?93 +11913; + 17013 F 2T 03 —2052: 0, —28h 13305

woraus folgt

ff3p2 —ff,dode, = )

3 26 164,35 —F + Pt~ 1)

—6B, ("5 + "2 13)]

und durch cyklische Permutation ergibt sich

ff3q Efflfl(ndw = )
= [GB (31) _1) +1]““+1) +§2g2+3252)_ Slf)
—6C, (’z_. o %)].
I
[fSr —ffldmflw = 2
2p2 _> _
— I 16C, (35— N st ) —

—64, Gy +5*—25)]-
Ferner ist unter Beriicksichtigung, dass 4,+B,+C, =0

T 114111 o, oa, 22
=g = A2 e+

+ 5P —4ane b, %P s % i

—4B, [p*+91—292pf+9%2 i3 +9%5 +07 52— 4,5, +
-+ yfal el -y —4 e, | —

—AC 22+ P R — A +

+52% 309 +5%0% 5T yP— 4 30a,0, | +
4%
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+2 B, 223 179181 973035, + % 55, el v+ 2.5, +
93959203, 55 V55291820884 Y — 2 Xy 3,00 —
—29%,3, — 297 93—23%,3, — 237031
+2 Gy |y%e+ 035,08, 3" 3l eyl s 0l 3, +
+ 3550+ 3% A2 0 — 20053, —2 ), 0, 5 —
—25%,0— 25 50— 20%, 0, — 211 32
+2 A, |3y + 350 2 ety 03yl iy 5%y, +
+ 222+ 22, T + 920, — 2 395, 8 —2 85,0, —
—2%p,; — 205 19—29% 5,0, — 2971

und nach der Integration

J— U‘ggﬂ—ffld‘ﬂdwl o

2P 7)v9 2,9 4, ..9,2 _2 9—2
+a Y2+ y® %t %82y 25 )—

e

—4B, (y* —t) Ry +W+?E’—°E’ —2u )—

—4C, (' — +a P 2 —25) )+ )
+2 By (%3 + 9%+ + 12 03— 03— 03— 21m 13) + %
2GRt 2
+2.4, By + P+ 9%+ 1—2% 1y — P oy — 2 330) ]
Schliesslich ist
3pq %V = 6.4, 2% +20%y, + 29>+ 21,97 + 320y + 5500, + 320, i +
+12(4,+B)) |y’ +iiyi—r® oi—1ly? |+

+6 B, |t293 + 139,31 -— 79,5, — 1103+ 6 G, |90 33,0, — 03,8, — i sx |

und daher

J o

ﬁﬂ dodo, = — [GA ¥y +2 P32y +52 1Y)+
+(124,+B) (2 —1? v) 46 B, (12 p3— 22 13) +6 C, (0 13— 13) |-
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Analog ergibt sich durch cyklische Permutation

A% 202 — > ——
ffS qr?ﬁ’ldmdwl = ;;?[632(21)35+21)33+g-r)3+ )+ 0

+12(B,+ C,) (v%2—1y? 3 +6 C, (yZr-— 1 31) + 6 4, (329 —3° y)].

VI 22 —
3rp -5 fhdode, = %[6 G2+ 2n®+y’n+n2 )+
2 m2 = 20)

+12(C,+4) A2 —32 1) +6 4, (y—3219) +6 B, (1%y—1239) 1.

Setzt man nun die Ausdriicke 14) bis 20) in die Gleichung 13)
ein, so erhilt man:

B [ILG2+p24+39)] = ff/ f Wi, gbdode, dbde —

1 p? 9 ) 2 B) 2
=% {f D, [14(4,2*+B,9* + C13° + Ayry + Bowy+ Coap) ¢° + 9> +3%) —

Z

—2 Az o L 10(A,+B) P P2 A, P 1y—2 A,y 1 104,7p 32+
_ _ 2

. +8A,1395+8(4,+ By —
—2B,y® —10(B,+C)y*s*—2 B,y 0;—2 B, 1 3°—10B, y31°+

o
—_
~—

T~ T T —

+8B,yr 5t+8 (B,+C) p; —
L3 1P —10 Gy 50 92+ .
+8Cmy+8(Ci+A)z 1,

(]

20,3 —10(C,+4) 3 1°—2C, 3% 51

wobei zu beachten ist, dass A, + B, + C;, = O sein muss.

3. Berechnung von B, [(y®+y2+32)?].
Fihren wir hier, sowie frither, die u, b, w und p, g, v ein,
so ist:

16 W = 4(p">—p?) (Bu+02+10?) + 16uv (pa'—pg) +
+4(q"2—q?) (3o +w?+u?) + 16 v (gt —aqv) +
+4("2—1?) (B2 +u+12) + 16 wu (v'p’—rp) +
+2(p"—pH+2(q"—q) +2 (1) + 4 (p%0—p%P) +

+4 (922 —q%?) + 4 ("2p2—p?) 22
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Unter Bertiicksichtigung von p2+q2+1"2 = p2+ g2 +1? ver-
einfacht sich dieser Ausdruck wesentlich und nimmt die
Form an:

2W — 12 (p/2_~p2) +12 (qlz_qz) + 12 (r’2—t2) +2up (plql_pq) +
+ 20 (g't'—aqv) + 2 wu (t'p'—rp).

Da die Coéfficienten von u? v, 1w? keine Kugelfunctionen
sind, so setzen wir wieder

P2 = 29—t p? = 2p2—q2—1% 4 g2
3 ’ — 3

und analog ¢% t?; wird dann die Integration nach e durch-
gefiihrt, so ist:

2% 112
f 2 Wds = —12x sin?d cos?d % (2p2—q*—%) +
. o
2 i
-+ % (2q2—1r2— 2)+ (212 P2—q%) +2uvpg+ 2 vivgr+ 2 ourp |

Setzen wir dann

oo
D, = T:/ sin?1 cos?d gbdb,
[

so ergibt sich

oo 2%
f f 2Wgbdbds = —4 D, [u®(2p2—q2+1%)+ 2
0 0
+1° (207 —1?—p%) + w2 (21 —p®—q®) + Guvpq+ ) 22)
+6vwqr+6wurp] = —D, [12 (up—+vq-+wr)2—
422 (24 +w?)].

Fihren wir dann wieder , v, 3, 1y, 4, 3; €in, so wird
(itp +vq+1r)? = g4+x‘{+1)"+1)‘i+a“+a‘f—2z2z?+22;21)2—2220%+
+ 25 =20 =2ty 2y —2al i — a8t + 2 —

—2 1J2l)%+ 29%2—2 9% —2 y3* + 2 i3] — 2 5%
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und

o

f (11p+vq+1m)ﬁ1 dwdo, — 7;2- @t+pr+gt—y? —y? —

—F 2E 2 2 R 2 P2 2 ).
Ebenso ist
&2 (11402 +1%) = iyt 4yl gt — 20— 2y —23% +
+2 22+ 20y + 207y% + 22— 8y y, +
+20%% 4+ 2055+ 200"+ 2% — 8asns +

+ 29232+ 29737+ 29732+ 29237 —8 vy,
und daher

~ 20— = = = =2
ng(112+1\2+1U2)_/jqd(:)d(.)1 = 71‘;[;:4—{-1)*4—5* 22—y —
L2 o -2 _ (
— 2 221522 22 2 s) 24)
_ - 2 -2 2
420737 #2252 — gy —dy —ds

So erhalten wir schliesslich aus 23) und 24)

1 02

B2+ 24392 = — 5 15 8- Dy (G yi 7 — (
2 2 _2 _ 3 i
— ey eyt 20 2) )+ ) 25)

wn

Es wiren somit die Ausdriicke By (II,), B, [I, (x2+y2+32)]
und B; [(x>+1y?+32)?] berechnet und damit die Aufgabe geldst,
B, (G,), wenn G, eine ganze homogene Function 4. Grades ist,
Zu bestimmen.

Es dirfte nicht allzu schwierig sein, die Gesetzméassigkeit
der Coéfficienten in den Ausdriicken 11), 21) und 235) aufzu-
finden; da diese ganzen Rechnungen jedoch nur Mittel zum
Zwecke sind, habe ich mich dieser Mithe nicht unterzogen, die
sich wohl nur lohnen diirfte, wenn man sich dadurch bei
Berechnung des B, von Functionen hoherer Ordnung Verein-
fachungen schaffen kann.

0(2_2’2
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Dagegen erscheint es interessant, dass die hier gewonnenen
Resultate im Widerspruche stehen mit einer Anmerkung Max-
well’'s in seiner Abhandlung »On stresses in rarified gases
arising from inequalities of temperature«. Er sagt dort: »I have
recently applied the method of spherical harmonics, as described
in the notes to sections (1) and (5), to carrying the appro-
ximations two orders higher. I expected that this would have
involved the calculation of two new quantities, namely, the
rates of decay of spherical harmonics of the fourth and sixth
orders, but I found that, to the order of approximation required,
all harmonics of the fourth and sixth orders may be neglected,
so that the rate of decay of harmonics of the second order, the

time-modulus of which is % , determines the rate of decay of

all functions of less than 6 dimensions«.

Aus unseren Rechnungen dagegen ergibt sich, dass fiir
Functionen 4. Ordnung eine bestimmte Relexationszeit?! (time-
modulus of relaxation) gar nicht existirt, da in den fiir B;
erhaltenen Ausdriicken ausser dem Mittelwerth der betreffenden
Function noch andere Glieder vorkommen.

Es ist wahrscheinlich, dass Maxwell diese Rechnungen
nicht in extenso durchgeftihrt hat und seinen obigen Ausspruch
nur auf einen vorlaufigen Uberschlag griindete.

Uber die Bedeutung und Berechnung siehe Boltzmann, L c. S. 165.
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