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Elementare Bestimmung der Punkttransfor-
mationen des Raumes, welche alle Flachen-
inhalte invariant lassen

Karl Carda in Brinn.

Durch die Gleichungen

= o 3,2)
V' =¢@&2) 1
= ,2),

wobei ¢, ¢, v unabhidngige Functionen der Argumente x,y,z
bedeuten, wird eine Punkttransformation des Raumes (x, 4, 2)
bestimmt. Wir kénnen die Frage aufwerfen, wann die Trans-
formationen (1) alle Flacheninhalte invariant lassen. Nach
einem allgemeinen Princip Lie’s folgt dann, dass die Trans-
formationen (1) eine Gruppe bilden.

Wir konnen unsere Iragestellung in einfacher Weise
erledigen, wenn wir eine von Herrn C. Neumann mitgetheilte
Formel heranziehen. Im Punkte =z, 9,z construiren wir ein
Flachenelement, dessen Normale die Richtungscosinus a, b, ¢
besitzt. Der Fldcheninhalt desselben sei ds. Vermoge (1) geht
v, v,z in 2,9 2; a,bc in @b, ¢’ und ds in ds’ {iber. Die
erwédhnte Formel lautet dann:

[ Fr O 9 o
ds’ lq’» by b B

ds J,( Ly e T
a b c 0‘
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wobei die partiellen Ableitungen in bekannter Weise bezeichnet
sind.?

Um zu bestimmen, wie a, b, ¢ transformirt werden, legen
wir durch das erste Flichenelement eine Fliache, welche dann
vermége (1) in eine Flache durch das zweite Flachenelement
iibergeht. Es bestehen daher die Gleichungen:

de—pdx—qdy =0

3
dz'—p'dx'—q'dy’ = 0. ®)

Um die Rechnung elegant zu gestalten, behalten wir die
Cartesischen Punktcoordinaten x, 4, z bei, ersetzen aber p und ¢
durch homogene Coordinaten:

by I

p=—— =——

Py’ P
Wir erhalten somit aus (3)

P1dx+ pody+ pade =0

4
plax'+pydy’ +pydz’ = 0. *)

Aus diesem System erhalten wir mit Ricksicht auf die
Gleichungen (1), indem wir noch {iber einen Factor passend
verfigen, die Formeln:

Py Vx|

=\ b Il

ps b % |

Pc Pr Yx |
pi=\o P Y (3)

Py Yo

or by Py

rs=| % b p E

v bz Py

1 Carl Neumann, Zwei Sitze tber correspondirende Flichenelemente.
Berichte der kénigl. Sdchs. Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, 1876,
S. 253—255, oder Math. Annalen, Bd. 11, S. 306—308.
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Setzen wir in (2)
ds’
ds

=1

und driicken wir a, b, ¢, o, B, v in bekannter Weise durch
Py Pas Ps» D1y Pa, P4 aus, so erhalten wir:

[\

$x Py 9 Py
by b $ py
Y fv A= Ps

| = (BB (PP (©)
i
|
Py Py py O

Die Gleichungen (5) und (6) sind die Definitionsglei-
chungen der gesuchten Gruppe.

Entwickeln wir die Determinante in (6) nach den Elementen
der letzten Colonne, so erhalten wir die einfache Beziehung

p1’2+p52+17:;2:17§+133+p;‘;. (7)

Hieraus folgt:

Die Coordinaten p,,p,,p; werdenvon der gesuchten
Gruppe orthogonal transformirt.

Statt der durch die Gleichungen (5) bestimmten Trans-
formation T der Coordinaten p,, p,, p, betrachten wir die zu ihr
inverse 71 welche gleichfalls orthogonal ist. Wir erhalten

Py = Gl Pyt /aly
P2 = G P+ bt LDy (8)

Py = 4P+ =P+ 05
Bezeichnet man mit ¢}, g, g, die Coordinaten eines zweiten
durch den Punkt 2/, 3/, 2/ gelegten Flachenelementes, so geht
dieses vermoge 7! in ein Flachenelement g,, g,, g, durch den

Punkt x, 9, z Gber. Durch eine einfache Rechnung erkennt man
das Bestehen der Gleichung

PLG{ A Paqs+ Psas = P1qy+ P25 + D3G5 )

Hieraus schliesst man mit Riicksicht auf die Gleichung (7):
Die gesuchte Gruppe des Raumes ist conform.
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Jede conforme Transformation des Raumes fithrt aber
Kugel in Kugel tiber.! Unsere Gruppe soll alle Flacheninhalte
invariant lassen. Hieraus folgt:

Die gesuchte Gruppe fiihrt Kugeln in congruente
Kugeln iuber.

Hiemit ist das Ziel unserer Betrachtungen erreicht.

Theorem I: Die einzigen Punkttransformationen
des Raumes, welche alle Flacheninhalte invariant
lassen, sind die Bewegungen desselben.

Corollar: Die Bewegungen des Raumes lassen sich
als die Punkttransformationen des Raumes definiren,
welche alle Flacheninhalte invariant lassen.

Wir fligen noch das folgende Theorem hinzu, unter-
driicken jedoch den einfachen Beweis.

Theorem II: Die einzigen Punkttransformationen
des Raumes, welche alle Flacheninhalte nach con-
stantem Verhédltniss dndern, sind die Ahnlichkeits-
transformationen desselben.

Zwei andere Beweise des ersten Theorems werde ich in
den Monatsheften flir Mathematik und Physik verotffentlichen..

1 Uber die interessanten conformen Transformationen des Raumes ver-.
gleiche man Lie, Geometrie der Berithrungstransformationen. Erster Band,.
Leipzig, 1896, 10. Capitel.
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