
8 3 9

Ober die Transeendenz der Zahlen e und k

F. Mertens.

W enn hier den Bearbeitungen der Beweise H e r m i t e ’s 
und L i n d e m a n n ’s für die Transeendenz der Zahlen e und tt 
von W e i e r s t r a s s , 1 H i l b e r t , 2 H u r w i t z 3 und G o r d a n 4 noch 
eine hinzugefügt wird, so geschieht dies nur, weil dieselbe 
mit möglichst einfachen algebraischen Sätzen auszukommen 
trachtet und keine zahlentheoretischen Hilfsmittel in Anspruch 
nimmt.

2

Die Exponentialreihe

x x'2 x
ex —  1 -------- 1-------- 1-------- h

1! 2! 3!

zerfällt, wenn k, m  ganze positive Zahlen bezeichnen, in die 
drei Theile:

x x 2 x k~ l
X k — \-\-------- 1-------- h .. H-------------

1! 2! (li—  1)!
Y k jy ̂  “h 1 yy ni-\-h—1

Y k =  —  - +  '
k \  ( £ + 1 ) !  ( m  +  k  —  1)!

Zk — —----------1----- ----------------h in inf.
(in ->r k) ! (tu +  /d +  1)!

Sitzungsberichte der königl. preussischen Akademie der Wissen
schaften zu Berlin, 1885, XLIX.

3, 1 Mathematische Annalen, XLI1I.
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Bezeichnet man die ganze Function m  — 1 ten Grades von t

(t + 111 — — 2).. .  (t 1) -f- (t+ m  — 1) ( t + m  — 2). . .  (7+ 2)x
+  (t +  m  — +  2).. .(7 +  3),t2 +  - h x 1" - 1

mit g(t) und die erste, zw eite ,.. . 1 1 1 — l te Differenzenreihe der 
Reihe

g ( 0 ) , g ( \ ) , g ( 2 ) , . . . g ( m - \ )

beziehungsweise mit

&(0), ^ ( l ) , ^ ( 2 ) , . . . ^ ( m - 2 )

&>(0 )> & 0 ) »  S 2 ( 2 l - - - Ö 2 ( m — 3) 

g , „ -1 (0), 

so wird identisch

gif) = g ( 0 ) + g t (0) ~  + g 2(0) +

8 4 0  F M e r t e n s ,

+  g m -1(0)--------- --------------------

und man hat

(i n +  k — 1)! Y k — x kg  (k)

=  g0( +

+  1 ) * ‘- 2 +  ( i )

Es sei nun

/  (x) — a0 x 11 + 1 4- a xx  " +  4- a„ x

eine ganze, durch x  theilbare Function von x, deren Coefti- 
cienten ganze oder auch ganze complexe Zahlen sind, in 
welcher a0 nicht Null und welche zu ihrer Ableitung f  ix) 
theilerfremd ist, und es werde

(  1 \ mX'>+1 (  f  I — T — cW.t +  4 v̂ ' ä4- Xmii+Ii-(-1
\ X J 11111 + 11+1

gesetzt, wo v eine der Zahlen 0 ,1 ,2 , . . . ? /  bezeichnet. Man 
multiplicire die Identität

(in +  k — \ ) \ e x — (m-+k  — 1)! (Xk 4- Y,: +  Zk)
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mit — cM und summire hierauf von k — 1 bis k =  m n +  n +  l
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! k

Das Resultat erscheint, wenn

Gv(x) =  ( c f )m !Z 1 +  cM(wt+ l)!Ar24-

••• (, , w + ) l +  1 ) ! Ar,„,/ + „ + i)

1
111 \

Z  M ii+ ii + l)

‘gesetzt wird, in der Gestalt

Gv(0)** =  G,(x) +  L f(x )  +  R v(x), (2)

wo L  eine ganze Function von bezeichnet. Denn die Function 

+  1)! y 2-f- - h c ^ iM_n+{(inn +  n +  in ) \Y 1ll1l + ll+i

wird nach (1)

=  g(0)(cM x +  cMx2+  -k ; '; )(+((+1a',,",+" + 1)

 ̂ ; ( c +  2 c.W* +  3 c Wx 2+  .. .)

d (Qhx*
+  ö2KJ  ■ (2 c£> +  3 • 2 cW* +  4 • 3 c Mx* +  . . .)

& (0)x

=  g ( 0 ) T + g l(0) —  r + Ä (0) —  T " +  +  £,„_,(<>)

und ist demnach durch f  theilbar, da T  den Factor f  und

T, T",.. T ^ '- i )  alle den F a c to r— /  enthalten.
x

3.
Der Ausdruck 

/ 7 i m v  (nt +  k —  l)! . . (in +  k — l)\  , „
=  k ( , _ ! ) /  « 1- 1+  ^ * = 2 ) T  *  +

.. . +  ( w  +  & —  1)!
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ist die Summe der m ten, (m +  l ) ten, . . . (/7Mz+m-f-7/)ten Ableitung 
von x 111+11-1. Wird daher

x 'n - 1 T = x ' f ' n =  /  

gesetzt, so erscheint G<,(x) in der Gestalt

G>,(x) —  ——j- _f-f(inn+m+-n)j

und ist sonach eine ganze Function von x, welche ganze ganz
zahlige Verbindungen von a0, a v . . . a n zu Coefficienten hat, da

die Coefficienten von — /('»+*) Vielfache der Coefficienten von 
m ! v

/  sind.
Ist g<,(x) der den Grad n in x  nicht erreichende Rest, 

welcher bei der Division von G^(x) durch /  bleibt, so ist die 
Determinante des Coefficientensystems der n -\-1 Functionen

i f o  > Ö l )  <§2 > • •  •

nicht Null. Dies lässt sich, wie bei W e i e r s t r a s s ,  in folgender 
Weise darthun.

Wäre die fragliche Determinante Null, so gäbe es Zahlen 
c0, welche nicht durchweg Null sind und der Identität
in x

C0 ÖO +  C1 öl +  +  c» gn — 0

genügen, und die Function

G — CqGq (x) Gj (x) +  ... +  c„G n (x)

wäre durch /  theilbar. Setzt man aber

cofo~^Cl f l  +  • • • +  cnfn  =  (Cq +  C^-1- -hcnx n) f in =  v
V-+v' +  1)" +  ...  + =  21^

so wird
m \G  — v('n)-\-v("l+1')-+-... + v 0"«+'»+h)

und es müsste auch u durch /  theilbar sein, weil 
den F ac to r /e n th a l te n .

W enn aber u durch f P  theilbar und p  ^  m  ist, so folgt aus 
der Identität

u - u *  — v,
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Transeendenz der Zahlen e und tt. 84 3

dass u' ebenfalls durch f p theilbar ist. Dann muss aber f v +1 
in u  aufgehen, weil f  zu seiner Ableitung theilerfremd ist. 
W äre also u  durch /  theilbar, so müsste es auch durch 
/ - , / 3, . . . f 1,1+1 theilbar sein. Dies ist aber unmöglich, da u 
von geringerem Grade als ist und nicht identisch ver
schwindet.

Ein Ausdruck

CQe W + C 1e**l+ . . .+ C .„ e tn t i

in welchem t eine Variable und ß0, ß1, . . .ß ;t gegebene Grössen 
bezeichnen, verschwindet identisch, wenn in seiner Entwick
lung nach Potenzen von t die Coefficienten von t°, t .. . t n Null 
sind. Sucht man nämlich unter den Grössen ß0, ß1?. . .ß n die 
numerisch verschiedenen aus und bezeichnet dieselben mit 

79). . . 7 ;,., so nimmt der genannte Ausdruck nach Zusam m en
ziehung aller Glieder mit identischen Exponentialfactoren die 
Gestalt

B 1e<it +  B 2e^t+  ... + B l,e'<v-t

an und das Fehlen der Potenzen in seiner Entwicklung
wird durch die Gleichungen

C0+  Q 4- + C n =  B x + B 2 +  ...  + £ , ,  =  0

C0ßo +  Cj ßx +  •. ■ +  C„ ß„ =  5jYi + B 2y2 -+- -\-Bv;{v. — 0

Q)ßo Q  ßi +  +  C'I ß« — B \.7.1 +  0

ausgedrückt. Diese Gleichungen fallen aber, weil die Determi
nante

1, 1, 1

7 ]) 7 2 j 7[i.
„.ü.— i Y|i.— l 7 |j— l
11 > 12  > ■ • • I |i

nicht Null ist, mit den Gleichungen

B, =  0, B2 =  0 , . . .B lL= 0
zusammen.

Sind demnach ß0, ßJ;...  ß„ die n +  1 Wurzeln der Gleichung

f i x )  =  0,
S i tz b .  d. m a lh em .- n a tu rv v .  CI.;  C V .  Bd.,  A b th .  II. a.
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so muss wenigstens eine der n 4-1 Grössen

Q > G 0 ( ß 0) 4 -  Q ^ o ( ß i ) +  • • • +  CnG0($n)
C o ^ i ( ß o )  +  Q ^ i ( ß i ) +  • • •  + C ‘„ G 1( ß Jt)

C 0 G „ ( ß 0) +  C 1 G „ ( ß 1) +  . . .  +  C ttG „ ( ß „ )

von Null verschieden sein, wenn der Ausdruck 

C0e1?o/+  CteQ'l+  . .. -I-C„c$ul

nicht identisch verschwindet. Wären nämlich die genannten 
Grössen alle =  0, so hätte man

C o ^ o ( ß o )  +  Q i f o ( ß i ) +  +  C » £ o ( ß » )  —  0
Q ^ i ( ß 0) + Q ^ i ( ß i ) +  • • • +  c „ . ^ i ( ß „ )  =  o 

Q ^ « ( ß 0) + Q < s « ( ß i )  +  c » £ » ( ß « )  —  o

und daher auch, weil die Determinante des Coefficientensystems 
der Functionen g ^ i g ^ - g n  nicht Null ist,

C0 Cx 4- ...  4- Cn —  0  

Q )  ßo Q ß i  Cn ß//. =  o

Q  ßo +  Q  ß i  +  C" ßw =  0  

Dann müsste aber

C 0 =  C 1 = . . . =  C,( = 0

sein.

4.

Ist r  der absolute Betrag von * und m  r  >  0, so hat man

Astii-k-k f .is ^2
j Z ^  | ------------------------------f  1  4 ---------------------------------------------- h ------------------------------------------------------------------------------- i - . . .  \

(w +  4)! v m  4-/<:4-1 ( w 4- /5 4-1) (m 4-k 4-2) /
r m+* / m  / w

 < --------1 4- --------  4- (--------
(111-+k) ! \ W 4-/(5 W  4-/(5

/j/* III ~\-lc
 < -----------------

( m  +  k  —  1)!
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Y m

IR , i x ) \ <  — r (r  ' +  r 2 \ c 2 }' +  •)i n i \

4T II + 1

< ^ r / »(r)"

wo f 0 aus f  hervorgeht, wenn alle Coefficienten a0, av . . . a n 
durch ihre absoluten Beträge ersetzt werden.

5.
Es sei

jfr (z) — Cq +  C^z -+- C2 -f-... Cn zn

irgend eine gegebene ganze ganzzahlige nicht identisch ver
schwindende Function von z. Man setze in der Identität (2)

f  (x) — x  ix — 1) (x— 2). . .  (x — n)

und der Reihe nach x — 0, 1, 2 Es wird dann

Gv(0) =  Gv( 0)
G,(0)e =  G,(l)+R,(l)

Gv(0)<58 =  Gv(2)+2?v(2)

Gv (0) en — G.; ( n )  +  R,, (n).

Multiplicirt man diese Gleichungen mit C0, C v . . .C n und 
addirt, so ergibt sich

Gv( 0)F(e) =  H i +  p.
wo

H ,  =  CQ Gv (0) +  Ct Gv (1) +  +  C„ Gv (»)
p — G^vO)-!- +  C„R,(n).

Man wähle nun m  so gross, dass der Zahlenwerth von p

unter —  fällt. Zu diesem Ende genügt es, wenn S1 die Summe

der Zahlenwerthe der Coefficienten C0, Cv . Cn bezeichnet, 
m  der Bedingung

S n "-i i ( « ( «  +  l ) - - - 2 » ) ,w <  J _
m ! 2

T r a n s e e n d e n z  d e r  Z a h l e n  e u n d  tc. 8 4 5

und daher

55*
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8 4 6 F. Al e r t e n s ,

zu unterwerfen; denn m  fällt dann > n  aus und man hat 

IR , ( i ) , <  ^  „ , , + i  ( « ( »  + 1) • • • 2 » ) ’"
m ! ml

also

; , j  < 5 B „ + 1 0 i ( ”  +  1 ) - 2 « ) " ‘
' -m!

1
<  —

2

Nach Fixirung von m  muss nach 3. eine der Zahlen 
H 0, H x, . . . H n, etwa i / v, von Null verschieden sein, da der Aus
druck F(e‘) nicht identisch verschwindet. Als ganze Zahl muss 
dann H., mindestens den Zahlenwerth 1 haben, und es wird 
daher ohne Rücksicht auf das Vorzeichen

Gy(0)F(e) >  y

F(e) >
2G-,(0)

Es gibt also keine ganze ganzzahlige Function, welche 
für e verschwindet.

6.
Es seien

( z )  =  CQ +  Ct Z +  . . . +  CqZ‘l

eine beliebige nicht identisch verschwindende ganze ganz
zahlige Function und

<p(z) =  b(izP +  biz>,- ' +  ... +  bp

eine beliebige ganze Function mit ganzen complexen Coeffi
cienten, unter welchen b0 und bp von Null verschieden voraus
gesetzt werden.

Sind cr̂ , cr.p die Wurzeln der Gleichung

cp (z) =  0

und t eine Variable, so ergibt sich für das Product 

P(t) — 'i'(e“'1 )b(e'l-'-t). . . 'b (ear t )
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Transeendenz der Zahlen c und ic. 84 7

nach Ausführung der Multiplication eine Summe von Gliedern 
von der Form

^̂ (aa.l+'bai+ • • .-\-ia.p)t

wo A  ein Product von p  Coefficienten der Function <|j und 
a, B,...e Zahlen der Reihe 0, 1 ,.. .q  bezeichnen. Sucht man alle in 
diesen Gliedern vorkommenden, unter einander numerisch ver
schiedenen Ausdrücke aax +  ba.2-Jf  +eap auf und bezeichnet 
dieselben mit ß0,ß 1,.. .ß„, wo ß0 =  0 ist, so ergibt sich nach 
Zusammenziehung aller Glieder, welche gleiche Exponential- 
grössen als Factor enthalten, ein Resultat von der Form

P(t) =  C0e?o'+C1e?'/ +

Dieser Ausdruck kann nicht identisch verschwinden. Im 
Gegenfalle müssten nämlich in der Entwicklung eines der 
Factoren <p(eai'), nach Potenzen von t die
Potenzen fehlen, woraus nach 3 in Widerspruch mit
der Annahme

co —  ci —  • • • —  cq —  ® 

folgen würde. Man kann daher

P(t) — . .. +  Cne^’lt

setzen, wo entweder C() nicht =  0 ist, wenn n — 0 oder aber 
C\, C2,.. .  C„ alle von Null verschieden sind.

Die Entwicklung von P(t)  nach Potenzen von t hat die 
Gestalt

t t2 
P  (/) — h,) -+- A-i —  -+- Äq —

1! " 2!
wo

K > K K  ■

ganze complexe Zahlen sind. Denn der Beitrag, welchen das
tk

Glied (3) zu dem Coefficienten hk von —-  liefert, ist

A  (aax t>a3 +  ... +  tap)k

und hk ist demnach eine ganze ganzzahlige Function &ten 
Grades der Wurzeln a1,a.2,...o.p . Diese Function ist symmetrisch 
in av a.2, . . .a p , wie sofort erhellt, wenn man die p  Ausdrücke
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848 F. M e r t e n s ,

<]>(£“**) —  ^  (1 )  -+- (c^ -+- 2  c2 +  . . .  -f- qc^) O.^t-+-

— 4* ( l ) -*- (ci 2 c2 -+- 4 - q C q ) o .2 t - { -

-+- (C,  +  2 2 Cg +  • . • H- ^ 2 Cq) 0

<|j ( c  )  —  t | » ( l )  +  ( c 1  +  2 C g + . . . +  g ' C g ) a ; , t  +

+  (c1 +  2^c2+  +  #2 c3) o

in einander multiplicirt. Setzt man daher hk in eine ganze 
Function der elementaren symmetrischen Functionen

von av  a2, ... ap um, so ist diese letztere vom Grade k und hat

Die vorstehenden Schlüsse beziehen sich alle stillschwei
gend auf den Fall, wo p~>\  ist. Für/? =  1 sind dieselben selbst
verständlich, wenn man P(t)  — ^ ( e 0̂ )  setzt.

Die elementaren symmetrischen Functionen o1( a2, ... aH von 
ß1, ß2, ... ßn sind rationale complexe Zahlen, wofern n >  0 ist. 
Zieht man nämlich die Coefficienten von t(\ tk in P(t)  in 
Betracht, so ergibt sich

daher die Form w o örf eine ganze complexe Zahl bezeichnet.
b'x

Cy +  C2 -j- ... -f- C„ — h0— C0 
Q  ß, +  C2 ß2 +  +  C„ ß k =  hk

und daher, wenn

x " — axx n~ 1 2', X n~~2---- . . . = t  0„  =  H

gesetzt wird,

ltn — i -f- 2̂hn— 2 • • • I 3/i (Jio Cq) — . 0

Jtjl-1-1 | Og/ ĵj— 1 . . * 4~   0

^ 2 n - \ ---- a i^ -2 / i— 2 +  3 2 ^ 2 » — 3 —  • • • = h  C5„/^// — 1 —  0

-----U + X "  —  0 1 x n~ i +  a2x n ~ 2- ^ ... . 4 =  Qn =  0.
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Eliminirt man aus diesen Gleichungen a15 a2, . . .o M, so folgt

Transeendenz der Zahlen e und k.  84 9

fol 11 h n_ i , . . .  h Q Cq

fo/l-h1) K ,  ■. . h ,

^ 2  n —11 h'2, u —2 ) • • • h n^ \

—  U  +  X ", yy 11--1
X 1 1

Diese Identität gibt für u  eine ganze rationalzahlige 
Function von x, wenn die Determinante

1 i 2 }  •

o
°1o

h n , fon—11 • ■•hi

h o n—2 , hon- 3 , -

nicht Null ist. Dieselbe ist aber

=  d=Q c2 ... C„ (Pa—PO8 (ßs—Pi)a • • • (ß»—P«-1)2

oder =  C1? je nachdem n >  1 oder n — 1 ist, und daher nicht =r 0. 
Es gibt also eine Gleichung n -+- l te n  Grades

a0x n+i 4- axx n +  ... -ha„x — 0

mit ganzen complexen Coefficienten, welche ß0, ß1}...ß„ zu 
Wurzeln hat.

Setzt man nun in der Identität (2)

f  — aQx n+i -{-a^x” +  +  anx

und x — ß0, ß15. . .  ß„ , so ergibt sich

G,( 0) =  G,(ß0)

G,(0)eP. =  G,(P1)+Ä»(ß1)

G,(0)«?» =  G,(ß„)+Ä,(ß„)

und hieraus folgt, wenn mit C0, Cv ... C„ multiplicirt und addirt 
wird,

GV(0)P(1) = H.,+ p,
ljwn + n 
u 0
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WO
H., =  6;“»+» (C0 G, (Po) +  C, G., (ß.) +  ... +  C„ G, (ß,,))

p r r  CxR v (ßx) 4- C2i?v(ß2) 4 - . . .  4- CnR v (ß„) .

H v ist eine ganze complexe Zahl. Ist nämlich G.,(x) nach 
Potenzen von x  entwickelt,

=  h  +  h x  +  k x 2 +  •' • ~t~linn+iix ""l~^n>
so wird

H ,  — /0(C 04- Q  4 - . . .  4- C‘,f) +  /1(C 0ß0 +  QßjL +  .. .4 -  Cwß„) 4 - . . . ,

8 5 0  1«' M e r t e n s ,

Umn+n
u 0

also

H , rr l0b’»n+n . h0 +  l1b”ln+n- 1. b0h± 4- 4 .  &K,w+,,ä,„«+„ .

W ählt man für in einen bestimmten Werth von der Art,

dass \ p b fn+n \ <  —  ausfällt, so ist eine der Zahlen H 0, H x... H „,

etwa H„  von Null verschieden, weil P(t) nicht identisch Null 
ist, und man hat

! # v  | ^ i ,
also

|GV( 0 ) P ( 1 ) | > ------ -------
1 2|Z>0 |"m + H.

I P ( 1 ) ] > ----------- --------------
2 1 |"l" + "  | G v (0 )  |

Es sei noch
’H Z) =  (Z~ T ^ l O ) ,

X irgend ein bestimmter Werth des natürlichen Logarithmus 
von y, a eine Grösse, welche keiner der absoluten Beträge von 
X, «j, Og,... Op übersteigt, und

i ' W O “ 1)  B i O “ 2)  I • • • i ^  K -

Man hat dann

P ( l )  rr (c“i— — eK) . . . ( e aP— ... <h(£a;')

, a. i i i i  a/4-X af4-a/X4-X-
*— ex =  a,-— X 14------------ 1------------------- h

1 1  2 3!
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cp (log j) > ----------------------------
2K\b™‘+1' - 1\\Gi(0)\

Es gibt daher keine ganze Function mit ganzen complexen 
Coefficienten, welche für log 7  verschwindet.

Nimmt man insbesondere

'K «) =  1 +  £ l o g  ( — 1) =  i *  ?  (z ) —  F {— iz )<

wo F  irgend eine ganze ganzzahlige Function bedeutet, so wird 

>b1(z) =  [ K  — 1

und daher
e ~ v z

FirC) > ----------------------------
2 | ^ 0 |"” ' + " - 1 | G , ( 0 ) !

Ist x  eine reelle algebraische Zahl,

H * )  =  o

11 H- ix
die ganzzahlige Gleichung, welcher y /  ------^  , beziehungsweise

V I  — ix
\ J  1 — x 2-\-ix genügt, F"(z) eine beliebige ganze ganzzahlige 
Function und setzt man cp(z) =  F (— iz), so kann man ebenso 
Grenzen angeben, welche

F (arc tg x), F (arc sin x)

übersteigen müssen. Es genügt zu diesem Ende,

i arc tg x  — log y i arc sin x —  log (v / 1 — x 2 -b ix)
V 1 —

zu setzen.

7
Es seien

's(z) ■=: b0zi’ +  b1zi’- 'l +  + b p 

eine gegebene ganzzahlige G l e i c h u n g e n  Grades,

Transeendenz der Zahlen c und x. Si) 1

und daher

Hieraus folgt
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85 2 1' M e r t e n s ,

a v  a 2, . . .  a.p
ihre Wurzeln,

^1) ^2’ ■ ■ • Si/

numerisch verschiedene ganzzahlige linear-homogene Aus
drücke von aj, a2, . . .a p und

'j) “  A-yC'-'1 A.2ß^i l -{-A.qC'Q

ein Ausdruck, in welchem A 1, A 3, . . . A iJ von Null verschiedene 
ganze Zahlen bezeichnen. Man bezeichne die nicht kleinere 
der beiden Zahlen q p \ ,2 q i ’- — 1 mit [j., den Inbegriff aller die 
Potenzen 1°, enthaltenden Glieder in der Entwicklung von
'b(t) nach Potenzen von t mit oj und mit 11 eine Unbestimmte. 
Das über alle möglichen Permutationen der Wurzeln av a.2, . . .a p 
zu erstreckende Product U(u  — co) ist eine ganze symmetrische 
Function dieser W urzeln und hat demnach ganze rational- 
zahlige Functionen von t als Coefficienten bei den einzelnen 
Potenzen von u. Ist U  derjenige irreductiblc Factor dieses 
Productes, welcher für u —  co verschwindet, so geht derselbe 
aus der Multiplication von u — oo mit ähnlichen Ausdrücken 
u — (Oj, u — co»,... hervor, welche aus u — co durch gewisse Per
mutationen der Wurzeln a15 aä,...ar.p entstehen. Es seien c]̂ , <j;2, 
die Resultate, welche aus ’̂ i t )  durch eben diese nämlichen 
Permutationen hervorgehen, und man setze

P(t) — <!>(*)<!>

P(t)  ist eine Summe von Gliedern von der Form A e 1'1, 
wo A  eine ganze Zahl und rj einen ganzzahligen linear-homo
genen Ausdruck der Wurzeln a1; a2, . . . a 7, bezeichnen. Sucht 
man alle numerisch verschiedenen Werthe von 7] auf und zieht 
alle Glieder zusammen, welche dieselbe Exponentialgrösse als 
Factor enthalten, so kann der resultirende Ausdruck nicht 
identisch verschwinden. Denn im Gegenfalle müsste das Pro
duct ootojftjjj. . . ,  welches mit P(t)  bis zu den Gliedern mit 
einschliesslich übereinstimmt, durch /'"+1 und daher mindestens 
einer der Factoren co, w13 co2, ... durch t li+] theilbar sein, da die 
Anzahl dieser Factoren ^ p l  ist. Ein solcher Factor hat aber 
die Gestalt

A ler‘'t +  A 2er*t+  ... +  A llc“i l
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wo r j f\q aus £v £z, . . . £ q durch eine Permutation der 
Wurzeln a1} a2, ... hervorgehen, und muss nach 3 identisch 
verschwinden, wenn er durch t q+1 theilbar ist. Es wäre also 
(oco1ü>2 = 0  und die irreductible Function U  müsste sich 
auf u  reduciren. Dann wäre aber w =  0 und nach 3 in W ider
spruch mit der Annahme <Jj(7) =: 0.

Hienach ist das Product P(t)  in der Gestalt

P(t)  -  CQe W + C xeW +  ... -\-Cne W

darstellbar, wo ß0 =  0 und entweder C0 nicht =  0 ist, wenn 
n ~  0, oder aber Cv C2, ... Cn alle von Null verschieden und 
ß1, ß2,.. .ß„ numerisch verschiedene ganzzahlige linear-homo- 
gene Ausdrücke von av ol2, ... clp sind, wenn n~> 0.

Entwickelt man P(t)  nach Potenzen von t und setzt

P ( / )  =  i  +  / i , -  +  h, ^  4 -  
1! 2!

so sind h0,b 0h1, b\~k2, . . .  ganze Zahlen. Denn zunächst erhellt, 
dass h0, hv . . .h iL rationale Zahlen sind, da P(t)  mit wcü1co2... 
bis zu den Gliedern mit der Potenz tv- übereinstimmt. Man 
beweist dann ganz wie in 6, dass die elementaren sym 
metrischen Functionen von ß15 ß2,.. .ß„ in dem Falle n >  0 
rationale Zahlen sind und dass man demzufolge eine ganz
zahlige Gleichung vom Grade n +  \

CIq Z11  ̂—j— Cl j Z —f- -{-Cl/iZ —  0

aufstellen kann, welche ß0, ß±,.. .  ß». zu Wurzeln hat. Die Ratio
nalität von 1, hil+2 ,••• folgt dann aus der Formel

ei, hs -f- ci^hs—] +  an hs—-u — 0,

welche von 5  =: 11 -+-1 an gilt. Dass aber b^h/, ganzzahlig ist, 
folgt daraus, dass

hk —  Q  ß ^ +  Q ß J - t - . .  • H- C „ ß *

eine ganze ganzzahlige Function ßten Grades von av  a2, . .. a.p, 
also b^hk eine ebensolche Function der Grössen b0v.v b0o.2,...bt)v.p 
ist, welche der Gleichung
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z P+b1zP -x +  bQb2z r - 2+ . . .  + b $ - l bJ} =  0

genügen, also algebraisch ganz sind.
Setzt man nun in der Identität (2)

/  =  a0x ' l+l +  a 1x l,+  ...  + a „ x  
x  ~  ß0, ß1?... ß„,

so ergibt sich
Gv(0) =  Gv(ß0)

Gv(0)^o =  Gv(ß1) +  i?v(ß1)

Gv (0) e ß» =  G., (ß„)-f-R,  (ß„)
und hieraus

G ,(0)P(l) =  - ^ - + P,
fylltll +  II

8 5 4  F. M er t e n s ,

WO

1

tynu + ii
H., — Cq Gv (ßo) +  C1 Gv(ßj)+ ... +C„ G.; (ß„) 

p — C1 (ßi) +  c 2 i?v (ß2) +  • • • +  C„ R v (ß„).

ist eine ganze Zahl, da 

H ,  =  l0b'“"+" . h0 +1^ » " '+ " - 1. b0hi +  /, ^»»+».-2 b2jh  +  _  

wird, wenn man

Gv (#) =  /() -f- l]X+ l^x2 +  ...
setzt.

W ählt man m  wieder so, dass j p | — ausfällt, so

ist eine der Zahlen H 0, H V ...H „,  etwa H.,, von Null ver
schieden und man hat

I G . , ( 0 ) P ( 1 ) j >  1
2 I fyinn+u |

2iGv(0)||i'»»+»| 
und daher

l < K 0  > ----------------- ------------------,
2 K \ a t (ö)\\b0\"‘"+“
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wenn

Es kann also 6(1) nicht Null sein.
Sind in 6(7) die Coefficienten A v A .,,... A q nicht gew öhn

liche ganze, sondern ganze algebraische Zahlen, so bilde man 
mit Hilfe von q Unbestimmten n v  u2, . . . u q den Ausdruck

A^lt^ 7/g +  ... -t- A q1lq

und die irreductible rationalzahlige Gleichung Y =  0, welcher 
derselbe genügt. Ist ±  Q(uv n 2, . . .u q) das constante Glied 
dieser Gleichung, so hat man

0  =  (A xu x + A 9u 2 +  . . .  - \ - A q u q) ( A ^ i i x +  A f0u 2 -+- . . . ) .

• (A'lu^-t-A11 u2 + . . . ) . . . ,

wo A'v  A 2, .. .A'[, A 'l,. .. ebenfalls ganze algebraische Zahlen 
sind. Setzt man nun

Q (e ^ ,  e V , . . . ^ ' )  — 

so hat 'Jj0(7) die Gestalt

wo numerisch verschiedene ganzzahlige linear-homo
gene Ausdrücke von rJ.v  a2, ... ap und B v B 2, . . .  ganze Zahlen 
bezeichnen. Die Coefficienten B lyB 2,. . .  können nicht alle Null 
sein, da sonst nach 3 auch einer der Ausdrücke

A ' ^ y  +  A U ^ - h  . . .

A ,[ e ^  +  A ^ e ^ l+ . . .

und daher auch Q identisch verschwände, was der Irreducti- 
bilität von V widerspricht.

Da nun 60(1)| hienach eine angebbare Grenze übersteigen 
muss, so gilt dasselbe von '^ ( l)1.
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