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Die in diesen Berichten, Abt. I 4, Bd. 131 (1922), p. 461
bis 490, erschienene Arbeit »Das Rechnen mit Faltprodukten in
seiner Anwendung auf die Direktorkreise von Kegelschnitten« — in
der Folge kurz mit »R. m. F.« bezeichnet — gab die Grundlagen
fir die Anwendung dieser Rechenmethode auf die Gebilde 2. Grades
in der Ebene.! Die vorliegende Arbeit bringt als Fortsetzung die
Grundlagen fir die Anwendung derselben Methode auf die rdum-
lichen Gebilde 2. Grades. Die Erhohung der Stufenzahl des Operations-
gebietes bewirkt, dafl nun neben den zueinander dualen Punkt-
und Ebenengrofien 2. Grades noch die (quadratische Strahlkomplexe
darstellenden) Strahlgréfien 2. Grades auftreten. Der Hauptzweck
der Arbeit besteht wieder in der Darlegung der neuen Rechen-
methode, der man jedenfalls den Vorzug grofier Kiirze, zumal beim
Rechrien mit den Komplexgrofien, wird zugestehen miissen. Hierzu
sei nimlich bemerkt, daB nur an verhéltnisméBig wenigen Stellen
dem Leser die Ausfithrung kleiner Zwischenrechnungen {iberlassen
bleibt, dafi also die Rechnungskiirze nicht blof scheinbar ist. Es lag
nicht in meiner Absicht, eingehendere Untersuchungen auf Teilgebieten
vorzunehmen. Trotzdem ergab sich als unmittelbarer Ausfluff der
Methode manches Neue, wofiir sich Beispiele unter den bezifferten
Sdtzen und Gleichungen finden. Die Verfolgung des Gedankens,
stets mit den algebraischen Grofien statt zugehorigen Gleichungen
Zu rechnen, leitete mich (schon 1902) zur Aufstellung der keinen
Strahlkomplex darstellenden »fundamentalen StrahlgréBe« Q®), von
der einige Eigenschaften in Nr. 6 abgeleitet sind. Die Einfithrung
dieser GroBe an Stelle der »Identitit zwischen den Pliicker’schen
Linienkoordinaten« scheint mir entschiedene Vorteile zu bieten. Die
rdumliche Metrik soll in Verbindung mit den rdumlichen »Direktor-
gebilden« der Gegenstand einer ndchsten Arbeit sein.

1 Anwendungen dieser Arbeit zur eingehenderen Untersuchung eines Gegen-
Stil_ndes bringt der Aufsatz »Kombinantenkegelschnitte von Kegelschnittbiischeln«
W p. 1 bis 15 dieses Bandes.
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1. Algebraische Gréfien 2. Grades im Raum.

Bezeichnen e, ¢,, ¢,, ¢, vier voneinander unabhingige Groflen
1. Stufe (eigentliche oder uneigentliche Punkte), so lafit sich jede
algebraische Punktgrofie 2. Grades a® im Raum (quarterndre Grofe)
auf die Form

; A\

a® = Ya;, e e (ja ; i: :j) Uip = Qp; (D

bringen. Setzt man
leyeaege ] =1, } @)
le,egey] =2, —[e;e5e) =25, [6 0] =35, —[ei 6] =2, '
dann ist
leie) =1, [e;er] = 0 (i3 k) und [e, 52,5, = 1,
ferner
ep = —leaggeyl, € = [er858,), €5 = —[e 58], € =[5 5, 5],

Nach der Definition des Faltproduktes hat man nun
{[L(z) B,'} = Qi1 €1+ Qo ot Qiz 3+ 046y (3
und, wenn man diese Grofie 1. Stufe mit a; bezeichnet,

a® =a e +a,e,+aze;+aye, (4)
oder auch

Wegen a;; = a;; gilt die Beziehung
[a, e]]+[a; 31+ (ay ] +[ay e,] = O. ©®)

Besteht umgekehrt fiir 4 Punkte a; diese Gleichung, so muf
flir alle 6 Kombinationen 7% der 4 Zeiger a;, — a;; sein;
Yae(i=1,..,4) stellt also dann eine algebraische Gréfie a® dar,
fiir die {a<2) 8,‘} = a; ist.

Die Gleichung (5) sagt aus, dafl jedes Tetraeder mit seinem
polaren Tetraeder beziiglich der Fliche a® hyperboloidisch liegt,
d. h. da} die Verbindungslinien entsprechender Ecken dieser Tetra-
eder einer Regelschar 2. Grades angehoren.

Liegen umgekehrt die Verbindungslinien entsprechender Ecken
zweier Tetraeder a,a,a,a, und e ¢,¢,¢, hyperboloidisch, so
besteht eine Zahlbeziehung

[, [a, e+, [, 6] +1; [a, 6]+, [a, e,] = O.
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Setzt man l;a; = a}, so 1Bt sie sich schreiben
Slale] =0  (G=1,..,4).

Da ihre Form mit der der Gleichung (5) tibereinstimmt, sind
alajaja, und e e, e, e, polare Tetraeder einer bestimmten Fliche
9. Grades, also auch die urspriinglichen Tetraeder, weil ja af und a;
dieselbe Lage haben. Mithin gilt der Satz:

Die hyperboloidische Lage zweier Tetracder ist notwendig
wnd hinveichend dafiiv, daf} sie hinsichtlich einev Fliche 2. Grades
polar sind.

Hieraus folgt dann unmittelbar der Satz von M. Chasles:!?
Gehoven die Verbindungslinien zugeordneter Ecken zweier Tetraeder
einer Regelschar 2. Ovdnung an, so gilt gleiches von den Schuiti-
linien der emtsprechenden Fldchen dieser Tetraeder.

Werden die Punkte a; Vielfache der ¢;, hat also a® die Form
a® =X a; 6%,

so bilden die Punkte ¢, ¢,, ¢;, ¢, ein Poltetraeder von a®. Zu einer
nichtsinguldren a® gibt es oo® Poltetraeder.

Wie in R. m. F,) Nr. 1, zeigt man auch hier:

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiiv, daff a®
eine Grife sei, die beveits einem Gebiet i-ter Stufe (i<<4) angehiort
oder, wie man auch sagt, den Rang i besitzt? ist {a®i*+1} = 0
itnd {a®¥} 4= 0.

Hat die GroBe a® die Normalform (4), so sagt {a@e} = a;
aus, daB man das Faltprodukt {a®e;} dadurch erhilt, daB man
in a® die a; wie Zahlen betrachtet und die Grofie mit ¢; duBerlich
multipliziert Dies gilt auch fiir die Faitung' von a® mit einer
beliebigen Ebene v = X ¢;e; (= 1,..,4). Denn es ist

{0(2) ‘(} =X Ci {a(?) E,'} = X Ca; — Edi [8,“(]

Wegen a;p == ap; = [aps;] 148t sich Gleichung (3) auch
schreiben

{a®z;} = Ylage] e k=1,..,4),
demnach ist

{aDv} = la 1) e, +[a, 1] e, +[as 1l e;4-[a, 1] e,.

. 1 Apergu historique, 2¢ éd., Paris 1875, p. 403. Wegen weiterer Literatur
hierzu vgl., Enzykl. math. Wissensch., II C 2 (Staude), Anm. 1686.
2 Vgl. R. m. F., p. 463, Fufinote 2.

Sitzunsbgerichte d. matnem.-naturw. KI., Abt. IIa, 133. Bd. 17
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Es gilt also auch hier (wie in R. m. F,, Nr. 2) der Satz:

Nimmt man die Grvofe a® in obiger Normalform am, so
erhdlt man ihv Faltprodulkt wmit einer Ebene (einem Blatt) v+, weny
man entweder die Faktoven a; oder die Faktoven e; mit « duflerlich
multipliziert (>faltet«).

Zufolge dieses Satzes erhdlt man fiir das Faltprodukt von @
mit dem algebraischen Produkt 18 zweier Ebenen, wegen {a® . 78} —
={a®+.3} die Gleichungen

{a® 18} = S[aq)[;8] = S[aidl ] G=1,..,9. (6
Fiir Ebenengrofien gilt alles dual wie fiir Punktgréfien. Stellt nun

PO — B e, +PBye+Bye+Byey (7
mit
e =0

eine Ebenengréie 2. Grades in der Normalform dar, so folgt unter
Verwendung des distributiven Gesetzes fiir Faltprodukte und unter

Beachtung von (6)
{a® g} = Zla: i) (8)

Verschwindet diese bilineare Invariante, so sagt man, a® und g®
sind apolar. Gehbren die Ecken p,, p,, p;, p, eines Poltetraeders
von a® der Fliche B® an, so ist. wegen a® = X q; pf, {a® p@} =0,
Aus dem Bestehen dieser Gleichung schlieit man umgekehrt auf
bekannte Weise, daff oo?® Poltetraeder von a® der Fliche B® ein-
geschrieben und oo3 Poltetraeder von B® der Fliche a® umge-
schrieben sind.
{a® 2} = 0 oder {E® 2%} = 0,

wo § eine verdnderliche Ebene und z einen veradnderlichen Punkt
bezeichnet, sind die Gleichungen der a® und B® zugehdrigen
Flachen 2. Klasse, beziehungsweise 2. Ordnung.

Im Raum treten gleichberechtigt neben den algebraischen
Punkt- und Ebenengréien noch die Strahl-(Stab-)Grifien auf.

Aus den Einheitspunkten e¢; lassen sich sechs verschiedene
duflere Produkte 2. Stufe bilden, FE;. = [e;er]. Wihlen wir fiir sie
die einfachern Bezeichnungen

e

E = [ey 6], E,—=[e;e] Ey = [e 6], ©
‘E, = [e,e), E, = [e,¢,], Eg = [e5e,], '

=

dann ist, 243 immer mod. 6 genommen,

[EiEi+3] == [61 62 63 64] - 1,

(i=1,2...,8) (10
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Unter Anwendung des allgemeinen Grassmann’schen Ergédnzungs-
pegriffs (Ausdehnungslehre von 1862, Nr. 89 bis 91) ist E;y; = |E;,
und die letzten zwei Gleichungen sind identisch mit

(E)|E] =1, [E|E]=0. (11)
Eine Stabsumme
4=YaE (=12, .,6)

heiBe auch eine Ilineare Komplexgrifle; sie bestimmt nidmlich
mittels der Gleichung [4AX] = O die Strahlen eines linearen
Komplexes (Strahlgewindes), der fiir [4 A] =— 0, und nur dafiir, ein
spezieller (ein Strahlgeblisch oder Nullkomplex) wird?! Stellt man
den Strahl X in der Form X — Yy;|E; dar, so lautet die Gleichung
des zu A gehorigen Komplexes X q;1; = O.

Aus den 6 Groflen E; lassen sich 21 verschiedene algebraische
Produkte 2. Grades bilden, nédmlich die 6 Quadrate E? und die
15 Produkte E; E;. Jede aus ihnen abgeleitete algebraische Strahi-
grife 2. Grades

A® = T q;; E; B }z } =12, .06, qp= (12)

heifie auch eine Komplexgrife 2. Grades oder eine guadratische
Komplexgrofie; sie bestimmt mittels der Gleichung

{A(Z)X2} - Saik [E,X] [EkX] = Zaik Liltr — 0

den zugehorigen quadratischen Strahlkomplex.

Nach der Definition der Faltprodukte hat man unter Beriick-
sichtigung der Gleichungen (11)

{AQE} = Yo Er (k=1,2,...,6) (13)

Bezeichnet man diese lineare Komplexgrofie mit 4;, so ist
nach Gleichung (12)

A= A B+ A, Ey+ .+ 4, By (14)

Die linearen Komplexgréfien (oder Stabsummen) bilden ein
Gebiet 6. Stufe, in welchem nun wieder duflere Produkte definiert
werden kénnen.? Um diese Produkte durch eine Bezeichnung von
den auf das Punktgebiet 4. Stufe beziiglichen zu unterscheiden,
schliefen wir die Faktoren A; wohl wieder durch eckige Klammern
ein, fligen aber der SchluBklammer die Stufenzahl 6 des beziiglichen

1 Vgl. E. Miiller, Die Liniengeometrie nach den Prinzipien der Grassmann-
schen Ausdehnungslehre, Monatsh. Math. Phys., 2 (1891), p. 267 bis 290, Nr. 1.

2 E. Miiller, a. a. O., Nr. 3.
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Gebietes als Marke bei. [4, A,]; bezeichne also das &dufiere Produkt
der beiden Komplexgréfien; es bestimmt das A4, und A4, enthaltende
Komplexbiischel oder ihr gemeinsames Strahlnetz. Die Einheitep
E,...,E; geben 15 solche von Null verschiedene #dufiere Produkte,
Wegen a;;, = ay; gilt fiir die in (14) auftretenden Stabsummen 4,
wie aus ihrer Definition durch (13) hervorgeht, die zu (5) analoge
Gleichung
[A; EJo+ [A Eslg+ . +[4g Egly = 0; (15)

denn nach der Ausrechnung verschwinden die Koeffizienten aller
Produkte [E;E;],. Besteht umgekehrt fiir irgend 6 Stabsummen
A =Xq B (k=1,...,6) die Gleichung (15), dann ist in ihnen
a;x = Qg;, und es stellt die algebraische Groie X A4; E; eine Komplex-
grofe 2. Grades A® dar, fiir die {A® |E} = 4, ist.

Wegen 4; = {A®|E;} sind die 4; die Polarkomplexe der
Kanten des Tetraeders ¢, ¢, ¢, ¢, beziiglich A®. Gleichung (15) sagt
also, nebenbei bemerkt, aus: Die Kanten eines Tetraeders bestimmen
mit den Polavkomplexen ihver Gegemkantem beziiglich eines Strahl-
komplexes 2. Grades 6 Komplexbiischel von der besondeyn Lage,
daf} jedes Komplexgebiet 5. Stufe, das fiinf dieser Biischel schneidet,
immer auch das sechste schueidet. Dies ist ein Sonderfall des linien-
geometrischen Seitenstiickes zu dem oben erwédhnten Satz liber
die hyperboloidische Lage zweier Poltetraeder einer Fldche 2. Grades.

Faltet man Gleichung (12) mit einer Stabsumme
C=2XulE (=1 2,.,6) (16)
und beachtet, da {A®|E;} = A; ist, so erhélt man
{A®C} = L 4.

Dieser Ausdruck 148t sich auf zwei Arten schreiben. Wegen
¢; = [E; C] ist einmal
Y A; = S A [E C).
Wegen
Ek] Ei

A; :Zai:E' =)’ A;
kAl LI [
m .
148t sich die letzte Gleichung ferner schreiben
S A = 2[/1,-(2 ¢:|En] E: = 3 [4; C] E;.

?

Es bestehen mithin die ‘Gleichungen

{A®CY = S A,[E;C] = 3[4 ClE (i=1,..,6). (17
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Sie sagen aus: Wdahlt man die Gréfe A® in dev Novmalform
(12), so evhdlt man ihy Fallprodukt it einer Stabsumme C, indem
mai entweder die Faktoven A; oder dic Faktorem E; mit C dufer-
lich multipliziert (»faltet<).

Bezeichnet [ eine zweite Stabsumme, so erhdlt man fur das
Faltprodukt von A® mit dem algebraischen Produkt CD, wegen
der Assoziativitit dieser Bildung, aus Gleichung (17)

{4®.CD} = L[4, CI[E:D] = S[A D] [ECl. (=1, .,6). (18

Ist {A®.CD} = 0, so nennen wir C und D beziiglich A®
konjugiert. Diese Gleichung sagt aus, daff das Polargewinde {4® ('}
von C beziiglich A® zu D apolar (nach F. Klein involutorisch)
ist; es ist dann auch {A®D} zu C apolar. Fir C und D als
Strahlen (Nullkomplexe) sagt die Gleichung aus, dafi das Polar-
gewinde des einen Strahls durch den andern geht. Fiir X als
Strahl ist

{40, Xy = {40 C). X) =0

die Gleichung des Polargewindes von C. Die zu C beziiglich Aw
konjugierten Gewinde bilden e¢in Gebiet 5. Stufe, zu dem das
Polargewinde von C apolar ist; wir nennen dieses Gebiet das zu ('
beziiglich A® polave Gebiet. {A®C?*} = O bestimmt die zu A
gehdvige quadratische Mannigfaltigkeit jener Gewinde, die be-
ziiglich A® zu sich selbst konjugiert sind; die Achsen der Null-
gewinde (Strahlgebiische) dieser Mannigfaltigkeit geben die Strahlen
des zu A® gehorigen Komplexes. Wir sagen von den zu den
Gewinden dieser quadratischen Mannigfaltigkeit beztiglich A® polaren
Gewindegebieten, daf sie A® beriihren.

Das algebraische Produkt S, S, zweier Stabsummen 46t sich
in der Form 1/4; (S;+1S,)*—1/4:(S;—¢S,)* schreiben. Mithin 146t
sich jede Komplexgrifie A® als Vielfachensumme von hirreichend
vielen Quadraten von Stabsummen darstellen. Wegen a;S} —
= (\/ai S;)?2 kann man, #dhnlich wie fiir algebraische Punkt- und
Ebenengrofen 2. Grades, den Satz aussprechen:!

Jede Komplexgvifie 2. Grades ldpt sich als Summe von
Quadraten lincarer Komplexgriflen darstellen.

~ Dieser Satz spielt bei der Ableitung von Umformungsgesetzen
eine wichtige Rolle.

Es sei hervorgehoben, daf im allgemeinen eine Komplex-
grofle 2. Grades sich nicht als Summe von Stabquadraten darstellen
laBt (vgl. Nr. 6).

1 Allgemeiner gilt: Jede Komplexgrdfie n-ten Grades 1aft sich als Suntine
Yo n-fen Polenzen linearer Komplexgrifien darstelien.
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Fir zwei quadratische Komplexgrofien A®, B®  die in den
Formen A® = ¥ 4;E; und B® = I B;|E; gegeben gedacht sind,
folgt aus Gleichung (18) unter Verwendung des distributiven Gesetzes

{A®B®} — X [4;B;]. (19)

Verschwindet diese bilineare Invariante, so sollen A® und B® zy-
einander apolar heifien.

Nach bekannten Uberlegungen sicht man, dafi es co!® Gruppen
von je sechs Stabsummen S,,S,,..,S, gibt, die paarweise be-
ziiglich A® konjugiert sind. Wir nennen jede solche Gruppe ein
Polhexaeder von A®. Bezeichnet S’ das &dufliere Produkt der fiinf
von S; verschiedenen Grofien eines Polhexaeders S, S,,..,S;, und
zwar in solcher Reihenfolge genommen, daB [S;Sil; =[S, S,. .S,],
ist, so 148t sich S} auch als jene Stabsumme auffassen, die zu den
fanf von §; verschiedenen GroBen des Hexaeders apolar ist;
A® kann dann sicherlich in der Form

A<2) ju— E ;i p S{ Si

dargestellt werden. Nun ist wegen [S;S7] = O fiir k=i die zu S
polare Grofle 5. Stufe

A0S) = N 0 [SiSHSE =551 Y ain St (k=1,2,..,6).
s 2

k &

Da diese Grofie mit S/ identisch sein soll, miissen alle Koeffi-
zienten q;r mit Ausnahme von aq; verschwinden. Mithin hat A®,
wenn man q; statt a;; schreibt, die Form

A® = $q;S!2 (i=1,2,..,6). (20)

Umgekehrt hat jede Strahigréfie 2. Grades dieser Form S,,S,,..,S;
als Polhexaeder.

Sei nun fiir eine zweite quadratische Strahlgré68e B®
{B®S/*} =0 (i=1,2,..,6), so ist {A®B®} — 0, d. h. die beiden
GroBen sind apolar, wenn B® die 6 Gebiete 5. Stufe S/ beriiht.
Umgekehrt folgert man aus dem Bestehen der Gleichung {A®B®} =0
nach bekannter Schlufweise, da es Polhexaeder von A® gibt,
die B® umschrieben sind, sowie Polhexaeder von B®, die A%
umschrieben sind. Wir konnen mithin sagen:' Die Apolaritit
zweier Komplexgrofien zweiten Grades deckt sich mit der Tatsache,
dafy es Polhevaeder der einen Griofie gibt, deven Gebiete 5. Stufe
die andere Grifle beriihren. Fiiv wnicht singuldre Grofen in all-
gemeiner Lage gibt es ool® solche Polhexaeder.

1 Schon enthalten in dem allgemeinen Satz, den J. Rosanes, Math, Ann. 25
(1884), p. 415, mittels der spiter folgenden Gleichung (52) bewiesen hat.
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9. Einige einfache Faltprodukte von rdumlichen Grofien 2. Grades.

Zu Strahlgréfien 2. Grades gelangt man durch Vollfaitung
sweier Punkt- oder Ebenengréfien 2. Grades. Nehmen wir die
punktgrofe a® in der Normalform (1) gegeben an, so ist ihr Falt-
produkt mit dem algebraischen Produkt p g zweier Punkte gegeben

durch
2{a®.pq} = E(a;p] le:q)+E[a;q)[eip] (=1,..,4).

Wegen [a:p] = } ain[aap] (k=1,..,4) ist nun

E
Slaiplleiql = Z a;rlerp] leiq] = Z‘ [ex 7] (Z a;z 61‘) Q} —
ik ¢ ’ /
= Z lexp] [arg) = Z lei p] [a: 4],
~ -
mithin
{a®.p g} = S [a;p] [esq] = X [aiq] [ei p). 21)

Die Faltung von a® — Xa;e; mit pq geschiehi also in der
Art, daff man die ersten Faktovem mil p und die zweiten mit
g faltet, oder wmgekehrt.

Sind jetzt a® — Ta;e; und ¥® — Y b;e; zwei Punktgréfen
2. Grades in der Normalform (1), so folgt aus Gleichung (21) bei
Anwendung der Distributivitit

{a®v®} = T ([a; 0] —[ar b)) [ei ]

oder nach (9) und unter Verwendung der in R. m. I, Nr. 2, ein-
gefithrten Bezeichnung

a, a,
Byt [bl bJ Eut

a, a, a, a,
+[b2 b] E5+[b3 bJ E;. (22)

4.

@y gy
b, b,

ay a4
B+ [53 bl

a, a,

{0(2) b —
; b, b,

E2+[

Fir a® — »® folgt hieraus
;{a® a®} = [ay ag] By +[aza] Es+ . +[aga]E,.  (23)
Die dualen Gleichungen gelten fiir das Faltprodukt zweier

Ebenengrofen 2. Grades o® = Ea;e; — La;le; und PO = X g5 =
= X Bi|e;, ndmlich
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. a., o ., o. O O
{e®p@} = | 2 3| E+| 2 HIE+ 4+ |2 B, (22
B2 Bs £, Bs By] ° Bs By v )

Yy {0®0®} = [0, 0] | E, + [0y ay]| By - +[og o] B (23"

Das Faltprodukt einer quadratischen Strahlgrofie A® — X 4, E,
(¢ = 1,.., 6) mit einer quadratischen Punktgrofle c¢® — X
(t=1,.., 4) gibt eine quadratische Ebenengrofie. Wie oben zeigt
man die Gliltigkeit der mit (21) dhnlichen Gleichung?

{49 p gy = [y [Eig] = S[Aiq] [Eip) (24)
Eine einfache Rechnung ergibt dann
{A@c@Y = ([4, c,]—[4; ;] +[dg 6]) 5, +
+([Ay ey [y e5]—[4g ¢, ]) ep+([4y cu]—[A4y 6]+ [A; ¢,]) 55—
—([Ay el +[Ap ] +[4; 6,8y (25)

Ersetzt man hierin 4® durch den Ausdruck fir {a®b»®} aus
Gleichung (22), so bekommt man

a,a,a, a,a,a, a,a,a, a,aya,
{a® b® @ = |b, by b, | e, —|b, b, b, &, +|B, b, b, | 6y—|B, by by |z,
Cy €3 €4 €166 166 €1 G 6yl

.(26)

Die Koeffizienten der &; sind Ebenen, deren Darstellungen sich
(wie R. m. F, Nr. 2) ergeben, wenn man die Matrizen wie De-
terminanten entwickelt, jedoch unter Beachtung der Reihenfolge
der Zeilen und Spalten, und die Produkte als &uflere Dbetrachtet.
Die Gleichheit von Zeilen einer solchen Matrix bewirkt kein Null-
werden des Ausdrucks.

Fiir a® = b® = ¢® werden bei der Entwicklung alle sechs
Glieder jeder Matrix gleich, und Gleichung (26) geht iiber in

1, {a(‘z)a(‘z) a(z)} — 1, {a('l) 3} _

= [a,a,a,)e,—a, a;a]e,+[a, a,a)e;—|a, a, a,]e,, (27)

worin auch, nach Gleichung (3), a; = {a® ¢} gesetzt werden konnte.

Das Faltprodukt einer Ebenengréie 2. Grades mit einer Punkt-
grofle 2. Grades ergibt eine Zahl. Ist die Ebenengrofie in der
Normalform (7) gegeben, etwa 2® —= Xa,s, so besteht fiir sie
wieder die Gleichung

1 Bezeichnet X einen Strahl, so beweist man auf dhnliche Weise die Gleichung
{IDXY) =S [4i X] Ei = S[E; X i
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{0®.p g} = E[oip] [eiq] = E[oiq] [e:7), (28)
daher flir eine quadratische Punktgrofie d® — E d;¢; in der Normalform
{d.(g)d(g)} = X [O’.,’ d,] (1 g 1,. .,4—)

und, wenn man hierin o® durch {a®p®c¢®} aus Gleichung (26)
ersetzt,
a, agd,a,
{a(?) »® c(g)d('z)} = bl bz b3 b4 . (29)
€1 Cg G5 €y
dydydyd,
Der Ausdruck rechts besteht aus 24 Gliedern. Fiir a® — p® =
= c® = d® werden sie alle gleich [a, a,a,a,], und man erhilt

{a®aPa®a®) = {a®4} = 24[a, a,a,a,] =
= 24 [{a®¢,}{a®e,} {a®¢,} {a®e}]. (30)

Diese Gleichung hétte sich auch unmittelbar aus (27) durch Faltung
mit a® oder durch Faltung von (23) mit sich selbst ergeben.

Die zu (24) bis (30) dualen Gleichungen fiir Ebenengrofien
seien nicht besonders angefiihrt.

Durch Faltung der Gleichung (27) mit sich selbst erhilt man
nach leichter Umformung und unter Beachtung von (23)

{a®3.a®3) = 3/, {a@ 1} {a®2), (31)
Schreibt man Gleichung (27) in der Form
o) = oy & 40y 8y 05 S5+ 0, 8y,
so wird nach der zu (27) dualen Gleichung
Y6 {oa®%} = [0y 0y 0] &, — [0 a5 o] €y + [0 0 0] 6g— [0y 0y 0] €.

Setzt man hierin fiir die o; die entsprechenden Punktprodukte
aus (27), so erhilt man

15 {o®?) = [a,aya,0,) (a, ¢, + aye,+aze,+age,) =[a, a, a; a2 a®
oder mit Riicksicht auf (30)

{0y = 5 @aosea0. @2

Diese Beziehung fiihrt, wenn man (31) mit {a®3} faltet,
ur Gleichung
{a(-z)z. a® 3} — 3/2 {0(2)4} a®, (32/)
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Durch Faltung von (32) mit {a®?3} folgt ferner

{{a3)y = 5 fawrys (33)

Zu diesen wichtigen Gleichungen gelten natiirlich wiederum
die dualen.
Aus der Gleichung (27) folgt durch Faltung mit einem Punkt »

1/6{a@3 v}y = [a, a4 a,) [¢, v]—[a, ag a,] [, 7]+
+lay ay a,] [37]—[a, a, a4] [5, 7]

und, wenn man mit dieser Ebene (Polarebene von +) a® faltet,

e {a(z){a(z)“’ 1/}} = [a,a,a,a,] (e, 7] e, + [e,7] ey +[e37] 5+ [e,7] ) =

= —[a,a,a5a,]r

Unter Berticksichtung von (30) 148t sich diese Gleichung schliellich

schreiben
1

{4(2){(1,(‘3)31/}} = —{a®%r. (34)

Setzt man zur Abkiirzung 1/,{a®? — A®  so ist nach
Gleichung (23) und der Fufinote zu Gl. (24) fiir einen beliebigen
Strahl X

{4®X} = X [4; X] E;
und, wenn man diese Gleichung mit (23) faltet,
{40440 XY} = B[AX] Aiys = [a, 0, 0,0, X

oder wegen (30)
{a®2 {a®2X}) = 1/ {a@} X. (35)

3. Einige Umformungen zusammengesetzter Faltprodukte.

Zur Ableitung von Umformungsgesetzen zusammengesetzter
Faltprodukte empfiehlt es sich, wie bei den Groflen 2. Grades in
der Ebene (R. m. F, Nr. 3), die Darstellung der algebraischen
Groflen als Quadratensumme von Elementen (Punkten, Geraden,
Ebenen) zu benutzen.

Um z. B. eine Umformung des Ausdrucks
B = {(a X% (0x3)

zu erhalten, setzen wir a® = X4}, b® — X5}, Dann hat man, in
abgekiirzter Schreibweise,
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P = ${aiX? 5 X% = L0, X. 0, X]? = Y [a; 5, X2 X? =
= X2L{aib} X?} = {a®@ b X%} X2,
also die Gleichung
{a® X% (& X2} = {a®bO X%} X>; (36)
deren duale lautet
{0 X2} {0 x%}) = {o@pOX7) X (36')

Groflen der Form {a® &%, {B® ¢}, {y® &%} sind StrahlgréBen
9. Grades in der Ebene & Handelt es sich um Faltprodukte dieser
GroBen, jedoch bezliglich des Gebietes 3. Stufe der Ebene § so
wollen wir sie mit {{a® &} {®&}}, oder {{o® %) (3@ €2} {1 &)},
bezeichnen, also durch Anfiigen der Marke & von den auf den
Raum beziiglichen Produkten unterscheiden. Setzt man o® — X a3,
80 = B, v® = Z+7, so erhdlt man #hnlich wie vorhin

{{o@ &2 {[3@52}}_; = X o€ B2

{0 &3 (B2 €3 (), = T[m€.fé . el

und

wo die Marke § an den dufieren Produkten ebenfalls bedeutet, daf
diese sich auf die Ebene § beziehen.

Setzt man nun & = fx, %, 1,], so ist
[0 &] = [2i%5] [) 2] [ 2y ] [¥g %) [0 x,] [y 2],
und analoge Ausdriicke erhiilt man far [B;§] und [y;&]. Aus ihnen folgt
€. Bréle = ([ou 1’3] (B vy J—[ou 2y ] [Be t3]) [y %y . 2y 3]s + —
=[xy %y 5] ([0 o vy 4y ]y [0 Br - 5] 25 {00 B 45 25] %)) =

= [, 2, 7] [0 B €]
[958, Br€): = [0 B S8 ()

oder

Analog erhilt man

(048 Br&.yr Ele = [0 Prya- vy %y g [y %g . %y 2y 4y 2] =

= [ Be 1 €] [y %5 )7
oder
(208 Br & 8]y = [0 Perrr €] €2 (%)

Das Einsetzen der Ausdriicke () und (wx) in die obigen Gleichungen
gibt
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{28 o e, = o e (37)
{{a@) g-z} {p £2) o) gz}}é — {0 p@ 4@ &2} g4, (38)

Solche Gleichungen entsprechen dem »Ubertragungsprinzip« von
Clebsch in der Invariantentheorie.

Héufige Anwendung findet der

Satz 1: Folgen einander in einens forischreitenden n-faltigey
Produkt die u-ten Potenzen zweier ineinanderliegenden Elemente
(Punkt, Strall, Ebeune), so darf man diese Faktoven vevtauschen,

Betrachtet man nimlich das Faltprodukt 5 bis einschlieBlich

der im Satz erwihnten Faktoren, die etwa .4" und 4" heien mogen,
fihrt statt aller darin als Faktoren auftretenden algebraischen GréBen
Summen von n-ten Potenzen der betreffenden Elemente ein und
multipliziert aus, so erhdlt man eine Summe von #n-ten Potenzen
fortschreitender, dufierer (= kombinatorischer) Produkte von Ele-
menten. Nach Nr. 123 der Ausdehnungslehre von 1861 darf man
aber in jedem solchen Produkt die ineinanderliegenden Faktoren A
und & vertauschen. Durch entsprechende Riickverwandlungen erhilt
man die urspriingliche Form von 3, worin nur A" und 5" ver-
tauscht sind.
Es ist demnach

{a® 28 = {a® &} x* fur v und § inzident,

{a@X? £} = {a® &% X? fir X und ¢ inzident.

Eine algebraische Grofie 9® (Punkt-, Strahl- oder Ebenen-
grofie) heie mit einem Element (d. h. einer einfachen Grofle
1. Grades) A® inzident, wenn 9V als Summe der n-ten Potenzen
von Elementen darstellbar ist, die alle mit ® inzident sind; dann
ergibt sich aus Satz 1 leicht der allgemeinere

Satz 2: Sind in einem n-faltigen forvischreitenden Produki

eine algebraische Griffe n-ten Grades und die n-te Potenz eines
mit dieser Griofe inzidenten Elementes benachbarte Faktoren, $0
davf man sie vertauschen.
Denn ersetzt man in dem Produkt die Grofe A durch die
Summe der 7-ten Potenzen der mit A® inzidenten Elemente und
multipliziert aus, so erhidlt man Produkte der in Satz 1 erwéhnten
Art, worin dann A®” mit dem benachbarten Summanden von A%
vertauscht werden darf.

Liegt z. B. die Strahigrofie B® in §, so ist

{a® B &) = {a® £2) BO),
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Zu den in R. m. F, p. 472, abgeleiteten Gleichungen (19)
und (18) gibt es im Raum Seitenstlicke, und sie werden auf gleiche
Weise gefunden.

Setzt man ndmlich a® = Yaf 1@ = X} @ = S+} so ist

{a® o2} = Ela; byl = E(arv) be— el a)® =
=X [C’l,"{[?l2 b;zv,—l—.\.‘. fbk “{]]2 (I}T)—Z pX [di “(1] [Z)L ’,’1] a; by =
= X{airy Ui+ 2 bt} ai—2 E{ai ) {0t )
Wwird, wie a. a. O, p. 470, Gleichung (12), das teilfaltige Produkt
S{aiuy ey, mit {(@®bP)7@}  bezeichnet, so lautet diese
Gieichung
{g(?) @ -[('1)} — {d(’-’) »{('2)} b 4 {b('ﬁ) 7(‘?»)} a® .9 {(g(‘z) b(2)) .((9) } (39)
Man zeigt, wie a.a. O, p. 471, daB {(@® @)™} die gemischte
polare Fldche 2. Klasse von %@ beziiglich a® und 5® darstellt,
d. h. den Ort aller Ebenen, deren Pole beziiglich a® und 5® hin-

sichtlich ¢® konjugiert sind. Insbesondre stellt {(a®a®)y®} die
polare Fliche von 1@ beziiglich a® dar. Es ist ferner auch hier

{(@® p®@) @ 3O} = {(a® b@) 5O, 7O}, (40)

daher {(a®bp®)® ¢} — 0 die Gleichung der gemischten polaren
Fliche von ¢® beziiglich a® und 5®.

Fiiy ein forischreitendes n-faltiges Produkt von Grifiein n-ten
Grades gelten dieselben assoziativen Beziehumgen wie fiir das ent-
sprechende  forischreitende duflere Produkt der entsprechenden
Gréfen 1. Grades, was man auf dieselbe Art wie die Sitze 1
und 2 beweist. Daher ist z. B.

{4(2) b® 4@ 6(‘2>} — {a(‘l) @ 4@ 6(‘2)}_ (41)
Wegen dieser Beziehung folgt aus (39) durch Faltung mit 3®
{a® b @ 3@} =
= {a® 1@} {pO 3O} 4 {a 3O} {HO 1O} —2 {(a® b)) y@ FOY.  (42)
Aus dieser Gleichung und der dualen fiir {{®3® a® p®} schlieft
e {(4(2) @) 4@ 5(2)} — {(‘((2) 3@) a(‘l).b@)}. (43)
Fiir g — p® und 7@ = 3@ geht (42) iiber in
1, {4(2)2_ 1® 2} — {a(‘l) 7(2)}2_ {(a(Z) a®) @ 2}. (44)
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Wie Gleichung (39) beweist man die beiden folgendep
Gleichungen
{a(‘l) @ @ 5(2)} — {d(‘-’) 5(2)} {b(2) 5(2)}_;_{(7(‘—’) 6(2)} {5(2) 4(2)}4_
+{c® 3@ {a® pOY—2 {(a® b®) 3O). cOY—2 {(BD @) 5O), g
—2{(c®a®)30. p®), (45)
{a® p® c® 1O} o) = {a® @) {HO @) O} -
+{d® @) {a® p® cCN—2 {(a® b@) 0@, @) GO}
—2{(c® dD) @), a® b)Y, (46)

in denen eine Fille besondrer Beziechungen steckt. In ihnen kann
jede der polaren Bildungen, wie z. B. —2{(@®b®)3®} nach
Gleichung (39) durch {a® p® 3@} —{a® §@} b —{b® 8@} a® ersetzt
werden. Durch solche Ersetzungen geht (45), bei Weglassung der
Gradanzeige, Uber in

{abe.3y = {abdcy+{bcday+{cadbj—
—{a o} {bcy—{b 8} {ca}—{cd} {ab}. (45
Flir a® = p»™® = ¢® z. B. geht (45) lber in
{a®? 30 = 3{a® 3O} {a® 6 {(a®a®)30 a®) (47
und fir a® = p® = ¢ = 4 die Gleichung (46) iiber in
{a®%) ¢ = 4 {a® @) {aON 12 {(a a®) 5O a@%.  (48)

Wiéhlt man in (48) o® = ¢? wo 9 eine Ebene bezeichnet, so
erhédlt man wegen {(a(’)a(")) w-} = {a® ¢}?

{095} g2 = 4 {aD%) {a®?)—12 {22 {a®q}2}
12 {a®*{a®e}?) = 4{a® ¢%} {a®%}—{a®@ 1} ¢*. (49)

Fir {a®o®} — 0, also fiir eine Tangentialebene v von a® folgt
insbesondre

oder

12 {a®2 {aWg}?) = —{aD% ¢*. (50)
Die Faltung von (49) mit der Punktgrofie b® gibt
12{a<>> b {a® g} } = 4{a@3 0@} {a® 03— {a® 4} {H® o2}, (5))
Die dazu duale Gleichung fiir einen Punkt v lautet

12 {o®)? B {u® )2} = 4 {a®3 B} {a® 2% —{o@ 1) (@ 2%}, (5]
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geitenstlicke zu den vorhergehenden Gleichungen gibt es natiirlich
in Gebieten beliebiger Stufenzahl. Fiir ein Gebiet #-ter Stufe lautet
;. B. das Seitenstlick zur letzten Gleichung?

y(r—1) {g,(z) —16@ {a® 1,}2} = 7 {a®@ 1O} (0@ ¥2p—{o® {3 22},
.(52)
worin ® und B® (r—1)-stufige GréSen 2. Grades bedeuten.

Bezeichnet D® —= X D;, wo die D; Stabsummen bedeuten,
eine beliebige Strahlgrofie 2. Grades, so gelangt man auf demselben
Weg, der zu Gleichung (39) fiihrte, zur Gleichung

(a5 c® DAY = {50 c® DO} a® + £ a® DO} O
+{a® b0 DAY c@ 2 {(b® c@).a® DO} —2 {(c® a®).p® DO}
—2{(a®b®).c DY, (53)
Fir 0% = ¢® = g® geht sie liber in
{a®3 DOy = 3{a@2D®} g®>—6 {(a® a®).a® DY, (54)

Aus (53) lassen sich die polaren Bildungen wegschaffen. Nach
Gleichung (39) ist ndmlich, bei Weglassung der Gradanzeige,

{ab.cDy ={acD}yb+{bcDya—2{(ab).c D},
{bc.aDy = {paDyc+{caDyb—2{(bc).aD},
{ca.bD}y = {cvDya+{abD}yc—2{(ca).bD}.

Subtrahiert man von der Summe dieser drei Gleichungen die
Gleichung (53), so folgt nach Beifigung der Gradanzeige

{(;(2) b @ D<2>}+{b<2> c®. a® D (2)}+
+{c® a® b DEY—{a® p® @, DO} = {b® @ DA} a® 4
+{c(2) a® D(z)} b®@ + {a® p@® D<2>} c®, (55

Setzt man D® — {d® ¢®}, so gibt diese Gleichung eine Bezichung
wischen Faltprodukten von fiinf Punkigvifen 2. Grades.

Fir 2@ = ¢® — a® erhidlt man daraus

3 {a(z) 2, a® D(’Z)}—{a(‘z):‘} . D(g)} — 3 {4(2)2 D(2)} a® (56)
und fiir ¢® = g®, DO = {a®@?}
2 {a(g) b2 a® 3} — 2 {a(g) 3 b(Z)} a® 4 {([(2) 4} ), (57)
¥

1J. Rosanes, Math. Ann. 23 (1884), p. 414. Fiir das terndre Gebiet hat
Sie zuerst M. Pasch angegeben. (Vgl. ebendort Fufinote.)
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Bedeuten p, g, r, s Punkte, so ergeben sich auf dieselbe Weise
wie in R. m. F,, p. 472, die Gleichung (20) hier die Gleichungep

2 BO) T [0 Y 8O N — [P £ N — |PPPF 10 g
Rl = 1) ol e oo = [N E08)
.. .(58)

{2@p}. {a® v}
{1 [pgrly = [{BPp}. {BOr}, (59)

{@p) . @y

ga(‘” py. . {o® si
@ P\, 16O
[OBO @3N [pgrs] = Py AB0s

.......... )
{8®@py  {3®s)
Fir a® —= B® — 4@ — 3® gehen sie uber in
{o@2[p ql} = 2[{e®@p} {o®g}], 6y
{a®3[pgr]} = 6[{a®@p} {o® g} {a®@ 7}), (62)
O [pgrs] = 24 ({500} a0 g} @7} OS] (6

Setzt man fiir p, ¢, 7, s die urspriinglichen Einheiten, so folgt leicht
aus (58) die Gleichung (22'), aus (59) die duale Gleichung zu (26);
(60) ist dann dual zu (29) und (63) dual zu (30).

Gleichung (61) sagt aus, daff {a®2[pq]} die Polare des
Strahls [p q] beziiglich o® davstellt.

Es soll jetzt noch fir den Ausdruck {a® b® c®J@}¢ wo ¢
eine Ebene bedeutet, eine wertvolle Umformung abgeleitet werden
Setzt man wieder a® = Xa}, @ = Xb}..,d® = E4g}, dann is

{ﬂ(z) b® ) d(g)} E=2 {d? bi% 612 d?n} §=2 [a'i brc dm]2 .
Multipliziert man die Identitat
(@i brc1dm) & = [@; 8] [brC1 Bu) —[01 €] [@i €1 ] +
+[CZ &] [a'i bk dm]_[dm ‘S] [ai bk Cl]
mit [a; by ¢; d,,], so ldfit sie sich schreiben
[aibrerdn)?é = {{a} & [bucr du)?p-+{{BL & [ai 0, du]*}+

+{{c‘lz é} [a'i bk dm]?}"‘{{dﬁt &} [a’i Z7k 51]2} — {a'zz & bl?l C? dfn}"‘
+{bit.al ¢} diy+{cP&.af b} dpy +{d5, & a} i cl)

Da diese vier Ausdriicke in den GroBen a}, b, c}, d2, linear sind
so folgt
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{uﬂ) J 6% c(-z)d(‘.»}g = {a(z)g B @ dOY 4 {pOE | a® @ AN+
+{c®¢.a® @ d(2>}+{d(~z) £.a®p® cOY,
was sich auch schreiben 1483t
,{d(w b ¢ d@}g = {a® b c? 4O g}+{b(2) c® 4@ g £+
_|_{(~('2) d® a® p©® g}.,.{d(?) a® pe . @ g}_ (64)

Aus dieser Gleichung ergeben sich eine Menge besondrer Gleichungen.
Fiir a® — »® = ¢® = 4@ z. B. erhilt man

——{a®4 & = 4{a®? a® ¢}, (65)

welche Gleichung sich auch aus der zu (34) dualen {a.('l) {a®3 e‘;}} =
= —1/, {o®4} & folgern 146t, indem man o® = {a®3} setzt und die
Gleichungen (32) und (33) beachtet.

Ersetzt man in (64) ¢® und d® durch 5®, so erhdlt man

—{a®@ b E = {pO3. a® £} 43 {a® b2 pO &) (66)
und durch Faltung dieser Gleichung mit {#® ¢}, wegen
£.0@8 = —{p@ £} und der Gleichung (65),
{a(i’) »® a} {b(-z) 52} — %.{b(z) 4} {a(z)&a}_l_g {a(‘-’) @2 {b(z)g}z} (67)
Ersetzt man endlich in (64) ¢® durch a® und d® durch »®,
so gelangt man zur Gleichung
— 1/, {a®2p@2} ¢ = {[a@2p@. b £y 4+-{a® bO2 o E}.  (68)

Ganz #hnlich wie Gleichung (64) ergeben sich ihre beiden
Seitenstiicke

(a9 (@ g} X = {a® b X . c® d@}4-{b® O X . a® d®) 4
H{c® ) X . 5O 4O} 4+ {c® dD X . a® bOy4-{a® dO X . b O} 4
H{bO dOX . ca®y, (89)

{d(?) b® () d(2)} P — {a,(?) »® @ 4. d (2)} +{b(2) DA x. a (2)}+
(e 0O a® 5 OV {d® 4@ O 1Oy, (70)

Aus der Form von (69) erkennt man, dafi sie auch giiltig bleibt,
wenn X durch eine Stabsumme S ersetzt wird. Von Sonderfillen
dieser Gleichungen erwihnen wir

{2 X = 6{a®2X.a02) (71)

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. Kl., Abt. IIa, 133, Bd. 18
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{a®@2.p02% X — {a®2X . b2 + {02 X.a®?} + 4 {a® b X . a® bo)
(72)
{a®@ By = 4 {a®3x.a®}, (73)

Die Faltung von (72) mit X ergibt, weil die linke Seite Null wirq
und Faltprodukte linearer Grofen duflere Produkte sind,

{a@2: X} {p@2 X} = —2[{a® b X} {a® p® X}). (724

4. Geometrische Bedeutung einiger Faltprodukte.

Das Produkt {a® X?} stellt, wenn es von Null verschieden ist,
eine Ebenengrofie 2. Grades im Biischel (X), also ein Ebenenpaar
dar. {a®X22? — O ist die Gleichung dieses Ebenenpaars. Da man
sie auch {a® [X #]?) = O schreiben kann, so ist [X#] eine Tangential-
ebene an a®. Daher: {a®X? stellt das aus X an die Fliche
2. Klasse a® legbare Tangentialebenenpaar dav. Dual: {o® X?
stellt das Schuittpunkiepaar von X mit der Fliche 2.0vdnung o® dar.,

Wird {a®X?} — 0, so gilt fir jeden Punkt p des Raums
{a®X2p?} — {a®@ [X p]?} = 0. Jede Ebene [Xp] durch X ist also
Tangentialebene von a®, daher X eine Erzeugende der Fliche,
Umgekehrt folgt fiir X als Erzeugende, d. h. fiir jede Ebene [Xp]
als Tangentialebene, {a®X? — 0. Hat a® den Rang 3, d. h. ist
sie eine Punktgrofe in einer Ebene, so wird {a®X?} dann und
nur dann Null, wenn X Tangente der Kurve ist. Hat endlich a®
den Rang 2 oder 1, d. h. ist sie ein Punktepaar oder ein Doppel-
punkt, so verschwindet {a®X?} dann und nur dann, wenn X
durch einen der Punkte geht.

Wird {e®X?} — 0, so gilt, vollig dual wie oben, fiir jede
Ebene = des Raums {a® X222} = {0® [X 7]?} = 0. Jeder Punkt [X7]
auf X gehort daher der Fliche a® an, X ist also eine Erzeugende
der Fldche. Mithin gilt! der

Satz 3: {a®X? = 0 ist die notwendige und hinveichende
Bedingung fiir eine Erzeugende X dev Fliche a®, beziehungsmweist
Tangente der Kurve a® oder einen Strahl duvch einen Punkt des
Punktepaars oder Doppelpunktes a®. {o®X?} — 0 ist die not-
wendige und hinveichende Bedingung fiir eine Erzeugende X der
Fliche o®, beziehungsweise des Kegels o oder eimen Strahl i
einer der Ebenen des Ebenenpaars oder der Doppelebene of.

Auf dhnliche Weise zeigt man:

1 Man zeigt auf gleiche Weise, dal {aU»X"} = 0, bezichungsweise
{a X" = 0 die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, daf X der
Fliche a@), beziehungsweise oU? angehért. {a®™ X"} = 0, beziehungsweist
{aMXN="Y — 0 sagen aus, daB X eine (r—1)-fache Gerade der Flichen ist.
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Satz 4: {a®. P Q) =0 oder {a®. P Q) = 0 ist die notwendige
und Mimveichende Bedingung fiiv zwei reziproke Polaven P, Q
von a®, beziehungsweise o, wenn a® und o den Rang 4 haben.

Denn aus {a®.PQ.x?} = {a®.[P+][0x]} — O fir jeden
Punkt # des Raums folgt, dafi alle Ebenenpaare durch P und Q
peziiglich a® konjugiert sein missen. Analoges gilt fir den
dualen Fall.

Fiir einen festen Punkt » ist {a® x?} eine Strahlgréfie 2. Grades
im Biindel (x); sie bestimmt also, wenn & eine Ebene dieses Biindels
bezeichnet, durch die Gleichung {a® x*£%} — O einen Kegel 2. Klasse
in (¥). Nun darf man in diesem Produkt die ineinanderliegenden
Elemente #, § nach Satz 1 vertauschen. Daher ist {a®x2£2} —
= {a®&}x*> und, wegen 1?70, die Gleichung des Kegels
{a® €%} = 0. Da mithin die Tangentialebenen & des Kegels {a® x2}
sugleich Tangentialebenen von a® sind, so folgt:

{a®@ x?} stellt den Tangentialkegel der Fliche a® aus dem
Punkte x dar,

und dual:
{0® &%} stellt die Schuittkurve der Fldche o) mit der Ebene & dar.

Die Gleichung {a®x?X?*} — O sagt aus: X st Tangente des
Kegels {a®x?}. Denn wegen {a®12X?} — {a® [xX]?} = 0 ist [xX]
Tangentenebene des Kegels. Die duale Gleichung {a® X2} — 0
sagt aus: X schueidet die Kurve {a® &}.

Bezeichnet A® eine StrahlgroBe 2. Grades, so ist {A®£2}
eine Punktgrofie 2. Grades, der in der Ebene & eine Kurve 2. Klasse
zugehort. Setzt man X == [4], so bestimmt die Gleichung
{d0x?y — {A@[E0]7} = {A®E. 4%} = O die in & befindlichen
Strahlen X des Komplexes A®, ferner jene Ebenen 7, die die
in § liegende Komplexkurve beriihren. Daher: {A®£2} stellt die
Komplexkurve in & und (dual) {A® x?} den Komplexkegel in x dar

Nach (36) besteht die Beziehung
{a@ X2} (o0 X7} = {a® b0 X} X

Das Produkt linker Hand, als Faltprodukt zweier Ebenenpaare
desselben Biischels, wird dann und nur dann Null, wenn die
Ebenenpaare einander harmonisch trennen. Wegen X =0 ist also
{a® b® X?} — 0 die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir.
Diese Gleichung bestimmt also den Komplex aller Strahlen X, aus
denen sich an a® und 5® harmonische Tangentialebenenpaare
legen lassen; er heifit! der harmomnische Komplex der Flichen a®
und 5®, Wir kénnen auch sagen:

. 1 Vgl. Enz. math. Wissensch.,, III C8 (C. Zindler), Nr. 38, wo auch dic
Wichtigsten Eigenschaften dieses Komplexes und die auf ihn beziigliche Literatur
ingegehen sind.
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Das Faltprodukt {a® b®} bestinumt den harimonischen Komple,
von a® und b

Aus {a®p@ X2} — {a@ X2 pO} = {a®. b X?} folgt im Hip.
blick auf Satz 3, da die Erzeugenden von a4® und 5® dep
harmonischen Komplex {a® »®} angehéren.

Fir a® = p® folgt hieraus, daf {a®a®} den Tangentep.
komplex von a® bestimmt; oder:

A® = {a® a®@} — {a®?} stellt die Fldiche a® als Strahlgrife,
{A® x2} daher den Beriihrungskegel aus x oder, wenn x der Flich,
angehort, das Quadrat der Tamgentialebene dav.

Die duale Betrachtung ergibt:

{o@ RO} bestimmt den harmonischen Komplex von @ und pe),
bestehend aus allen Strahlen, auf denen die beiden Fldchen har-
monische Punktepaare ausschmeiden. {0 a®} stellt die Fliche o®
als Strahlgrofie dar.

In einer gemeinsamen Tangentialebene an a® und 5® wihle
man eine durch deren Beriihrungspunkt etwa mit a® gehend:
Gerade X; dann stellt {a®X?} das Quadrat der Tangentialebene
dar. Es ist mithin {s®.a®X?} = {b® a® X2} = {a® s X2} — )
d. h. X gehért dem Komplex {a®b®} an. Daher: Der Kompler
{a®b@) enthilt die Tangenten, die man in den Punkten der
Beriihrungskurven von a® und b® mit der gemeinsam wmschricbenen
Torse an diese legen kaun. Diese co? Tangenten erfiillen zwei (4,4
Kongruenzen, demen auch die Evzeugendem von a® wund b® ange-
horen. Dieser Satz bildet das rdumliche Seitenstlick zu dem Satz
in der Ebene (R. m. F,, Nr. 4), da§ die harmonische Kurve zweier
Kurven 2. Klasse durch deren acht Beriihrungspunkte mit den vier
gemeinsamen Tangenten geht.

Setzt man 5@ = 24+ 524+ £24+u2 so sind 7, s, £, 1 die Ecken
eines Poltetraeders von &®, und man hat {a® 5@} = {a® s+
+{a® s} +{a® 12} +-{a®u?}. Die Ausdriicke rechts stellen die aus
den Ecken des Poltetraeders an a® gelegten Tangentenkegel dar
Ist der Strahl X eine der gemeinsamen Tangenten dieser vier
Kegel, so verschwinden die Faltprodukte der GréBen rechts mit X~
also mufi auch {a®b®X?} — 0 sein. Man hat daher den Satz.

Legt man aus den Ecken eines Polietvaeders einer dev beidei
Fldchen a®, b® die Tangentenkegel an die andre Fldche, so gehor!
jede gemeinsame Tangente dieser Kegel dem harmonischen Kompler
{a®@ b} an.

Von den méglichen Sonderfillen (vgl. Enz. math. Wiss,, a. a. 0.
sollen bloB zwei kurz erwdhnt werden.
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Es sei {p®*} = 0, {#®3} 40, d. h. b® bestimme eine Kurve
Klasse. Setzt man b® = 2452472 so sind 7, s, ¢ die Ecken
cines Poldreiecks von &®, und man erhilt {a®p®} — {a® 2} +
+{a?s%+{a®@ %} Da jeder Strahl, der die drei rechtsstehenden
Kegel berlihrt, auch dem Komplex {a® b} angehort, so folgt:
Der harmonische Komplex einer Fliche a® und einer Kurve b®
pesteht aus den oo® Regelfldchen, die sich ergeben, wenn man
ans den Ecken eines Poldreiecks von b® die Tangentialkegel an a®
legt und deven gemeinsame Tangenten anfsucht.

Es sei ferner {&®3} = 0, {p™2} 30, d. h. b® ein Punktepaar p g,
so folgt ganz dhnlich wie vorher: Der harmonische Komplex einer
Fliche a® wund eines Pumktepaars pq besteht aus dem oo® Strahl-
tongruenzen, die sich evgeben, weni man aws je cweien zu pq
harmonischen Pumkten an a® die Tangentialkegel legt und deren
gemetisame Tangenten aufsucht.

Diese Sitze sind die in R. m. F, p. 475, angekiindigten
Seitenstlicke zu einem Satz iiber Kegelschnitte.

a® und b® lassen sich aus zwei sie harmonisch trennenden
Flichen ¢®, d® ihrer Schar in der Form

a® — ¢ @ 4 5 d®
B — ¢ @9 d®

ableiten, woraus {a®b®} = {c®?}—p*{a®?} folgt. Diese Gleichung
spricht den bekannten Satz! von C. Segre und G. Loria aus:
Der harmonische Komplex {a®b®} enthalt die ool Kongruenzen
der gemeinsamen Tangeuten von je zwei a® und b® harmonisch
trennenden Fldchen ihver Schar.

Umgekehrt ist jeder in dem Biischel ¢2{c®?2}—2{d®?2} enthaltene
Strahlkomplex harmonischer Komplex von zwei Flichen 2. Klasse,
die in der Schar [¢® d®]; diese beiden Flichen harmonisch trennen.
Daraus folgt schon, dafi die sdmtlichen Strahlgréfien {a®?} oder
%2 kein lineares Gebiet bilden, sondern erst in dem Gebiete
20. Stufe der zu Q® apolaren Komplexe (siehe Nr. 6) enthalten sind.

Setzen wir

— /—2,

T L@ — @ e {d@3 — )
\/3{c<2>~1} {69 = ¢ und \fggary 109% = 49,
1 Enzykl., a. a. O., Anm. 1092. — DBestehen fiir gerades # zwischen aU?,

WD, g gt analoge Gleichungen wie oben, so wird auch

{ﬂ(n) b(n)} = 2 {c(”) 2}_52 {d(n)Z}.

Der Komplex {a™ b X} = 0 besteht aus allen Strahlen, fiir die die Tangential-
thenengruppe an 4™ apolar ist zur Tangentialebenengruppe an »™. Fiir diesen
Verallgemeinerten harmonischen Komplex gilt also ein dem obigen #hnlicher Satz,
Mr stellen nicht {¢™2} und {d»2} Tangentenkomplexe von Flichen dar.
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so ist nach Gleichung (31) {c®2} = {¢®?} und {d®2} — {¢@2
mithin
a0} = (0% (407 = {(£50 +D§) (7 —b o))
oder, wenn diese Faktoren mit {®, 8® bezeichnet werden,
{a® b@Yy = {O3O),

Jedes Faltprodukt zweier Punkigrifen 2. Grades ist also stets
auch Faltprodukt zweier Ebenengriffen 2. Grades. Der harmonische
Komplex zweier Fldachen 2. Klasse ist also, wie bekannt, aucp
harmonischer Komplex zweier Fliachen 2. Ordnung.

Wie in R. m. F, Nr. 4, untersuchen wir auch hier, wanp
{a®b®} — 0 wird. Diese Gleichung ist dann und nur dann erfiill,
wenn in Gleichung (22) alle Koeffizienten der E;, also alle Aus-
driicke [a;by]—[axb;] = 0 (i, k= 1,..,4) sind. Das Verschwinden
dieses Ausdrucks sagt aus, dafl apb, mit a;b; auf einer Geradep
liegt, das Verschwinden aller Ausdriicke, daf8 alle Punktepaare auf
derselben Geraden liegen. Dann aber stellen a®, b® Punktepaare
dieser Geraden dar (vgl. R. m. F, Nr. 1). Ihr Faltprodukt ver-
schwindet dann und nur dann, wenn sie harmonisch liegen. Es
gilt also auch fiir den Raum der!?

Satz 5: Das Produkt {a® b®} verschwindet dann und nur
dann, wenn a® und b® harmonische Punkiepaare einer Geraden
sind, worunter auch die Sonderfille verstanden sein sollen, daf
eines der Paarve oder beide Doppelpunkte werden.

Fiir eine nichtsingulire Grofie a® kann es dann auch keine
zwei inkongruenten Grofien 5® und 0P geben, fiir die {a®p®@} =
= 0{a®@ b}, d. h. {a® (HO—0bP)} = 0 wird. Denn sonst mifte
es eine von Null verschiedene Punktgréfie 2. Grades geben, die
mit a® ein verschwindendes Faltprodukt liefert, entgegen dem
eben bewiesenen Satz d.

Hingegen kann {a® b®} = {a®’b®’'} sein. Nach obigem 4Bt
sich ndmlich auf oo! Arten {a®@2®} = a?{f}—a2{f3 und
{a®@"p®" — a2{ fi}—ai{f2} setzen, wo die f; quadratische Punkt-
grofen bedeuten. Aus {a® bp®} = {a®'b®"} folgt also a2 {f2}—

1 Der gleichlautende Satz 4 in R. F., p. 475, hitte sich ebenfalls aul

diesc einfachere Art beweisen lassen.
Die zugehorigen Flichen miissen derselben Regelfliche eingeschriebea
sein. Zwischen drei Grofen {f?} kann eine Zahlbeziehung nur bestehen, wenn dic

zugehdrigen Fldchen derselben Torse eingeschrieben sind, d. h. fiir f3 = my fi—+m, /-

Hieraus folgt aber
{73 = mi {+mg {F5-+2 mymy {f1 2}
Die Zahlbeziehung zwischen den {f%} ist daher nur fiir {f; fo} = O mdglich, d.b.

zufolge Satz 5, wenn fy, f; harmonische Punktepaare darstellen. Dann sind die drei
Groflen {f?} Vielfache desselben Strahlquadrates.
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a2 {f2 = a3 {f2-—a3{f}}, und auch die Umkehrung ist richtig.
Nun gibt es immer GréSlen f;, fy, f3, f;, zwischen deren Falt-
quadraten eine Zahlbeziehung besteht.? Mithin gibt es zu {a® bp®)}
gleiche GroBen {a®’b®'}, und zwar oo!, wie ndhere Untersuchungen
seigten (Enzykl, a. a. O.).

Dual zur Gleichung (37) besteht die Gleichung
{{a,(‘z) ,1;‘3} {b(‘l) ,1:2} {(;(2) 12}}1 = {cl('z) b® @) :L""‘} i (74)

Ihre linke Seite verschwindet dann und nur dann, wenn die
drei aus ¥ an a®,; pO  c® gelegten Tangentialkegel ein apolares
Tripel bilden (dualer Fall zu R. m. F, Nr. 6), daf ndmlich der
harmonische Kegel zu zweien unter ihnen zum dritten apolar ist.
Wegen x'==0 verschwindet die linke Seite dann und nur dann,
wenn {a® b® ¢® x?} — O ist. Man erhélt demnach den

Satz 6: Die durch {a®b® c®} bestimmte Fliche 2. Ordnung
ist dev Ort jemer Pumkte, aus denen an die drei Flichen a®, b®, ¢®
Beriihrungskegel legbar sind, die ein apolaves Tripel bilden.

Wir nennen diese Fliche die harmonische Fldche 2. Ordnung
von a®, b@, @,

Fiir ¢® = 5® hat man den

Satz 6 a: Die durch {a®b®?} bestimmnte Fliche ist der Ort
aller Punkte, fiir die der Beriihrungskegel an {b®?%}, als Fliche
2. Orduwung, zum Beriihrungskegel 2. Klasse an a® apolar ist.

Die Gleichung {a®b®2x2} — O dieser Fldche ist erfiillt fiir
die Punkte der Beriithrungskurve von 5® mit der a® und »® um-
schriebenen Torse, da {#®?x?} das Quadrat der Tangentialebenen
in diesen Punkten darstellt. Die Fliche {a® b®?} geht also durch
diese Beriihrungskurve 4. Ordnung hindurch und schneidet a® nach
einer Kurve 4. Ordnung, in deren Punkten die Erzeugenden von a®
beziiglich des Beriihrungskegels an b® konjugiert sind.

Die durch {a® a®a®} — {a®?} bestimmte Fliche 2. Ordnung
hat die Gleichung {a®?% 4% — 0. Da nach Gleichung (74)
{{a(?) x‘l}?’}x = {a®3x?p 1t ist, so ist sie der Ort der Punkte x, deren
Beriihrungskegel an a® in Geradenpaare ausarten, die dann der
Fliche angehéren. Mithin stellt {a®3} die Fliche a® als Punktort,
mnd {a® x?}  fiir eimen Fldchenpunkt x das Erzeugendempaar
Murch v dar.

Die aus einem Punkte ¥ von {a®b®2} den Flichen {b®?}
und 2@ umschriebenen Kegel sind apolar. Daher gibt es oo! Pol-
dreiflache des ersten Kegels, die dem zweiten, also auch a® um-
Schrieben sind. Bezeichnet & die Polarebene von x beziiglich »®,
st also x = {p@ &}, so bildet jedes solche Poldreiflach des Kegels
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{6®2x% mit & ein Poltetraeder von b Fir {a® ™%} = 0 folgt,
wegen {a(?>b(?)2{b(2) &}2} — 0, aus der Gleichung (51) {a®&%} =
d. h. daf & Tangentialebene von a® sein muf. Wahlt man um.
gekehrt & als Tangentialebene von a®, so gehort flir {a® p®3}.—q
{6®&} der Fliche {a®p®2} an. Dies gibt den bekannten Satz:

Ist {p®3%) zu a® apolar, so gehort jede Tangentialebene
vonr a® zu ool Poltetraedern von D@, die a® wmnschvieben sind.
Die Ecken aller solchen Tetraeder erfiillen die Fldache {a® b®)2),

Nach der zu (39) dualen Gleichung hat man
{a®3.a®3 b} = 2 £{a3 pOY Lo} 2 {(a®)3 4@3) pO},

worin das letzte Glied die zu b® beztiglich {a®3} (oder a®) polare
Flache 2. Ordnung darstellt. Da nach (31) {a®? a®3} —
= %/, {a®4}{a®?} ist, so 148t sich obige Gleichung schreiben

/s {a,('l) 4} {a(‘l) 2 b(2)} f— {4(2)3 b(’2>} {g(?) 3}_{(4(2)3 a®3) b(‘z)}. (75)

Sie zeigt einmal, daf die Fliche {a®*b®} mit {a®?2} und
(a®P3a®3) p®}  einem Biischel angehort, ferner aber, daff fiir
a®3p®}y — 0 die Flachen {a®2b®} und {(a®? a®3) b®} identisch
sind, enthdlt also den

Satz 7: Ist {a®3} zu b® apolar, so ist die harmonische
Fliche {a®?b®} die polave Fliche von b® beziiglich {a®?3}.

Die Faltung von Gleichung (75) mit b® gibt

3/, {a@N {a®@2 b0y — {a@ pOY_{(a®3 a3 pOpOY.  (76)

Bezeichnet A® irgendeine Strahlgrofie 2. Grades und 5® eine
Punktgrofie 2. Grades, so ist {A®b®} eine Ebenengrofie 2. Grades,
deren zugehtrige Fliche 2. Ordnung die Gleichung {A®5® 1?2} =0
hat. Sie ist, wegen {A® x2. b® 12}, — {A® b® 22} x*, gleichbedeutend
mit {A®x2. b® 42}, — 0 und gibt, zusammen mit dem dualen Fall, den

Satz 8: {A® c®} bestimmt jene Fliche 2. Ordnung, in deven
Punkten der Komplexkegel 2. Ordmumng von A® zum Beriihrungs-
kegel 2. Klasse an c¢® apolar ist. {A® O} bestimmt jene Fliche
2. Klasse, in deven Ebenen die Komplexkurve 2. Klasse von A®
Schuittkurve 2. Orvdnung mit 4@ apolar ist.

Wir wollen {A® ¢®} und {A®1®} die harmonischen Flachen
von A® und ¢®, beziehungsweise A® und 7® nennen.

Angenommen, die Faltung von A® mit Punkt- oder Ebenen-
grofen gibe nie Null! Dann bestimmt A® vermoge der Gleichung

1 {A® p™Y — ( wiirde aussagen, dafi alle Komplexkegel des Raums zu b®
apolar sind, und {A® 3@} = 0, daB alle Komplexkurven zu @® apolar sind.
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(3(‘2) — {A(‘Z) b(‘2)} (77)

cine lineare Transformation zwischen den Punkt- und Ebenengrofien
9. Grades des Raums. Die Gleichung

{420 = 0 (77)

definiert ferner eine quadratische Mannigfaltigkeit 2 von oo®
Flachen 2. Klasse, die als Strahlgrdfien zu A® apolar sind (Nr. d).
Die zu b® beziiglich dieser M2 konjugierten PunktgroBen 2. Grades
pilden ein lineares Gebiet 9. Stufe, zu dem (® = {4A®p®}
apolar ist.t

Fir A® = {a®p®} folgt aus Satz 8, daf in jedem Punkt
der harmonischen Flidche {a® p®c¢®} der Komplexkegel des har-
monischen Komplexes zweier der drei Flachen zum Beriihrungs-
kegel an die dritte Fldche apolar ist. Gehoren a®, b®  ¢® einer
linearen Schar an, so geht {a®p®¢®} durch die Schnittkurve
von {a®20p®} und {a®b®?, Denn wegen ¢® = aa®+5b® ist

{a® b c@y = q£a®? b} 41 {a® b2,

Wegen der Symmetrie geht diese Fldche dann auch durch die
Schnittkurven der Paare {p®2¢®}, {p®c®2} und {c®2 a®}, {c@ a®?}

Wir betrachten noch den interessanten Fall, da A4® das
Quadrat einer linearen Komplexgrofie S sei. {S?a?} — [Sx]? stellt
dann® das Quadrat der Nullebene von x bezliglich des Gewindes S
dar, und {S20® 2%} = {S?42b®} — {[Sx]2b®} = O sagt aus, daf
die Ebene [Sx] die Fldche »® beriihrt. {S?#®} bestimmt daher den
Ort der Punkte, deren Nullebenen beziiglich S die Fliche 4@ be-
rihren, oder was dasselbe ist, den Ort der Nullpunkte der Tangential-
ebenen von »®. Man hat also den

Satz 9: {S*b®@} und {S*p®} stellen die polaren Flichen
vorr U bezichungsweise P® beziiglich des Gewindes S dar?

Die zu {&® S?} bezuglich des Gewindes S polare Fliche ist
dann {p® S22} Sie mufi wegen des involutorischen Charakters
der Polaritdt beziiglich eines Gewindes wieder b® sein. {&® S2 S?}
mufi sich also als Produkt von #® mit einer Zahl darstellen lassen.
Zur Auffindung dieser Darstellung diene folgende Uberlegung.

Denkt man sich zwei Stdbe P, Q als dufiere Produkte von
je zwei Punkten, so sieht man leicht, da8 fiir jeden Punkt &; des
Raums

1 Vgl. Th. Reye, Neue Eigenschaften des Strahlkomplexes 2. Grades, Math.
:\.nn. 49 (1897), p. 590 bis 595. Viele der von ihm gefundenen Eigenschaften
lNieBen aus den obigen und deren dualen Gleichungen fast unmittelbar.

2 E. Miiller, a. a. O, Nr. 1.

3 Man beweist ebenso die allgemeine Gleichung {pU0 S A"} = {0 S ¢}
ind deren duale. Aus ihnen folgt, daB {b0? S®} und {B" S} die zu b und E
beziiglich S polaren Fldchen darstellen.
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[P Q)b = [Pb; Q]+[Qb; P] = [b; P Q]+[b; Q P

ist. Nun 148t sich jede lineare Komplexgrifie S als Summe zweiey
Stidbe darstellen, also in der Form

S=P+0
schreiben. Dann ist
[6:S S = [((b: P1+[2: Q) (P+ Q)] = [5: P Q)+[b; Q P) =

= [POlb; =/, [S Sy
oder!?

[6; SS] = 1/, [S S] b;.
Ferner hat man mit Riicksicht auf diese Gleichung
{752 5% = [5:; S S]* = Y/, [SSP b}

Aus dieser Beziehung folgt, wenn man b® — X b} setzt,

{p@ S22 8%y = 2{p7S2S? = 1/, [SSPPLbi=1/,[SS]?p®
oder die gesuchte Gleichung?

{b@) S28% = 1/, [S S0, (78)
Aus dem Satze 9 folgt:

{a® S2p®} = 0 sagt aus, daff die zu a® beziiglich S polare
Fliche 2. Ordnung zu b® apolar ist.

Setzt man a® = S a?, b® = Eb}, so ist, wegen {a7 S?03} =
= [a; Sb)? = [a; b, S]? = {a} b; S%},

{a® S* b} = {a® 30 5. (79)

Die beiden Seiten dieser Gleichung verschwinden daher immer nur
gleichzeitig. Dies besagt: Ist die Polarfliche von a® beziiglich S
zuw b® apolar, so ist auch der harmonische Komplex von a?
und b® zu S apolar. Die oo* Gewinde, beziiglich dever diese
Beziehung zwischen a® wund b® besteht, sind durch die Gleichung
{a® @ S?} = 0 bestimmit.

Die beiden Erzeugendenscharen von a® haben mit einem
Gewinde S, je zwei Erzeugende gemeinsam. Die polare Fldche
von a® beziiglich S, geht durch diese vier Geraden. Durch sie

1 Wegen Verallgemeinerungen dieser Gleichung fiir beliebige Komplexgrifen
in mehrdimensionalen Gebieten vgl. E. Miiller, Beitrdge zur Grassmann'schen
Ausdehnungslehre, 1. Mitt., diese Berichte, 718 (1909), p. 1053 bis 1076.

1
2 Allgemeiner ist {p(" S S} — - [S S)* b,
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geht eine einzige Fliche 2. Ordnung, die zu &® apolar ist. Da durch
diese vier Geraden ein Biischel von Gewinden geht, so gibt es auch
ein Gewinde, beziiglich dessen die zu a® polare Fliche die zu »®
apolare ist. Insbesondre bestimmt die Gleichung {a®a® S?} = 0
jene oo* Gewinde, beziiglich derer die polare Fliche von a® zu
dieser apolar ist. Jedes Paar von Erzeugenden der einen Schar
pestimmt mit jedem Paar von Erzeugenden der andern Schar
eine durch sie gehende, zu a® apolare Fldche.

Von vier Punkt- oder vier Ebenengrofien 2. Grades sagen
wir, sie bilden ein apolares Quadrupel, wenn ihr Faltprodukt ver-
schwindet, also etwa {a® 5@ c®d®} — 0 ist. Die harmonische
Fliche von je dreien dieser Fldachen ist dann zur vierten apolar,
ferner der harmonische Komplex von zweien dieser Flichen zum
harmonischen Komplex der beiden andern apolar.

Aus Gleichung (64) folgert man sofort den

Satz 10: Ein apolares Quadvupel von Flichen 2. Klasse ist
durch folgende Eigenschaft gekemnzeichnet. Sucht man von einer
beliebigen Ebene § des Rawms die Pole beziiglich dev vier Flichen
und von Jjedem diesev Punkte die Polavebeme beziiglich dev har-
monischen Fldche der drvei idibrvigen Fldchen, so evhdilt man stets
vier Ebenen, die duvch denselben Punkt gehen.

Es sind auf diese Weise vier rdumliche Kollineationen bestimmt,
zwischen denen lineare Abhingigkeit besteht.

Aus Gleichung (68) folgt insbesondre:

Sind a® und b® als Strahlgriflen apolar, so ergibt die Folge
dey zu a® und {a® b*?} gehorigen Polaritdten dieselbe Kollineation
wie die Folge der zu b® wund {a®2b®} gehidrigen Polarititen.

Ahnliche Siitze folgert man aus den Gleichungen (65), (66),
(89), (70), (72).

5. Einige Faltprodukte von quadratischen Komplexgrofien.

Wir beweisen zuerst die folgende Hilfsgleichung iiber Strahl-
grofien 7-ten Grades im Raum

{{dm Xy (B YW 4 L A0 Yy {BW XM = 2 {{A® B, _, X Y. (80)
\ P ABO Y+ 3 y b

Hierin bedeuten X, Y Stibe oder Stabsummen, und die Marke 7 —1
deutet an, daf A® und B® nur (u»—1)-faltig multipliziert werden
sollen. Fir A® — ¥ A% und B® — X B}, unter A; und B, Stab-
Summen verstanden, ist ndmlich

(AW X}y = S [4;X] AV, {AO Y} = T[4, Y] 45
(B X} = S[B.X] B}, {B®Y} = %[B,Y] By



272 E.'Miller,

Damit wird die linke Seite von (80), wenn zur Vermeidung eines
MiBverstiandnisses 4; 4, und XY algebraische Produkte andeuten,

Y‘ (A X [BLY|+[4 Y] (B X)) {AI 1 Bi") =
t,k
Z {AiBr. XY} {417 By = 2 {4 B}, _, XYY,
ik
also wirklich gleich der rechten Seite von (80).
{Aw B®Y, _, stellt eine Strahlgriffe 2. Grades dar.
Setzt man fiir X und Y die Stabsumme S, so geht Gleichung (80)

tber in
{4 S} {B" Sy} = {{4® B}, _, S2). (81)

Fir eine quadratische Komplexgroie S® — X S7 folgt aus dieser
Gleichung

{4 By, _, S@} = 2 {{A® s} {B® Sy} (82)

Flir # = 2 lauten die Gleichungen (80) und (81)
{ADX} {BO Y +[{AY Y} {BOX)] = 2 {{4® B®}, XY}, (83)
[{4® S} {B® S}] = {{4® B®}, 5%, (34)

worin rechts A® und B® ohne Zeichenwechsel vertauschbar sind.
Da {A®S} und {B®S} die Polargewinde von S bezlglich der
Komplexe A® und B® darstellen, so folgt aus Gleichung (84) der

Satz 11: Die der quadratischen Strahlgrifie {A® B®} zuge-
horige Gleichung {{A(’)B @}, Sz} = 0 bestimmi die Mannigfaltigkeit
jener Strahlgewinde S, derem Polargewinde beziiglich A® und B®
apolar sind. Die Achsen der Strahlgebiische in dieser Gewinde-
mannigfaltigkeit evfiillen den zu {A® B®}, gehorigen quadratischen
Strahlkomplex.
Wenn fiir jeden gemeinsamen Strahl X der Komplexe {A®X?} —0
und {B®X?} — 0 auch {{A(2>B @}, X‘l} = 0 ist, so heiflen bekannt-
licht die beiden Komplexe involutorisch.

Fiir B® = A® wird nach Satz 11 die Gleichung

{{4® 4@}, 57} =0
von jenen Gewinden S erfiillt, fiir die {A®S} ein Stab ist. Der

1 Enz. math. Wissensch., II1¢ 8 (K. Zindler), Nr. 24, b).
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Strahlkomplex {{‘4<2)A(2)}1 X)} =0 besteht daher aus jenen Strahlen X,
fiir die {A®X} wieder ein Strahl ist. Die den Komplexen A®
‘und {A®A®} gemeinsamen Strahlen bilden daher die Singulari-
titenkongruenz von A®.

Wir wollen noch {A®B®)}, fiir den Fall rechnen, als A®
und B® in der Normalform (Nr. 1)

A =Y 4, E;, B9 = LB E; (i=12,..,6)
gegeben sind. Fir zwei Stibe P, Q ist
2{4. PO}, = {A® P} 0+{A® O} P
oder, da nach Gleichung (17)
{A®P}y = E[E;P) 4;, {A®Q} = L[E; Q] 4;
gesetzt werden darf,
{A®. P QY, = 1/, 8 ([E; P) Q+[E; Q| P) A; = S {E,.P Q} A;.
Die einfache Faltung von 4A® mit einem Stabprodukt P Q geschieht
also, indem man in A® alle Faktoren E; (oder alle Faktoren A4,)
mit P Q einfach faltet. Die einfache Faltung von A® mit irgend-

einer Strahlgrofie 2. Grades kann folglich ausgefiihrt werden, indem
man alle Faktoren E; mit dieser Strahlgrofie faltet. Mithin ist

{AOB®} — Y{E,BO} 4, = L{BOE;} 4;
oder, wegen {B®E;} — By,
{4AOB®} — EA4;Biys. (1=1,2,..,6) (85)
Insbesondre hat man
{ADA®Y, — X A; Aiy s = 2 (A, Ay + A4, A+ 4, Ap), (86)

woraus auch leicht der Ausdruck fiir
{{ AD A} {A® A(z)}l}
folgt.

Fir A® — 1/, {a® a®} ist unter Berlicksichtigung der
Gleichung (23), wenn man a® = X ag;e; setzt,

Y, {ARA®}, = [a, a,] [a, a,)+(a; a,] [a, a,]+[a, a,] [a, a,] (87)

und
s {{A(g)-A(z)} 1 {A(2>A<2)}1} =%y [a, aya; a,]?
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oder, da nach Gleichung (30) [a, a,a;a,] = 1y, {a®1} =
— 1 /c { AR A(z)}’

{{ ADAGY LA A(2>}1} = {ADAO), (89)

{o® a.®} stellt den Tangentenkomplex der Fliche a® dar ung
[nach Gleichung (61)]
{Pa®Y} = X

die Polare von Y beziiglich o®. Durch dufiere Multiplikation dieser
Gleichung mit der Stabsumme S folgt

{22 @Y S} = [S X]
oder
{e@a®S.Y} = [SX].

Die Strahlen Y, die die linke Seite zu Null machen, d. h. die
Strahlen des Gewindes {o®a® S}, haben bezliglich a® Polaren X,
die dem Gewinde S angeh6ren und umgekehrt. Dies sagt aus:

{0 0® S} stellt das zu S beziiglich o® polare Gewinde day.

Wegen [{0®a®S}S] = {a®a®S?} wird dieser Ausdruck
dann und nur dann Null, wenn das zu S beziiglich o® polare
Gewinde zu S apolar ist. Wegen {o® a® S?} — {a®. 4@ S2} und
weil {o® S?} nach Satz 9 die zu o® beziiglich S polare Fliche
darstellt, so sagt {a®?2 S} — O aus, daf3 S zu seinem beziiglich o®
polaren Gewinde apolar ist, oder daff o® zu ihver beziiglich S
polaren Fldche apolar ist.

Weil {a®2X} die Polare von X beziiglich o® darstellt, wird
die Gleichung
{5} (02 X)) = 0

von allen Strahlen erfiillt, deren Polaren bezliglich «® und B® sich
schneiden. X ist dann Schnittlinie der Polarebenen des Schnitt-
punktes jener Strahlen, zugleich Verbindungslinie der Pole der
Verbindungsebene jener Strahlen beziiglich o® und B®. Nach
Gleichung (84) 148t sich die letzte Gleichung auch schreiben

{{{a.(?) 2 (30 2}}1X‘=‘} — 0.
Daraus folgt der
Satz 12: Die Grofe {{a(‘z) 7 {® 2}}1 stellt  den quadvatischen
Komplex aller Strahlem dav, die Schuittlinien dev Polarebenen
eines Punktes beziiglich o® und B® oder Verbindungslinien der
Pole einer Ebene beziiglich o® und B® sind.
—lEr—ﬁndet sich bereits in der grundlegenden Arbeit von A. Voss, Die

Liniengeometrie in ihrer Anwendung auf die Flichen 2. Grades, Math. Ann. 10
(1878), p. 167. Der Komplex ist als Erzeugnis kollinearer Riume tetraedral.
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Diesem Komplex gehdren daher auch alle Strahlen an, die
in den Seitenflichen des gemeinsamen Polletraeders von o® und §®
liegen oder die durch dessen Ecken gehen.

Nach der zu (72) dualen Gleichung ist
[{e®2 X} {8@2X}] = —2 [{u® BOX} {o® pO XY
und daher zufolge Gleichung (84)

{{{a@)z} {ge)z}}lxz} = ~2{{{a(‘2>[3(2)} {a.(‘Z),'B('-’)}}iX?}. (89)

Hieraus folgt der

Satz 13: Jeder Stvahl, der Schuittlinie der Polarebemen eines
Punktes beziiglich der Fldchen o® und B® ist, hat als Polarkomplex
beziiglich des harmonischen Komplexes {o® [®} einen speziellen
Komplex.

Wir nannten zwei Komplexgréfien 2. Grades 4® und B®
apolar, wenn {A®B®} — 0 ist. Auch die Tangentenkomplexe
zweier Flichen zweiten Grades {o®?} und {B®?} werden wir
epolar nennen, wenn

{02, g0 = 0

ist. Wir werden dann auch sagen, die beiden Fldchen 2. Grades
sind als Strahlgrifien apolar. Wegen

{a(2)2‘ ﬁ@) 2} — {a,@) p(g) o2 B(Z)}
folgt:

Sind zwei Fldachen 2. Grades o®, B® als Strahlgrifien
apolar, so ist ihr harmowischer Komplex {o® B®} zu sich selbst
apolar; ferner ist die harmonische Fliche {o@2E®} zu B® und
die harmonische Fliche {E®2a.®} zu o® apolar.

Schreiben wir die beiden Flachen als Strahlgrofien in den

Formen {a®?} und {g®2}, so folgt aus Gleichung (42) als not-
wendigen und hinreichende Bedingung fiir ihre Apolaritét

{a® p(?)} 2__{(4(2) a®@) @ 2} = 0. (90)

Sind a® und B® im gewdhnlichen Sinn apolar, ist also {a® @} =0,
80 sind sie dann und nur dann auch als Strahlgréfien apolar,
wenn {(a®a®)E@?2 — O, mithin wegen Gleichung (44) auch
{(3(2)3(2)) a®? — 0 ist, d. h. wenn jede der beiden Flichen zu ihrer
bolaven Fldche beziiglich der amdern apolar ist.

Bezeichnet A® eine beliebige Komplexgrofie 2. Grades, b® —
= Di+0D2+02+0b2 eine Punktgrofie 2. Grades, deren zugehdrige
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Fldche b, 0, b, b, als Poltetraeder hat, so folgt
{6@2} = X [b;b4]? und {4® @2} = E{4D[b; b;]%}.

Sind die Kanten f[b;5;] dieses Poltetraeders Strahlen des Kom.
plexes A®, ist also nach Th. Reye’s Ausdrucksweise (Math. Anp,
49 [1897], p. 592) b, b, by b, ein Komplextetraeder (von A®) s,
verschwinden in der letzten Gleichung die Summanden rechts, und
es wird {A®p®? — 0, d. h. A® und »® sind apolar. Umgekeh
folgert man aus {A®3»®?} — 0 mit Reye (a. a. O.), daB es ool
Poltetraeder von »® gibt, die Komplextetraeder von A® sind. Mithip
gilt der Satz:

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Apo-
lavitit von A® und {b®2} besteht darin, daff es Komplextetraeder
von A®) gibt, die Poltetraeder von b® sind.

Die Gesamtheit der zu A® apolaren Flichen {»®2} bilden die
durch die Gleichung (77) bestimmte quadratische Mannigfaltigkeit
M2 von Fldchen 2. Klasse, die Reye a. a. O. samt dem dualen
Fall untersucht. Fir {A® ¢® d®} = 0 sind ¢® und d® beziiglich
dieser Mannigfaltigkeit 92 konjugiert. Der harmonische Komplex
{c® d®@} solcher zwei Flachen ist zu A® apolar. Es gibt Gruppen
von zehn Flachen 2. Klasse, die paarweise beziiglich der M kon-
jugiert sind.

Wihlt man 4® = {a®?}, so sind Komplextetraeder von A®
solche Tetraeder, deren Kanten a® bertihren. Damit geht obiger
Satz iiber in folgenden:!?

Zwei Flichen 2. Grades sind als Strahlgrifen dann und nur
dann apolar, wenn es ein Poltetraeder einev der Ildchen gibl,
dessen Kanten die andre Fldche beriihren.

Nattirlich ist diese Beziehung wechselseitig, und wenn es ein
Tetraeder dieser Art gibt, so gibt es deren ool

Es soll jetzt noch der in Nr. 2 fiir Fldchen eingefiihite
Begriff der gemischten Polare auf Strahlgréfien ausgedehnt werden
Bezeichnen wieder A® — X 4% B® = X B;, C® = X C? beliebige
quadratische KomplexgroBen, so soll der Ausdruck {(4® B®)Cj
die Bedeutung {4® C;}{B® C;} haben. Hieraus folgt, daf fir
(A® B®) das distributive Gesetz gilt, diese Verkniipfung also als
Multiplikation aufzufassen ist. Ferner soll in {(A® B®) C®} auch
die Verkniipfung mit C® multiplikativ sein, d. h. es soll di
Gleichung

{(AOB®) COY — Z {4® CY{BOC) (o1)

1 Auf diese Bedeutung von {A@B®} = 0 fiir AD = {a@2) B = {H®?
wies bereits A. Voss, a. a. 0., p. 170, hin.
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pestehen. Die Grofie P® = {(A® B®) C®} ist wieder eine qua-
dratische Komplexgrofie. Bedeutet X eine veréinderliche Stabsumme,
so hat man

O X% — L{A0C; X} {BOC,X} = S{{AD X} {BOX}.C}\ —
(PP %

= {{AO X} {BOX}.x C}} = {{4ADX}{BO X} .CO).
oder
) {Po x2 = {{AB X} {BOX} .C®). (92)

Hierin deutet wieder das Uberstreichen an, daf die betreffenden
GroBen algebraisch zu multiplizieren sind. Die Gleichung {P®X?} =0
pestimmt daher jene Gewinde X, deren beziiglich A® und B®
polare Gewinde hinsichtlich C® konjugiert sind. Wir nennen die
durch P® = {(A® B®) C®} bestimmte Komplexgrofie 2. Grades
die gemischte polave Komplexgrifie von C® beziiglich A® und B®
and den zugehorigen Strahlkomplex den gemischten Polarkomplex
von C® beziiglich der Komplexe A® und B®. Diese Benennung
rechtfertigt sich dadurch, dafi fir B® = A4® zur Komplexgrife
[(A®A®) C®} jene Gewinde X gehoren, die beziiglich A® polar
sind zu den zu C® gehorigen Gewinden. Denn nach Gleichung (92)
hat man {(A®A®) C®, X2} — {C(g) {A(2)X}2} = 0. Mithin gilt der

Satz 14: {(ADA®) CO} stellt die zu C® beziiglich A® polare
Komplexgrofie dar.

Es sei ferner noch erwidhnt, dafi
{(A® A®) CO, D) = {(A® A®) DO, O} 93)

ist und das Verschwinden dieses Ausdrucks aussagt, dafi D® apolar
ist zu der zu C® beziiglich 4® polaren Komplexgréfie.

All dies gilt natiirlich auch fiir die Flachen 2. Grades dar-
stellenden Komplexgrofien A® = {a®?}, B® — (@2} Es stellt also
{({a@)?} {o®2}) C@)} die zu C® beziiglich o® polare Komplex-
grofle dar.

Setzt man noch C® — {4®?}, so stellt

(o 6% 10%)

Jenen Komplex 2. Grades dar, dessen Strahlen die Eigenschaft
haben, daf ihve Polaven beziiglich o® und B® konjugicrt sind be-
siglich v®. Zwei Strahlen X, Y heiBen dabei nach obigem be-
ziiglich 4® konjugiert, wenn {{*((2)2}XY} = O ist, wenn also der
¢ine die Polare des andern schneidet.!

—

- 1 Diese Definition findet sich zuerst bei F. Schur, Uber die durch kollineare
Ylundgebilde erzeugten Kurven usw., Math. Ann., 78 (1881), p. 1f.

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. K1, Abt. ITa, 133, Bd. 19
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Insbesondre stellt
{({d.(2) 2 {a@2)) {.{(2)2}} -

die zu 4@ beziiglich o® polare Fliche dar. Nach Nr. 3 stellt

{(a@) o®) {y® 3}} ()

dieselbe Fldche dar. Mithin mufl der eine Ausdruck aus dem ander
durch Multiplikation mit einem Zahlwert hervorgehen. Zur Auyf.
findung dieser Identitdt setzen wir

1@ = H+B3+0+10 M1l =D

und bezeichnen mit ¢; das #duflere Produkt der drei von 7; ver
schiedenen Ebenen in solcher Anordnung, daf [¢;7;] =) wird
Wenn auch [v; ¥z 7:1%m] = D ist, so hat man

= — it Tm)y cm = Frivte 11,
daher

[Cl Cm] = — [T/’ Te Y- (i Tr A(l] = — [‘(i T Tm ‘(l] [71’ ’fk] =b [‘(1’ 7k]

oder
[717 Tk] = l/b [Cl Cm]-

Dann 1daBt sich der Ausdruck (%) schreiben

({2} @2 (05} = S{{e@3 {&2%) [} =125
=X {”-(2)2 [r: “(k]}2
= 102 2 {o®? ¢ ¢}
=402 E[{o®@ )} {aP c,)]®?  (zufolge Gl 61)
= +/p2{(Z{o® c}}»?}.
Zufolge {(0® o®) c7} = {o® c;} {o® ¢} ist I {o® ¢} =
={0@a®) Xc}} = {(@®o®)c®}, wenn ¢® =X ¢} = X [ Yvm]?=

klm
=1/, {1®3} gesetzt wird. Wegen 2492 = {{®¢} lautet daher die
gesuchte Identitit

3 {0} o (o) 0 = 8 {0 o) ol @

6. Die fundamentale Strahlgrofie.

Bezeichnen g,, g,, g;, g, vier voneinander unabhidngige Raum-
punkte, und bildet man aus ihnen die StrahlgroBie 2. Grades
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0® = [q, 4,1[9;5 9,1+[9> 95) (91 941 +195 9,1 (25 94); (95)

0 ist sie von Null verschieden. FFir vier Punkte einer Geraden ver-
schwindet diese Grofie bekanntlich. Sie verschwindet aber auch,
wenn die vier Punkte einer Ebene angehdren. Dann 148t sich
namlich

9 =01 43 +03 45 +03 G,

setzen. Bildet man nun die Ausdriicke flr [q, q,), (9, 9.), [959.],
multipliziert sie hierauf algebraisch beziehungsweise mit [g, g,],
(0,91 [9; 4] und addiert, so sieht man, daB 0® =0 wird. Ist
umgekehrt Q® — 0, und liegen nicht alle vier Punkte ¢; auf einer
Geraden, so missen drei der Punkte, etwa g¢,, ¢,, ¢g,, voneinander
unabhingig sein. Faltet man Q® = O mit einem der Ebene [g, ¢, ¢,]
angehorigen Strahl X, so erhilt man, wegen [g, g2 X] —[g, qu] =

=(gy 0, X] = 0, 2{0%X} = (4, 0,](q, 9, X] + (4, 5] g, 9, X] +
+(q; 9,19, 9, X] = 0. Zufolge der Unabhingigkeit der drei Strahlen

19y 45), (42 95), [495q,] besteht diese Gleichung nur fir [g, g, X] =
=4, 9. X] =[g,9, X] =0, also nur, wenn X die Strahlen [g, g,],

(91 9.), (g5 q,) schneidet, d. h. g, der Ebene [g, g, ;] angehort. Mit-
hin kann man sagen:

Die aus ivgend vier Punkten q,, q,, q,, q, gebildete Grife
0® verschwindet dann und wnwr daun, wenn die Punkte von-
emander abhingig sind.

Fir vier unabhingige Punkte kann sie also, wie oben be-
hauptet wurde, nie verschwinden.

Bezeichnen o,, v,, 'v,, ¢, vier voneinander unabhingige Ebenen,
und bildet man aus ihnen die Strahlgréfie 2. Grades

Q® = (01 Po] [05 2u]+[05 03] [0 Pul+[05 211 [92 9], -(9%)

so ist sie ebenfalls von Null verschieden. Denn man zeigt auf
duale Weise:

_ Die aus irgend vier Ebenen @, @, ‘%3 ¢, Jebildete Grifie
0® verschwindet dann wnd nur dann, wenn die Ebenen wvon-
enander abhdngig sind.

0® =0 ist die Identitit, die zwischen vier Punkten einer
Ebene, 0® =0 die Identitit, die zwischen vier Ebenen eines
Bundels besteht. Analog besteht zwischen vier Strahlen Q; einer
Ebene oder eines Biindels die Identitit

[O1 Qo5 [Qs Oul; +[Q2 Os); [O1 Qul; +[0s Quls [Qe Os)s = O,

wo die Marke 3 an den eckigen Klammern andeuten soll, dafi die
uflern Produkte sich auf das betreffende Hauptgebiet 3. Stufe be-
Ziehen.
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Nehmen wir, wie es fiir das Folgende gelten soll, an, dafi 0®
und Q® unglelch Null seien, dann 146t sich Q® auch in der Form
QO darstellen. Wir werden daher gewohnllch nur von der Fory
Q(g) sprechen.

Faltet man Gleichung (95) mit dem Quadrat eines Punktes y
so folgt {Q® %} — 0, da man rechter Hand die Identitdt zwischen
den vier Strahlen [th] des Biindels (x) erhdlt. Ebenso ist fiir jede
Ebene £ des Raumes {Q® 2} — 0. Da nun jede Punktgréfie zweiten
Grades b® oder jede Ebenengrofie 2. Grades B® als Summe vop
Punktquadraten oder Ebenenquadraten darstellbar ist, so wird auch
{0® 6@} =0 und {Q®BA} = 0 oder:

Das Faltprodukt von Q® mit jeder Punkt- oder Ebenengrife
2. Grades verschiindel.

Anders ausgedriickt:

Die Strahlgriffe Q® ist zu sdmtlichen Punkt- und Ebenen-
groffen 2. Grades apolar.

Aus {Q®b®} — 0 folgt auch {Q® s® @} = {QP.b® @} =,
Da {#®¢®} dic den harmonischen Komplex von 5® und c¢® be.
stimmende StrahlgréBe darstellt, so folgt:

Alle harmounischen Strahlkomplexe sind zu Q@ apolay.
Wegen {Q® a®?} — 0 hat man ferner:

Alle Fliachen 2. Grades sind auch als Strahlgrifien zu Q('-’)
apolar.

Insbesondre ist {Q®.222Z} — {Q® [x; %,]*} = 0 oder, wenn
man [, x,] = X setzt, {Q® X?} — 0. Diese Glelchung ist natiirlich
nichts andres als die zwischen den Koordinaten eines Strahls be-
zlglich des Tetraeders ¢, g, ¢, g, bestehende Identitdt. Mithin gilt
der Satz:

Q® ist zwm Quadrat eines jedem Stvahls, mithin auch 2
jeder aus Strahlqguadvaten ableitbaren Strahlgréfie 2. Grades
apolar.!

Zu diesen gehort bekanntlich auch die einen harmonischen
Komplex bestimmende Grofe.

1 Wegen {0@ a¥} = {0@a}}a=2 = 0 und, wenn .l; cinen Stab be-
zeichnet, {Q@) A%} = {Q@) A%} A2 =0 ist auch {Q® a(m} =0 und, fiir A=
=X A%, {Q® A} =0. Q@) ist also apolar zu sdmilichen algebraischen Punki-
und Ebenengrdfen, ferner zu jenen Strahlgrifien, dic sich als Summen von n-len
Potenzen von Sliben darstellen lassen.
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Wir setzen (g, ¢, ¢ 9,] = q. Dann wird
{0 (91 %21} = Y2 [95 9 91 21 (%1 %] = /2 [91 2],
{Q® (45 .1} = a/2 [45 9] usw,
{QP[9: ul} = /2 [9: 9]
und, wenn S eine Stabsumme bezeichnet,
{0® S} =4/, S. (96)
Fur das algebraische Produkt S,S, zweier Stabsummen ist dann
{0®.5,8,} = [{Q® S} S,]
und zufolge der Gleichung (96)
{9®.5; S} = 0/5[S; ] (97)

also

Zwei Groflen S; S, sind also dann und nur dann bezliglich
0® konjugiert, wenn sie apolar sind. Durch 6 paarweise apolare
GroBen S; 148t sich daher Q® in der Form

0O =XuS (=1, 2 6)
ausdriicken.
Aus Gleichung (97) folgt, wenn A® — X A4; A} eine beliebige
quadratische Komplexgrofie, 4; und A} also Stabsummen be-
zeichnen,

{0 AW} = X {Qw. A, iy = u/, S[4; 4. %)

Verschwindet dieser Ausdruck, d. h. ist A2 zu Q@ apolar, so
14t sich (nach Nr. 1, Schlufisatz) A® aus 6 Strahlquadraten ab-
leiten. Die Umkehrung wurde schon frither bewiesen. Mithin
gilt der

Satz 15: Die Komplexgrifie A® ist danwn wund nur dann zu
0® apolar, wenn sie sich als Swmme vom Stabquadraten dar-
stellen 1 f3t.

Da {a®?} immer zu Q® apolar ist, so gibt es Polhexaeder
dieser Groge, die Q® eingeschrieben sind, d. h. es gibt 001® Gruppen
von sechs Strahlen, die paarweise beziiglich a® konjugiert sind. 1

Setzt man in (98) fir A® die GroBe Q®, so folgt

3 2
{ow ooy = 1, (99)

{g@ Q®} ist also immer von Null verschieden.

1J. Rosancs, Math. Ann. 23 (1884), S. 417.
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Die Punkte ¢q,, ¢,, ¢; g, waren willklirlich gewdhlt. Bildet
man aus vier andern unabhidngigen Punkten, deren #ufleres Pro.
dukt q, ist, die analoge Strahlgrofie Q®, so unterscheiden sich
deren Faltprodukte mit den Strahlgrofien ersten und zweiten Grades
nur dadurch, daB in den Gleichungen (96) bis (99) an Stelle von q
der Wert ¢, tritt. Es ist also unwesentlich, aus welchem Quadrupe]
unabhingiger Punkte Q® gebildet wird. Meist wird es am bequemsten
sein, die ¢; so zu wdhlen, dafl q =1 wird, also etwa als die ur-
spriinglichen Einheitspunkte e;.

Wir nennen Q® die fundamentale Strahlgrifle. Sie indert
sich nicht bei kollinearen und Kkorrelativen Transformationen des
Raums.

Es sei A® — X 4} eine beliebige Komplexgrofie 2. Grades,
Die zu A4® beziiglich Q® polare Komplexgrdfie ist (nach Satz 14)

{(0® Q®) A®) = Z{(Q® Q) A} = S{0™ 42 = %— D

oder q2
{0® 0 A%} = & 4o, (100
Daher:

Die polave Grifie von A® beziiglich Q® ist mit A® kon-
gruent.

Denkt man sich A® und B® in ihren Normalformen (Nr. 1)
cegeben, also A® =X A E;, B& =XB,E; i =1, 2, 6), so
sahen wir, dafi

{A@ B®} — L 4;Biy3= L{A® E; 3} {BD E;}.
Denkt man sich Q® in der Form
0® =E E+E,E,+E, E
gewihlt, so ist
{(4® B®) Q@) = 1,, 2{A® Ej 14} {B® Ej},
mithin
{(A® B®) Q@) = 1/, {A® B®)},, (101)

oder in Worten:

Die gemischie Polargrifie von Q@ beziiglich A® wud B® ist
{A® B} .

Dies stimmt mit Satz 11 Uberein.

Insbesondre ist {AD A®}, die polave Grofle von QO beziig-

lich 4®,
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Nach Gleichung (86) ist
{49 A®), = 2(d, 4+ 4, A+ A 4.

Diese Grofle wird ein Vielfaches von Q®, wenn die A4; die
juBern Produkte von je zwei Ecken eines Tetraeders sind wie
in Gleichung (23). Dann ist aber A® das Faltquadrat einer Punkt-
oder Ebenengrofie 2. Grades, stellt also eine Fliache 2. Grades als
StrahlgroBle dar. Mithin besteht der

Satz 16: Die notwendige und hinveichende Bedingung dafiir,
dafp A® eine Fliche 2. Grvades als Strahigrifie darsielle, lautet
(A® A®} — a Q®. Diese Bedingung 1aft sich auch in der Form
aussprechen, dafp Q® beziiglich A® zu sich selbst polar sein muf.

Eine Erzeugende X einer Fliche 2. Grades A® — {a® a®}
ist dadurch gekennzeichnet, daf sie mit ihrer Polare {4® X}
identisch ist. Wegen {Q® X} — 1/, X (nach Gleichung 96) 148t sich
diese Bedingung schreiben {A® X} —a {Q® X} = 0 oder

{42 —a 0 X} =0, (102)

worin a eine beliebige Zahl bedeutet.
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