Gedruckt mit Unterstiitzung-aus dem- Jerome und Margaret Stonborough-Fonds
el T Te T

Uber einige Eigenschaften der algebraischen
Funktionen

Von
Alfred Tauber in Wien

(Vorgelegt in der Sitzung am 16. Oktober 1924)

§ 1. Die Darstellung der algebraischen Funktionen als hyper-
ceometrische Reihen mehrerer Variabeln.

Sei irgend cine Gleichung f(£) — f(#) =& zu betrachten
und diejenige Losung ¢ dieser Gleichung zu suchen, welche in
einer gewissen Umgebung von s = O eine Entwicklung nach

Potenzen von  zuldfit und fiir e =0 gleich  wird, so ist bei
Oy
Sy I (2)
. Ny (2) . o hy(z .
c= l y! hy (2) = hyy1(z) = f"(é) 1)

{]

Aus der independenten Darstellung von 74, (z), vgl. (8), findet man
nun, wenn speziell f(z) ein Polynom #n-ten Grades von ist,
es sich also um cine algebraische Gleichung handelt,
fiir { — = eine hypergeometrische Reihe
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. o \" U (20 +3 k4. 41 )y 1)
R A G R (TN 420+ A1 k!
0 1 =0 - ’ (2
s Mgt gy '
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)\1!)\2!. .)\”_1!
mit den # — 1 Variabeln

e (z)
— V(P“ TR u.—1, 11 (3)

Beweis: Bezliglich der Funktion 7, (), d. h. des v-ten
Differentialquotienten nach e einer implizit durch f(z) =& definierten
Funktion 2 der Unabhingigen s, zeigt die Rekursion hysq () =
=y (z) f ()=, dai h, (z) als Polynom von £ ()=, f"(z),  f ()
tine Summe von Gliedern der Gestalt
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FRP S Gy - SO @ f (R
ist, wenn die Zahlen %, %,, %, den beiden Bedingungen.
ottt A%, = v —1, w20+ v, =2y —2 (4)

genligen. Insbesondere kommt nur ein f () enthaltendes Glieg
vor, und zwar wie rekursiv zu erkennen, der Term —f® (2) 77 (zy+1

_ Die  Gleichungen (4) gestatten =%, %, durch %, %, gz
bestimmen:

A=ty + 2u A+ A (—2)7, ()

% —=v—1—2%,—3%,— .— (v—1)%, (3)

so dafl man . .%, als Summationselemente mit der cinen Bedingung

27‘3+3%»L+ +(V 1)7~~: =v—I [;?)

verwenden kann. Alsdann lautet dic gesuchte independente
Formel far /7, (z), bei v=3

. . ]
@v—2—a) I

£y

M il
. ' y—142 3
&) = /1. >_ (== frTimm Tyl %! ) (8
3 =0 7‘.) =0 1 : °
unter Gebrauch der abkiirzenden Bezeichnungen
& @ o
f1 = T v fo = o f= y! 9)

Man hat nunmehr zu beweisen, dafl die durch (8) definierte
Funktion 7, () wirklich die Rekursion 7,4 (2) = It (23 /7 (=)~
oder ausfiihrlicher geschrieben

1w Y NE ,
1 (z) = I >_J (1) fut1 8]7(-2— (10)
J1 [

erflillt, wenn 7, .1 (¥) analog (8) gebildet wird

-1
. % o Gv—30! 2 fr LG
Iy 412 = Z ) (—1)‘+‘“ff.,;_1_;, S et (

3, = kN == 0

3 T
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wobei die Zahlen o der Bedingung
S5, =v—205, —36, —..—V¥3,4.1 =0 (12)
genligen miissen, und
5, =35, + 206, + +(—2)3, +¥—1)o,44 (13)

sein soll. Da zunidchst der f,y1 enthaltende Term von I,y (2)
pach dem obigen gleich

— @+ D! £y /‘f’lfz

ist, so folgt aus (10)

v—1
: O 4+ D! figs U frit  Oh, (2) ‘
hv Dt = 2 —+ 1 o e 2 14
+1( ) j;—}—- /_'] ( ) JLI aj_p. ( )

Die linke Seite von (14) wird aber erhalten, indem man in (11).
(12), (13) rechts sy4y = O einsetzt. Andrerseits ergibt die Berech-
nung der v—1 Summanden der rechten Seite von (14): Fiir den
ersten, bei w. =1,

-
N s (21— et gm
VN (e e ')—(7..,—!—1) cE T (15)
YA \/{/f, — 7 N2 (7(,_,—[—{)! 7‘3I 7")[ /

=0 7z, =0 ’ -

Schreibt man hierin 3. statt «,..,, was erlaubt ist, denn die

suldssigen Kombinationen von %,..%, befinden sich, vgl. (7), (12)
jedenfalls unter denjenigen der s,..5, bei 5,54 =0, und ersetzt
dementsprechend =, %, durch 35, 3,—1, so. erlangt (13) die
Form

@]
®

. v i)l fr e P
9 S‘\ \1 (1) 2y —1i—n) b VAN (16)
c:() ‘:/—:J 0 2

bei 6, = 1). Nachtriiglich darf aber die Summation, wegen des
auftretenden  Faktors s,, auch tiber jene Kombinationen von

% erstreckt werden, welche 5, = 0 bewirken, somit Uber
alle 3, 3, mit dem Spielraum

265, +385, 4+ H(v—1)5, = (17
In derselben Weise berechnet man aus (8) die Terme

Q N ), — 2 bis v
N a fu

[}
¢
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setzt je nachdem p =2 oder = 2 ist
G; flir £—=44 bhis v

7.

::G,,'—l, 7..,'_

3
oder

U = Gp + 1, Ayyy = 54y — 1, %= o5; flir 7 =3 bis v, exkl. p,u + |

und erhilt fiir den in Rede stehenden Ausdruck

21—

2y —1—5) )
(!L-l- 1) 5‘ Z (_ 1>v + 3, szl—l(—v—ﬂ {:' - (16)

Daher gilt die Gleichung (14), ndmlich Gleichheit zwischen
(11), dort 6,41 = O gesetzt und den Ausdriicken (16), (18) zuy.
sammengenommen, wofern die Koeflizienten cines jeden Produktes
S fp . f% in beiden Féllen dieselben sind oder nach Divisiop

aller dieser Koeffizienten durch (— 1)*#9 (2v—1-—ga,)!, wofem
die Identitit

v—1

2y—6,=2qg, + Z (4 1) 6,41

0
=

besteht, was in der Tat stattfindet.

Wenn jetzt speziell f () ein Polynom u-ten Grades von
ist, so verschwindet f, 41, fu+9 und es entfdllt, wenn v>u
ist, im Ausdruck (8) flir %, (2) die Summation {iber %, 41, %y .42 .. %
so, dal 4, (z) eine (n — 2)-fache Summe vorstellt. Andrerseits
konnen wieder fir v > # in %, (2) zusétzlich die Indizes %, 1, %
mit der Bedingung

%y =V —1—2%, —3%—..—(@—1)%, =0 (19

welche automatisch %, = =%, =0 bcwﬁirkt und somit dqui-
valent (7) ist, verwendet werden. Die Formel (8) wird dann auch
fir v—=1 und v = 2 anwendbar und liefert fiir £ — 2z die Reihe

DY

9. F “ir
\" Z fy—ttn B —2 =) Sy 7 (201
2 Al

=0

und indem man statt v das Summationselement %, einfiihrt (worit
aber eine Umordnung dieser Potenzreihe von e, f,,..f; liegl
braucht man die Einschrinkung (19) nicht mehr hervorzuheben
Man erhdlt so { —z gleich
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[>o]

i?‘ S\ slra+2e+ =1y,
) (1% 2%+ L Fn— 1w,
w=0 =

Cug+ 3+ itz (— [ (—fu)
f‘ll 4224324+ S+ uup 7_0! K,,!

d. h. nach Ersetzung der Indizes =, bis #r durch X, bis A, _; und
Einfilhrung der Grossen (3) die zu beweisende Formel (2).

Absolute Konvergenz der hypergeometrischen Reihe in (2)
pesteht jedenfalls, wenn g} unter einer gewissen geniigend kleinen,
aber von Null verschiedenen Grofie bleibt (vgl. den Horn’schen
Konvergenzsatz, Math. Ann,, Bd. 34, S. 599) und solange diese
Reihe absolut konvergiert, durfte auch die obige Umordnung
veschehen.

§ 2. Uber die den n-deutigen Funktionen zugehérige lineare
Differentialgleichung (1 — 1)-ter Ordnung.

Die Elemente irgend eines Systems y,, v,, 1, von # Funk-
tionen der Variabeln x konnen mnicht blofl als Integrale einer
linearen Differentialgleichung n. O, sondern auch als Integrale
einer solchen (1 -— 1)-ter Ordnung

:1!(”—1) 4}(“'2) 3 1i
!y‘l"‘“ AN 7
D= )}{j"“l’ =2 byl |= 0 (1)

| [
l.(n—l) (n—2) '
VY Y Y 1 E

aufgefaBt werden. Diese wieder ist, wenn die Definitionsgleichung
der Funktionen y,, »,, ., ndmlich

M= =) =20  (—2)=
= 3" Z)l.y"—] +]72J'”_2 +(—1)'p, =0 (2)

yebildet wird, und wenn mit Hilfe der symmetrischen Funktionen
PPy pa von 3y, 3, ¥, andere Funktionen

9 _
[lﬂ)/ Z i (h 1, 1’(0) =V, J’( “—1
v 1 (3)

l)\—l, 2, u; h=0,1, n

tingefihrt werden, welche rational in den p und den ersten,
“wveiten,  Differentialquotienten der p nach r sind, ersetzbar durch
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farint=-1) 1.(‘//—‘_’) . 1
b= y

1. !(')In W1, 5 —1 my1 Wi

=0 m
toa, e, 1 w2 o ’ 4

! Oy Oy g1 Oy U’nOl

wo L die Diskriminante von f(y) = 0 bedeutet.

Zum Beweise dieses Satzes bestimmt man umgekehrt dje
7 —1) . . . \
W als lineare Funktionen der w;;, aus dem Gleichungssystem (3

flir welches die Determinante

3 (Pp }7-37 ]7")
8 (—1'1’ j’-;)\ _y'll)

mit Q und die zu 9p;/0y, gehodrige Unterdeterminante mit (),
bezeichnet werde (es ist sowohl O als Oy, von 7 unabhéngiy)

Kl
I —1) Y O, i
v T = Z i Wy Spp — 'él (9)
n=1
und substituicrt diese Werte (5) der A n (1), dann stellt sich
D offenbar als das Produkt der beiden Determinanten

ijy(u—]) ’,|.(n —2 Y 1 E
| |

[0, 0,1 o o] S B &
l 02 02,1 ey 029 (812

] |

!‘0/1 " 0y —1 Wy 0 ]Eln Sunl

heraus, deren erste eben die Determinante in (4) ist, wéhrend die
zweite den Wert Q—1! besitzt. Wegen Q% — L ergibt dies die zu
beweisende Gleichung (4).

Zwischen den Funktionen o bestehen rekursive Beziehungen,
deren Aufstellung sich mit der algebraischen Aufgabe, die
Funktion f'(3,)~! in ein Polynom von y, umzuwandeln,
in Zusammenhang bringen ldft. Vgl die Formeln (10), (11), (16)
(17), (25).

Unmittelbar anzugeben sind die Elemente der drei letzten
Kolonnen in (4)

o= (n—h+1)p_1, oy =kpy, o2 =p;, k=1 bis 10

(p, == 1 deliniert), ebenso die Elemente der zweiten Zeile oy =
= p{"™" fir B> 0. Ist p; = 0, d h. unter der Annahme
i+ 35+ . +3, == 0, verschwinden die letztgenannten Elemente ;i

und die Differentialgleichung (4) wird homogen.
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Um eine Rekursion der o; 2zu erlangen, hat man die
Gleichungen (3) nach x zu differentiieren

3}71 (/1) \1 i —I)Y1 80111 , -
g = Z L 2 TR Vi (7)
7 =1 7 =1 =1

in der Doppelsumme rechts fiir a7, g"]' D die aus (3) entnommenen

Werte
1 n
’ (: —1) \ .
=) N Quioa, o4 7"= 5 \LO’ o (8)

1

u-—‘

i

zu substituieren und die so entstehende vierfache Summe nach
oe und o, zu ordnen

; oo Qi Ow
VNN B e O,
Ll L Loy, 00

=1 i=1 n=1 v=1

= () L_| ZP)'“ “)n"’ Oy

n=1 v=1

wobei noch die Berechnung der Koeffizienten

])' = \ﬁ \‘“r (L_]_)L—' QU.i Q‘/‘A (91
— e 0y 0 T o
7z=1 =1

zu; leisten ist. Diese Gréfien P, besitzen aber die Eigen-
schaft, nur von den beiden Parametern A, p+v abzuhédngen.
so dafl man Py, = P .., setzen und der Rekursion (7) mit
Riicksicht auf ®,. = p, und die oben erwidhnte Relation Q> =1L
die Gestalt

12

O n41 = (‘))71 - “"‘L ‘]LZP, m+;]7u (10)

v=1 n=1

erteflen kann. Die angefiithrte Eigenschaft und zugleich die Be-
technung der P als Polynome der Koeffizienten p resultiert aus
der Untersuchung ihrer generierenden Funktionen

n
F (5) == Y (= 1jeb? By =, (11)
. )‘_9
die unter Beniitzung der aus (2) durch partielle Differentiation
nach y; und 4, bei xgi hervorgehenden Identitdt
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n

\ L ; r() .

\1 1 JI_JA =t — AN, i ,
2 dvida, ~ (y—v) (r=—y0 Fiooay
=2

und weil man offenbar auch in der Definitionsgleichung (9) g,
Summation auf die Félle »g=/ beschrinken darf, vorerst durch

V)
Fyy () _(_1).v+,\ Z = AE — Qi Oy, 227 (13

(9 —1)
—l z=1

sich darstellen lassen. Nun gelten flir die Determinante ) von
(3) und deren Unterdeterminanten, wie z. B. durch Schluf von
u auf i 4+ 1 zu zeigen, die Gleichungen

() — l‘[ (_'V:l, _/1,‘”)‘ {L = )’ :} v = 1 blS H ll-“

n—1u (,,)

Oy = (— 1)t ,'V'J__"‘ I, (ve—wy) = (— 1)1y () (13)

wo der Index = beim Produktzeichen in (15) darauf hinweisen
soll, daB sowohl fur p als fir v der Wert % ausgeschlossen wird.
Wertet man also gemédf (15) den Ausdruck (13) fir die generierende
Funktion F,, (v) aus

n n 91— ;L =1
’. 5 )"
By (3 =N\ L2 .
w (1) L2 (v —2) (4'»—1) VACOYEO i
i=1 »z=1

und vollzieht rechts die Summation zuerst bei fixem / unach %
unter Benlitzung des Satzes tuber die Partialbruchzerlegung,
welcher hier

N . A Yo o i
() F ) T ) ST ) =) 1 (33)
7= =1
3=

o v
A0 (=) S ()

ergibt, so ist dadurch nachgewiesen, dafl in der Tat

n — ] oy
‘ .‘{ P v l i " ()

f) = ) =)

n

e AT )
S — (=) [T (9i)?
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aur von P4y =27 —rt abhdngt und nunmehr kiirzer mit F (1)
pezeichnet, in der Form

n

| 3 } \ i \
i (J’)—L‘ /(_( ) +]l(1)(b (J) (]) (_y) ‘/_J (’_jfi;;]"/)_f/(;@—(l()}

i=

Jarstellbar  wird. Hierbei besitzt aber ®. (1) f(y), als Polynom
s—1)-ten Grades von g, flr y =y; bei i =1, 2, n den Wert
viif! (v, daher muf 1 — . () f(¥) f'(¥) durch f(y) teilbar sein,
d. h. es muB, wenn (. (3) = P.(¥) f(1) L gesetzt wird, in

Ly =GN+ H(nf) 0=Zc=2n--2 (17)

auch H.(y) ein Polynom von 1y definieren. Hierdurch endlich
erhiillt die generierende Funktion £ (), wenn in der ersten Gleichung
(16) statt P (y) der Wert G.(y)/Lf(y) substituiert wid, die
einfache Definitionsgleichung

n
F(y) = (i——l):Z(Ml))‘ Poy— 3"t = Go()+ H (). (18)

=2

Durch diese Darstellung der F.(y) erscheint die Aufgabe der
Bestimmung der Koeffizienten £ und damit derjenigen, von /i
unabhéngigen Operation (10), durch welche die Elemente w, ;45 von
4) aus den w;; gewonnen werden, auf die Untersuchung der
Eulerschen) Gleichung (17) zurtickgefiihrt.

Zur Berechnung der Funktionen F£.(¥), G:(v), H.(y) dienen
iuch noch die Rekursionen

Fp () =3 E(y)+ G(y) (19)
Gt () =y G (¥) — & F() (209
Heyp1(9) =y Ho () + 8. (9), (21)

Uﬂtel & den Koeffizienten von 37! in (+.(y) verstanden, welcher
dem von ym—2 in F,(y) entgegengesetzt gleich ist. AuBerdem kann
man fiir die / separat aus (19), (20) eine Rekursion ableiten

Foao () —2yFn(y)+3°F () + /() =0. (22)

.. Independent bestimmt man die Funktionen F;(y), aber nur
iy t=n — 2, mit Hilfe der von Jacobi und Rosenhain fiir die
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Behandlung der Gleichung (17) gefundenen Methoden, und zwar ayg
der bekannten Darstellung der Diskriminante L von f(y) =20

(—1y=1p"—2 L =Det , #%h=12 1mn—1 (23,

r—1
.Y
= T, = 'ILZ\_J(‘A—I—)\-——— 29) Py Prgrey — (0 —R) A p . (24

v =0

als  einer symmetrischen® Determinante (2 —1)-ten  Grades:
Ersetzt man ndmlich in der letzteren die Elemente o,_,
der (t+1)-ten Zeile, von unten, durch

(71)7.;1 (11 — )\) (—,1,7\—1 — 71.7.—2 + s ’1,)~—:: _ ip)ﬁl) (25'

so entsteht alsdann (—1)* =3 I (y).

Nachiragshemerkung.

Aus der Formel (2) in § 1 ist der Satz abzuleiten, da8 fir
eine rationale Funktion f. je nachdem der Grad 7 ihres Zihlers
den Grad 2 des Nenners Ubersteigt oder nicht, {—=z eine hyper
geometrische Reihe von #7+#—1 oder #2+#u Variabeln wird.

Wic ja iberhaupt dic Resultante zweier Gleichungen der Grade # und
<<t in dic Gestalt cincr symmetrischen Determinante sm-ten Grades
gebracht werden kann, wenn man cin System von 7 — 2 lincaren Gleichungen als
aufgeldst ansicht.
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