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Schon vor länger als einem Jahrzehnt habe ich mich mit dem 
zur Bildung der Sehnenmittenfläche zweier Kurven dualen Vorgang 
and dessen Verallgemeinerungen beschäftigt. In metrisch spezialisierter 
Komi besteht er einfach darin, zu zwei Flächen mit den Gleichungen 
; := ?! (£, 1)) und g =  rs2 (£, 1)) in rechtwinkligen Koordinaten die 
Punktmittenfläche« 2^ — 'ft (%, l)) +  'f2 (y, l)J aufzusuchen. Einige Son

derergebnisse dieser Überlegungen habe ich, in anderm Zusammen
hang, bereits in der Arbeit »Relative Minimalflächen«, Monatsh. Math. 
Phys., 31 (1921), p. 3 bis 19, mitgeteilt, auf die in der Folge mit 
R. M.« Bezug genommen werden soll. Diesen Punktmittenflächen 

■>t der I. Teil der vorliegenden Arbeit gewidmet. Es ergibt sich z. B. 
■ehr einfach, daß die Punktmittenfläche zweier Torsen eine Fläche 
mit einem Netz konjugierter Kurven ist, dessen Grundriß (d. h. Normal- 
riß auf die horizontal gedachte |J^Y]-Ebene) aus zwei Scharen von Ge
rden besteht. Mit diesen zu den Schiebflächen dualen Flächen hat 
■'ich inzwischen auch G. S c h e ffe r ’ s 1 in andrer Weise eingehend 
beschäftigt, insbesondre die Fälle untersucht, in denen diese Flächen 
zwei oder o o 1 solche Netze konjugierter Kurven tragen. Die Mitten- 
ilächen von Torsenpaaren, deren Gratlinien demselben lotrechten 
Zylinder zweiter Ordnung angehören, sind dual zu den Minimalflächen.

Die Bildung der Mittenflächen einer festen analytischen Fläche 
^ von der Gleichung  ̂ =  <I> (j, ij), und beliebiger andrer Flächen 6 
'̂ ßt sich als eine auf letztere ausgeübte Punkttransformation auffassen.

II. Teil der Arbeit wird gleich die etwas allgemeinere »i>-Spie- 
wlung an <I>« betrachtet, die sich durch die Gleichungen \iX =  jl;, 
11 — l), ( 1 — b) 3— b <t> (jl;, i)) definieren läßt und eine einfache

* Flächen mit geradlinig projizierbaren konjugierten Kurvennetzen. Mathem. 
Zeitschrift 16 (1923), p. 43 bis 77 ‘
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geometrische Bedeutung hat. Jede solche Transformation s)$b (v^ 
die Ebenen e des Raums in Flächen sx über, die aus $  durch jene oc 
Perspektiven Affinitäten mit lotrechten Affinitätsstrahlen hervorgeh..,- 
die s zur Affinitätsebene und ü =  b (b— 1) zum Streckungsverhäbn, 
haben. Läßt man nun noch b alle reellen Werte durchlaufen, so 
langt man zu einer Mannigfaltigkeit (4 > ) von o o 4 Flächen, die ^  
^  durch eine Gruppe von Affinitäten hervorgeht. W ie zu jcd, 
.Mannigfaltigkeit von oo-1 Flächen gibt es auch zu (<I>) eine relativ 
Flächentheorie. Die Grundgleichungen dieser (<I>)-Flächentheon 
stimmen mit denen der in R. M. behandelten (jj,)-Flächentheorie völlr 
überein, was vorauszusehen war, da die Mannigfaltigkeit ($) 
Mannigfaltigkeit (;j.) zentrisch ähnlicher Flächen dual ist. Von bc- 
^onderm Interesse sind wieder die (<£)-Minimalflächen. Sie lassen 
sich durch die Eigenschaft kennzeichnen, daß ihre Asymptotenlinien 
und die von 4> als Grundrisse Kurvennetze haben, die harmonisci 
liegen. Für <E> als Fläche zweiter Ordnung sind die (^)-Minimalflächen 
dual zu den gewöhnlichen Minimalflächen. Für <J> als Paraboloid mi; 
lotrechter Achse wird die Mannigfaltigkeit (<I>) zugleich eine Mannig
faltigkeit (ja). Die darauf bezüglichen Minimalflächen sind zugleich 
Schiebflächen.

L T e il.

1. Ebenenmittenflächen.

Aus S. L ies  bekannter Erzeugungsweise der Schiebflächen, 
als Sehnenmittenfläche zweier Raumkurven K v K 2, läßt sich un
mittelbar die folgende ableiten: 1

Legt inan an zwei Raiunkurven K v K 2 parallele Tangential
ebenen und sucht zu jedem solchen Ebenenpaar die Mitten
ebene z, also die zur nueigentlichen Ebene ü bezüglich ~1 und 
harmonische Ebene,, so umhüllen diese Ebenen eine Schiebfläche.

Diese Deutung führt zur Betrachtung von Flächen, die aib
zwei Flächen rsv cp2, statt Kurven, auf dieselbe Weise erzeugt werden, 
die nämlich von den Mittenebenen aller Paare paralleler Tangential
ebenen an ,pi und cp., umhüllt werden. Eine solche Ebenenmittenfläcln 
von cpx und cp0 geht durch zentrische Streckung aus der Schiebhiil'- 

fläche der einen Fläche längs der ändern hervor.2 Die Sehnen
mittenfläche zweier Kurven ist also zugleich deren Ebenenmittenfläche, 
indem man die Kurven als Vereine von oo - Flächenelementen auffaßt

Die Definition der Ebenenmittenfläche zweier Flächen läßt sich 
noch projektiv verallgemeinern, indem man einmal an Stelle der

1 E. M ü lle r , Krümmungslinien bezüglich der Flächenmannigfaltigkeit,
aus einer Fläche durch alle Schiebungen und Dilatationen hervorgeht. Sitzungsbe' 
unath.-natunv.) Ak. Wien, 127 (1918), Abt. Ihr, p. 2139.

A. a. 0., Satz 9. Der Name »Mittelfläche« ist für den Ort der Mittelpunkt 
der Strahlen einer Kongruenz gebräuchlich. Vgl. L. B ian ch i, Vorl. über Differentu-' 
geometrie, deutsch von M. Lu k a t, Leipzig 1899, p. 265.
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,cjr>entlichen Ebene irgendeine Ebene co setzt, dann statt des 
'^ppelverhältnisses — 1 ein andres festes b wählt. W ir nennen 
,.lC so erhaltene Fläche eine projektive Ebenenmittenfläche.

Für zwei Minimalkurven I l x, K 2, also für die Gratlinien von 
„vei Torsen, die dem absoluten Kegelschnitt umschrieben sind, ist 
|je Mittenfläche eine Minimalfläche. Sie wird für konjugiert-imaginäre 
Torsen reell. Zur projektiven Verallgemeinerung der Minimalflächen 
dangt man, wenn man K v K 2 als Gratlinien von Torsen wählt, die 
:nem Kegelschnitt in co umschrieben sind, und die projektiv ver- 
,11.1-emeinerte Mittenfläche von K x und I l 2 bezüglich co sucht. Man 
:-ann auch sagen, und K 2 sollen Kurven sein, deren Tangenten co 
;;i den Punkten desselben Kegelschnittes treffen.

2. Punktmittenflächen.

Bezeichnet o einen festen Punkt und b eine feste Zahl, so 
'eiten wir aus zwei Flächen rpp cp2 eine neue dadurch ab, daß wir 
zu je zweien auf einer Geraden durch o liegenden Punkten xv .r, 
,on ,f 1 und cp2 jenen Punkt x suchen, für den das Doppelverhältnis 
,.r ,r2 x o) — b ist. Der Ort (,r) =  rf  soll die projektive Punktmittenfläche 
'■on und cp2 bezüglich o und b heißen. Sie ist das duale Ge
bilde zur projektiven Ebenenmittenfläche.

Für b =  — 1 und o als uneigentlichen Punkt 11 ist cp die
t'niiktmitienfläche von rsx und cp2, nämlich der Mittenort (x) der Punkte- 
oaare x1 ;r0 von rsx und die auf den parallelen Geraden durch 

liegen.
Zur rechnerischen Darstellung des Zusammenhanges zwischen 

'f2 und cp wählen wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
und u als den uneigentlichen Punkt der s-Achse. Sind die Flächen 

und durch die Gleichungen

31 =  ? i  f c  1 ))»  32 =  ' f a  ( & l3 ) ( l )

gegeben, worin cp,, cp2 analytische, im allgemeinen mehrdeutige
Funktionen bezeichnen, so ist

2 ä = 'fi (M )  +  'fo(E, tj) (2)

die Gleichung der Mittenfläche cp, wie wir jetzt kürzer sägen wollen,
von 'ij und cp2.

Bequemerer Sprechweise halber denken wir uns die [Ä'YJ-Ebene 
des Koordinatensystems horizontal und nennen sie die Grundriß - 
diene JT, die Normalris.se von Gebilden auf sie Grundrisse. Dann 
kann man sagen: Konstruktiv erhält man Punkte der Mittenfläche 

von 'sx und cp0, wenn man von je  ::wei Punkten au f 'sx und cp2 
!,lit demselben Grundriß die Mitte x a u f sucht. Hieraus folgert man:

Die Mittenfläche cp geht durch die Schnittlinie von fx>1 und cp0 
llnd berührt jede lotrechte gemeinsame Tangente dieser Flächen.
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Zu je zwei Kurven K v K 2 des Raums mit demselben Grun ■ 
riß gehört eine Mittenkurve K, die durch die Schnittpunkte von i{ 
und K 2 geht. !

Die Mittenfläche zweier eigentlichen Ebenen s2 ist ein-. 
Ebene. Diese Mittenebene ist die zur lotrechten Ebene |- ? ■l- I v') •* ’
durch [s3 g.2 | bezüglich 3, und 30 harmonische Ebene. Analoges î- 
für die Mitten gerade zweier Geraden in einer lotrechten Ebene.

Die Tangentialebene im Punkt x der Mittenfläche von cp Ullu 

cp.2 ist die Mittenebene der Tangentialebenen in den zugehörigen 
Punkten .r., und x„ von cp, und Nennt man solche Tangential
ebenen von cp., und cp„ entsprechend, deren Berührungspunkte den
selben Grundriß haben, so kann man sagen: cp ist die Hüll fläche 
der Mittenebenen entsprechender Tangentialebenen von cpt mul z 

Geht eine Fläche cp., durch die lotrechte Schiebung um die 
Strecke n in cp{, über, so geht die Mittenfläche cp' von cpj und z[ 
aus der Mittenfläche von ,s1 und durch die lotrechte Schie
bung a/2 hervor; denn aus

+  2 i  —  'p, + ' f 2, 2 —  cp, +  cp' fo lg t  2  (tf— ö  - n.

Nun sind parallele, nicht lotrechte Eibenen stets durch lotrechte
Schiebung ineinander überführbar. Daher besteht der 
Satz 1: Die Mittenflächen einer Fläche cp m it parallelen, nicht lot
rechten Ebenen gehen durch lotrechte Schiebungen ineinander über 

Analog gilt der
Satz la :  In einer lotrechten Ebene gehen die Mittenkurven einer 
Kurve K  m it parallelen, nicht lotrechten Geraden durch lotrechlc 
Schiebungen ineinander über.

3. Mittenflächen einer Fläche mit sämtlichen Ebenen.

Die Mittenfläche cp, von cp und einer nicht lotrechten Ebene 
s, ergibt sich dadurch, daß man die in lotrechter Richtung gemessenen 
Abstände der Punkte der Fläche cp von der Ebene hälftet. Dieser
Übergang von cp zu cpt ist eine perspektive Affinität mit al>
Affinitätsebene, lotrechten Affinitätsstrahlen und dem »Streckungs- 
Verhältnis« V,. Jeder nicht lotrechten Ebene s,- ist so eine Affinität 
21/ zugeordnet. Die Transformation ?0'_1 (̂/- ist wieder eine perspektive 
Affinität mit u als Richtung der Affinitätsstrahlen, nämlich jene, die 
den durch (̂/ transformierten Raum in den durch 'xH/, transformierten 
überführt. Da 3(,- und die Punkte der ("lotrechten) Ebene [s/st-//] 
in gleicher Weise transformieren, so läßt W,“ 1 (̂/. die Punkte dieser 
Ebene ungeändert, hat also diese Ebene durch 11 zur Affinitätsebene.

W ir nennen nun in Anlehnung an H. Graßmann d. J.1 eine 
perspektive Kollineation, deren K.-Zentrum und K.-Ebene v e re in ig t

Ges. Werke von H. Graß  mann, Bd. L,. p. 454.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Punktmittenflächen eine \rt relative:- Flächentheorie. 259

,(,en, e'ne kollineare Schiebung mit dem K.-Zentrum als Schieb- 
■ririnn oder Zielpunkt, und der K.-Ebene als Schiebebene. Dann ist 

eine affine Schiebung mit 11 als Zielpunkt und s/. u] als 
V.hiebebene. In dieser Schiebung entspricht der Ebene s;- die ihr 
'iurch 51/• zugeordnete Ebene.

In jeder zur Schiebebene parallelen Ebene erfahren alle Punkte 
lieseibe Schiebung. Hieraus folgt, daß die affinen Schiebungen 
niKijiJreue Transformationen sind.

Die Anwendung der Affinitäten auf die Fläche gibt den 
ziispannrenfassenden
Stil'■ !'■ ° ° d Mittenßächen einer festen Flüche cp m it den, nicht 
Jan Bündel durch 11 =  IT an gehör enden. Ebenen gehen aus 
JurcJi perspeklire Affinitäten mit lotrechten Affinitätsstrahlen, dem 
Slrecknngsverhältuis 1/2 und der jeweiligen Ebene als Affinitäts- 
ck'iie hervor Die Flächen sind durch affine Schiebungen m it 11 
tiJs Zielpunkt ineinander ilbeiflihrbar Die zum Flächenpaar cp,-, cp/. 
»vhörige Schiebung hat [s/ //] als Schiebebene, und es entspricht
in ihr der Ebene jene Ebene, die zufolge der Affin ität ?(/. zu- 
;vordnet ivird, die in cp/- verwandelt.

Analoges gilt in jeder lotrechten Ebene für die oo2 Mitten- 
kurven K,- einer festen Kurve K  mit den nicht lotrechten Geraden 
der Ebene.

4. Einige konstruktiv verwendbare Folgerungen.1

Für als Drehfläche mit lotrechter Achse .4 und cp., als 
Regelfläche, dife .4 zur Leitgeraden und einen Drehkegel mit der 
.Achse A als Richtkegel hat, ist die Mittenfläche beider durch Windung 
einer zur Meridiankurve von cp, in der oben angegebenen Weise 
affinen Kurve um .4 erzeugbar. Unter Windung um A  sei dabei 
eine aus Drehungen um .4 und Schiebungen längs A  zusammen
gesetzte stetige Bewegung verstanden; jede durch Windung einer 
Kurve erzeugte Fläche heiße Windungs fläche. Umgekehrt läßt sich 
jede Windungsfläche, deren erzeugende Kurve einer Ebene durch 
die Windungsachse angehört, als Mittenfläche zweier Flächen cler 
angegebenen Art auffassen, wobei cp2 sogar immer als gerades Konoid 
wählbar ist.

Für cp1 als Drehfläche mit lotrechter Achse .4 und cp2 als 
S'leichachsige Wendelfläche ist die Mittenfläche eine Schraubfläche. 
Daß jede Schraubfläche mit lotrechter Achse sich so auffassen läßt, 
■st die geometrische Deutung ihrer bekannten Gleichung % — / ( r) +  f cp 

den Zylinderkoordinaten cp, r, 3.

1 Die Konstruktion der »Summenfläche« zweier Flächen findet sich auch bei
-}■ l- ilje s tröm , Sur la generation geometrique des courbes et des surfaces, Arkiv 
*• ’natematik, astronomi och fysik, Bd. 13, Nr. 4, Stockholm 1918 — 19; die Ver
wendung der Mittenfläche ist geometrisch vorteilhafter.
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Die Mittenfläche zweier Schraubflächen (Drehflächen inbegrjffe.. 
mit gemeinsamer lotrechter Achse ist eine gleichachsige Schraui 
fläche. Aus einer Wendelfläche und einem Drehkegel mit g e m e i r  
sanier Achse erhält man so eine schiefe geschlossene Regelschrauh 
fläche, aus einer beliebigen Regelschraubfläche und einem gleic- 
achsigen Drehkegel eine Schraubfläche, die durch Schiaubung ein - 
in einer lotrechten Ebene befindlichen Hyperbel entsteht.

5. Mittenfläche zweier Zylinder.

Es seien und rf 2 zwei Zylinder, deren Erzeugenden nicly 
zu derselben lotrechten Ebene parallel sind. Dann schneiden di. 
lotrechten Ebenen durch die Erzeugenden von ,s1 aus cp2 K u r v e 1' 
aus, die durch Schiebungen in der Richtung der Erzeugenden dies  ̂
Zylinders ineinander übergehn. Die Mittenkurven zwischen dieser, 
Schnittkurven und den Erzeugenden von cpj sind dann nach Nr. ‘i 
und 3 zu den erstem affin und durch Schiebungen ineinander 
überführbar. Da Gleiches für die Mittenkurven in den lotrechten 
Ebenen durch die Erzeugenden von cp2 gilt, so hat man den 
Satz 1: Die Mittenfläche zweier Zylinder, deren Erzeugenden nicht 
zu derselben lotrechten Ebene parallel sind, ist eine Schiebfläch, 
deren erzeugende Kurven den lotrechten Ebenen durch die Zyliuder- 
erzeugeiiclen ari gehören.

ln dem ausgeschlossenen Fall ist die Mittenfläche ein Zylinder.
Vom Satz 1 gilt die folgende Umkehrung:

Satz 2: Jede Schiebfläche, deren erzeugende Kurven lotrechtcv 
Ebenen augehören, läßt sich als Mittenfläche zweier Zylinder mit 
horizontalen Erzeugenden auffassen.

Gehören nämlich die Kurven K X,K 2 in den lotrechten Ebener 
s,, e2 verschiedenen Erzeugendenscharen unsrer Fläche an, und sind 
H ly H.y die Schnittlinien von und s2 mit II, dann ist K x Mitten
kurve von oo1 durch lotrechte Schiebungen auseinander hervorgehen
den Kurven R *  mit zugeordneten, zu H x parallelen Geraden.1 Dies 
gilt für jede zu sx parallele Ebene. Da die Kurven K x durch 
Schiebungen |'s2 ineinander übergehen, so gilt dasselbe für die 
Schiebscharen Wählt man nun in diesen Scharen solche Kurven 
aus, die einem Zylinder 'f2 mit Erzeugenden H 2 angehören, so 
erfüllen die zugeordneten Geraden jji^ einen Zylinder cp1 und die 
Mittenfläche von rs>x und rf 2 ist die gegebene Schiebfläche.

Da i  =  f ( a  JL’ +  fr ty) die Gleichung eines zu II parallelen Zy
linders ist, so hat jede Schiebfläche der obigen Art eine Gleichung 
der Form

2 1 — /x (cii E+& 1 1 )) + /2  (a2 E+ fr-2 *))•

1 Denn eine Fläche j  =  <p (£, t)) ist Mittenfläche der Fläche g =  2 y (£, 
und der Ebene g =  a für beliebige Werte von ct. Analoges gilt für Mittenkurven in 
einer lotrechten Ebene.
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M Grundrisse der erzeugenden Kurven dieser Schiebfläche sind die 
.‘,.u-allelstrah]büschel a1 i' +  Cij t) =  konst. und n2 £ +  ö., 1) =  konst. Die 
liuipttangentenkurven der Fläche bilden sich daher im Grundriß 
] , K u r v e n n e t z  ab, dessen beide durch einen Punkt gehende Linien- 
Icinente die Richtungen der beiden Parallelstrahlbüschel harmonisch 

■rannen.
Jedes elliptische oder hyperbolische Paraboloid mit lotrechter

\chse i-t eine Schiebfläche dieser Art. Denn die Gleichung
(1 j;- +  6 i)2 einer solchen Fläche läßt sich schreiben

2 3 =  ( V /a l  +  \/b t))2+ ( N/n s/b i))2.

Bezeichnenf und/konjugierte analytische Funktionen, so ist

2 3 =  +  * ! ) )+ / (£ - / 0) ( 2)

die Gleichung der (reellen) Mittenfläche der konjugiert komplexen 
horizontalen Zylinder 3 = / (* ;  + nj) und j =  / (^— fl)), die von den 
beiden absoluten Punkten in II ausstrahlen. Diese Fläche ist eine 
Schiebfläche, deren erzeugende Kurven den lotrechten Minimalebenen 
angehören.1

Für f ( l  +  i t)) =  P  (£, t)) +  / 0  (%, t}) erhält Gleichung (2) die Form
)

5 — P (b  ty)- (3
Mithin gilt der

Sale 3: Ist P  (£, y) der reelle (oder imaginäre) Bestandteil einer 
analytischen Funktion von £ +  so stellt 3 =  P  (£, tj) eine Schieb - 
fläche dar, deren erzeugende Kurven den zu TI normalen M in im a l- 
ebenen angehören. Ihre Haupttangentenkurven haben als Grundriß  
da orthogonales Kurvennetz.

Aus Satz 2 folgt ferner die Umkehrung:
Salz 4: Jede reelle Schiebfläche, deren erzeugende Kurven den zu II 
normalen Minimalebenen angehören, hat eine Gleichung 3 =  P  (j, tj), 
wo P  (y, tj) den reellen Teil einer analytischen Funktion von £ +  z'l) 
^zeichnet.

Für den Neigungswinkel z der zum Punkt Q;, l), 5) einer Fläche
i =  <!> (£, y) gehörigen Tangentenebene gegen II besteht bekanntlich die 
Beziehung

* ' = ( % ) + ( i f f  (4)

Für gegebene Werte von z stellt (4) die Grundrisse der L ich t- 
Rächen der Fläche bei lotrechter Beleuchtung dar.

1 Auf diese Flächen habe ich bereits R. M. hingewiesen. Vgl. a. a. 0., p. 12, 
‘‘uönote 3.
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Für die durch Gleichung (2) gegebenen Flächen erhält (: 
die Form

tg- - - ■ f  ( l  +  i D) - f  (X— i «)■

Wählt man insbesondre /  ( v  +  / l ) )  — (jl; +  / !))'■', w o  u  reell sen- 

soll, und setzt =  r (cos cp ± 7  sin cp), so haben wir es mit j ..
Schiebfläche

ä =  r "c o s « . 'f  „j
zu tun, für die dann

tg“ " — 11- Cl-' +  D2) " - 1 (7

ist. Daraus folgt: Die Licht gleichen fü r lotrechte Beleuchtung dCi 
durch Gleichung (6) definierten Schiebflächen stellen sich im  Gnmdr'n 
als konzentrische Kreise um den Ursprung dar Zu diesen Flächt;
gehört das gleichseitige hyperbolische Paraboloid (// =  2) und dk
Fläche1 mit der Gleichung 3 (j;2 +  l)-)— J.; =  0 (// =  — 1).

6 . Eine infinitesimalgeometrische Eigenschaft der Mittenfläche.

W ir ordnen solche Punkte von cp̂ und cp., einander als ent
sprechend zu, die denselben Grundriß haben. W ie bei jeder Punki- 
abbildung zweier Flächen aufeinander gibt es dann in den Umgebungen 
zweier entsprechenden regulären Punkte ein Netz konjugierter Kurvcr 
auf cp1? dem ein ebensolches Netz auf 'f., entspricht. Diese beider 
Netze haben in unserm Fall denselben Grundriß. Unter Benützung 
der in Nr. 2 erwähnten Eigenschaften der Mittenfläche folgert mar 
daraus2 den wichtigen
Satz 1: Sucht man a u f zwei Flächen cp,, cp2 jene Xetze konjugierte1 
Kurven, deren Grundrisse sich decken, so ist dieses Kurvenuek in 
H zugleich der Grundriß eines Netzes konjugierter Kurven auf da 
Mittenfiächc cp von 1 und cp.,.

Er ergibt sich auch rechnerisch unmittelbar aus der Gleichung

2 ä =  (M )  +  '-?2 (bÜ ) (!l

der Mittenfläche Bezeichnet man nämlich die zwreiten partieller. 
Ableitungen von 5 nach £ und l) in üblicher Weise mit r ,s ,t  unc 
kennzeichnet die analogen Ableitungen von cpj und cp, durch B e ifü g e n  
von Zeigern, so folgt aus (1)

2 r  — r x+ r 2, 2 s =  +  <?,, 2 t = : t 1+  /.,. (-1

Da nun die Grundrisse der Asymptotenlinien (Haupttangentenkurveir
der Flächen cp1? cp,, cp beziehungsweise durch die Gleichungen

] Ich habe sie in Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 25 (1916), p. 224, »Kubisch 
achsiale Kugel« genannt.

2 Analog wie in der in Nr. 1, Fußnote 1, erwähnten Arbeit der Satz 0 be
wiesen wurde.
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 ̂1 d  ̂■S’i d d 1) +  /x d l)- — 0 j
r 2 d +  2 s, d jl’ d i) +  d l)- =  0 (3)
r  d }f +  2 5 d %d 1} -f- / d i)- =  0 )

„.■stimmt sind und zwischen deren linken Seiten wegen (2) eine
^lilbeziehung besteht, so gehören die einem Punkt i) (in einer 
stimmten Schicht) durch die drei Gleichungen zugeordneten Linien- 

jcmente einer Involution an. Die Doppelelemente dieser Involution 
;iviinen die drei Elementenpaare harmonisch, sind daher Grundrisse 
konjugierter Elemente aller drei Flächen. Damit ist Satz 1 rechnerisch 
vwiesen.

Aus den ersten zwei Gleichungen (3) folgt aber zugleich für 
jie Doppelelemente der Involution die Gleichung

(i\ s2—  •?! r 2) dy2-h(!\ t2— tx r 2) d i  d i) +  s2) d\f =  0, (4)

..No die Differentialgleichung des Grundrisses des in Satz 1 e r
wähnten Kurvennetzes.

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die 
urch die ersten zwei Gleichungen (3) einem Punkt (;;, y) zugeordneten 

l.inienelemente einander harmonisch trennen, lautet bekanntlich

r A t2— 2 5, s2 +  t1 r 2 =  0. (5)

Diese Gleichung gibt die Bedingung dafür an, daß die Grund
risse der Asymptotenlinien in entsprechenden Punkten von und cp2 
{iuauder harmonisch trennen.

7. Mittenfläche zweier Torsen.

Für eine Torse rf x sind die doppelt überdeckten Grundrisse 
ucr Erzeugenden die Grundrisse der Asymptotenlinien. Die Mitten- 
iliiche cp von cpt und einer beliebigen ändern Fläche cp0 besitzt daher 
:ach Nr. 6 ein Netz konjugierter Kurven, dessen Grundriß aus dem 
i'iundriß der Erzeugendenschar von cpt und der zu diesen Geraden 
bezüglich des Grundrißnetzes der Asymptotenlinien von cp2 kon
jugierten Schar besteht. Wählt man auch als Torse, so folgt 
Heraus der
V//;; 1: Die Mittenfläche zweier Torsen besitzt zwei Scharen ebener 
-"iijugierter Kurven, deren Grundrisse sich m it denen der Torsen-
I r-engenden decken.

Von dieser Fläche cp lassen sich sowohl die Tangentialebenen z 
;lJs auch deren Berührungspunkte / leicht konstruieren. Von zwei 
^ngentialebenen zv z2 der Torsen cpx, cp2 ist die Mittenebene z eine 
^ngentialebene von cp. Zu den Berührungserzeugenden Tv T2 von
■ p ff2 m it beziehungsweise z2 gibt es eine lotrechte sie schneidende 
Jei-ade; die Mitte der zugehörigen Schnittpunkte ist nach Nr. 2 der
II : gehörige Berührungspunkt t.

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. Kl., Abt. IIa, 134. Bd. 20
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Die Mittenfläche 'p einer Torse cpj und einer b e lieb igen  Fläche 
ist die Hüllfläche der Mittenflächen von cp, und der o o 1 Tangent,/ 
ebenen ^  von cpr  Nach Nr. 3  gehen letztere Flächen aus cp, c|Ul' 
bestimmte Affinitäten hervor. Da die Charakteristiken ihrer H(,; 
fläche cp in den lotrechten Ebenen durch die Erzeugenden von 
liegen, so bilden sie die eine Schar des oben erwähnten Netz 
konjugierter Kurven. Für zwei Torsen folgt hieraus der 
Satz 2: Die Mittenßäche zweier Torsen wird längs der ScJniiu 
kurven mit den lotrechten Ebenen durch die Erzeugenden der ein,, 
Torse von Torsen berührt, die aus der ändern Torse durch j\ 
spektive Affinitäten ?(,• hervorgehen.

Auf der Mittenfläche cp zweier Kege! cpt , cp, sind die in ck- 
lotrechten Ebenen durch die Kegelerzeugenden liegenden konjugierte! 
Kurven »Kegelkurven«, d. h. die längs ihrer umschriebenen Toix. 
sind Kegel, und zwar zu cp, beziehungsweise cpj affin. Die Spitze 
dieser Kegel gehören daher den lotrechten Geraden durch die Spitzt 
von cp, und cpt an.

Auf der Mittenfläche cp zweier Zylinder ergeben sich konjugier! 
Zylinderkurven. Hieraus folgt neuerlich, daß cp eine Schiebfläche i>> 

Die Mittenflächen von Torsen sind (samt ihren kollinear ylt 
wandten) zu den Schiebflächen dual.1 Diese Dualität kommt vielleit!:' 
am sichtbarsten zum Ausdruck, wenn man die Torsen in lineare: 
Ebenenkoordinaten darstellt, wofür sich die sogenannten Prismen 
koordinaten - vorzüglich eignen. Drei lotrechte, nicht derselben Eber, 
ungehörige Gerade (die »Achsen«) mögen II in den Punkten ov ov <> 
schneiden. Haben die Achsenschnittpunkte einer Ebene von ov o.„>' 
bezüglich die Abstände t,, t>, t3, so sind dies die Prismenkoordinarer 
der Ebene. Die Koordinaten der Mittenebene zweier Ebenen sin, 
dann die arithmetischen Mittel aus den entsprechenden Koordinate: 
der letztem Ebenen. Sind also

t/ =  ?/ (lt) und t/ =  4/ (n), ( i =  1, 2 , 3 )

die Gleichungen zweier Torsen und <!> in den Parametern n, D, 
stellen die Gleichungen

2  t/ =  s /  (u ) +  ^/ (U\ ( i =  1, 2 , 3 )

die Mittenfläche von cp und >b dar. Aus der formalen Übereinstimnui11- 
dieser Gleichungen mit denen der Schiebflächen in kartesische' 
Koordinaten folgt, daß jedem Satz über Schiebflächen ein Satz ü'v- 
die Mittenfläche zweier Torsen entspricht. Den Sätzen z. B. v" 
K. R e id em e is ter  über jene Kurven, deren Sehnenmittenfläclie

1 Diese Bemerkung machte schon E. G o u rsa t , Lecons sur l ’integratior
equations aux derivees partielles du second ordre, t. I, p. 160.

Enzvkl. math. Wissensch., III, A B 7 (E. M ü l le r ) ,  Nr. 22.
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indschiete Regelflächen sind,1 entsprechen Sätze über Torsen, deren 
xljttenflächen (mit sich selbst  ̂ windschiefe Regelflächen sind.

8. Duale Flächen zu den Minimalflächen.

Nach der in Nr. J erwähnten projektiven Verallgemeinerung 
;M- Minimalflächen sind die dazu dualen Flächen die projektiven 
Mittenflächen bezüglich eines Punktes o von zwei Torsen, deren 
iratlinien demselben Kegel zweiter Ordnung mit der Spitze in o an- 
ehören. Wählt man o wieder als den uneigentlichen Punkt n — TI, 
’,) folgt der

\it: 1: Haben zwei Torsen cp1; cp2 Gratlinien mit demselben Kegel- 
sdinitt V  cds Grundriß, so ist die Mittenfläche von rsx und 
int zu einer Minimalfläche duale Fläche. Sie besitzt die kenn- 
•iclmcnde Eigenschaft, daß es a u f ih r ein Netz konjugierter Kurven 
■IM. deren Grundrisse in die Tangenten von V fallen.

Die Grundrisse der Asjrmptotenlinien einer solchen Fläche 
bilden also ein Kurvennetz, für das die beiden zu einem Punkt 
gehörigen Linienelemente (von Kurven derselben Schicht) bezüglich 
i‘ konjugiert sind. Betrachtet man V  als absoluten Kegelschnitt einer 
Maßgeometrie in II, so kann man auch sagen, dieses Kurvennetz 
ist V-normal.

Die Mittenfläche zweier Kegel (oder Zylinder) ist stets eine 
Fläche obiger Art; die Kegelspitzengrundrisse bilden die zerfallende 
Kurve T

Das duale Gegenstück zu R ibau cou rs Erzeugungsweise der 
Minimalflächen als Hüllfläche der Mittelebenen einer isotropen Kon
gruenz2 ist folgendes. Zwei Kurven C1} C2 sollen demselben lot-
xhten Zylinder zweiter Ordnung angehören. Sind Tx> T2 Tan- 
^uten von C1 beziehungsweise C2, und sucht man au f der Tx und 

schneidenden lotrechten Geraden die Mitte t der Schnittpunkte. 
'0 ist der Ort (t) dieser Punkte eine zu einer Minimalfläche duale 
Fläche. Denn (/) ist nach dieser Konstruktion jedenfalls die Mitten- 
■läche der Tangentenflächen von Ct und C2. Bezeichnen nun tt 
'ind /, die Berührungspunkte von T1 und T2 mit C, beziehungsweise 
» so ist t auch der Schnitt der Mittenebene von T2\ und [t2 TJ 

>iit der Polare von [/j t2 w] bezüglich i. Diese Konstruktion von t 
aber, wie man leicht erkennt, vollkommen dual zur Ribaucour- 

ĉhen Konstruktion der Tangentialebenen einer Minimalfläche. Die
langentialebene in t ist nach Nr. 2 die Mittenebene t der
schmiegebenen von Cx und C2 in den Punkten tx und t2.

Eine Fläche cp sei auf zwei Arten Mittenfläche von Torsen- 
?;laren, deren Gratiinienpaare ihren Grundriß beziehungsweise in den

1 Vgl. W . B la s c h k e  u. K. R e id e m e is te r ,  Vorl. über Differentialgeometrie,. 
:1- II, Berlin 1923, p. 86 .

2 Enzykl. math. Wissensch. IIIZ ) 5 (v. L i l ie n th a l ) ,  Nr. 30.
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Kurven zweiter Klasse V  und W  haben. Der Grundriß der Asyni 
ptotenlinien von rs ist dann ein Kurvennetz, dessen beide durch einlT 
Punkt,r gehenden Linienelemente sowohl bezüglich Fals bezüglich || 
konjugiert sind. Diese Linienelemente gehören daher jenen beic’er 
Kurven der durch Fund PF bestimmten Schar ( V W )  an, die durc, 
x  gehen. Anders ausgedrückt: Die Asymptoteuliuien einer solchu 
Fläche 's haben als Grundriß die Kegelschnitte der lineare 
Schar (V  11 y.1

II. Teil.

9. Eine räumliche Punkttransformation.

Die Bildung der Punktmittenflächen einer festen analytischer 
Fläche <I> mit beliebigen ändern analytischen Flächen <J) läßt sich 
als eine auf letztere ausgeübte Punkttransformation auffassen. Wir 
betrachten gleich eine noch etwas a llg em e in e re  Transformation. 
Schneidet die durch einen Punkt x mit den rechtwinkligen Koor
dinaten i),  ̂ gelegte Gerade [x  u] die Fläche <I> in den (rellen oder 
komplexen) Punkten y, (i =  1,2. ), so sollen jene Punkte xf auf
\x u], für welche die Teilverhältnisse ( xyjxf )  einen vorgegebenen 
Festwert b haben, dem Punkt x als entsprechend zugeordnet werden. 
Stellt 5 =  <I> (x, i)), worin ( j l -, i)) eine im allgemeinen mehrdeutig 
analytische Funktion bezeichnet, die Fläche <I> dar, so gelten für diu 
Koordinaten ;rx, i)x, x̂ der Punkte xf  die Gleichungen

^  =  t , x = 1) jJ x =
1 — b

Sie definieren die Transformation x xK, die wir mit odei 
ausführlicher mit Wl (<J>, u, b) bezeichnen und die b-Spiegehtn;, 
an <I>, für b =  2 insbesondre Spiegelung an <I>, nennen wollen. 
Die einer Kurve K  oder einer Fläche zufolge entsprechender 
Gebilde sollen mit K A beziehungsweise <j/x bezeichnet werden. Du 
Mittenfläche dix von 4> und 6 entspricht 'i zufolge der Trans- 

fo rm ation  W t- i.
Schreibt man statt <!> (jl1, t)), & Cr, ij), <]>x (,r, l)). ., kurz <I>, fy*.. 

so folgt aus (1) die Gleichung

_  b o>

oder, wenn man =  t> setzt,
b— 1

(jjx— (Ij — y (<I>— di). ^

L Die Gleichung von cp findet sich bei G. S c h e ffe r s ,  a. a. 0., als Gleichung

2 Genauer müßte man von Pnnktspicgelungcn an (I> sprechen, da es analo- 
Ebcncnspicgdungen  gibt. Letztere treten jedoch im folgenden nicht auf.
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Sie sagt aus:

SUl: !'■ Trägt man a u f jeder lotrechten Geraden die d-fachen Ab- 
<1 Hude jedes (T> augehörigen Punktes von sämtlichen Schnittpunkten 
jcr Geraden m it 'jj von diesen Punkten aus ab, so gelaugt mau ;:u 
Im Punkten der Fläche <l>*, die durch die Transformation i)Jib aus 6 
Iwrvorgeht.

Die Fläche 6X geht stets durch die Schnittkurve von 6 und <I>. 
Für die zweien Flächen ’j, entsprechenden Flächen 6X 6 x 

folgt aus (2)

Fiir — konst. ist also auch 4X— '!/ konstant. Zweien durch
lotrechte Schiebung auseinander hervorgehenden Flächen entsprechen 
mithin zufolge wieder zwei solche Flächen. Eine Schiebschar
roii Flächen soll aus einer Fläche durch sämtliche lo trech ten  
Schiebungen entstanden sein. Dann kann man sagen: führt jede
Schiebschar von Flächen wieder in eine solche über Insbesondre 
führt ilftb jedes Büschel paralleler Ebenen in eine Schiebschar von 
Flächen über.

Nach Satz 1 geht die einer Ebene 3 zufolge entsprechende 
Fläche sx aus <i> durch jene perspektive Affinität mit lotrechten 
Affinitätsstrahlen hervor, für die s die Affinitätsebene und u das 
Streckungsverhältnis ist. Diese zu gehörigen Affinitäten bewirken 
dne Ver-'ofachung des Volumens. Begrenzt die Fläche <T> ein end- 
’iches Volumen, so begrenzen also alle Flächen sx das u-fache 
dieses Volumens. Ist 5 =  ajr +  b l) +  c die Gleichung der Ebene so 
lautet nach (2) die Gleichung von sx

a x +  M) +  c i _
n 1 — b }

Wie in Nr. 3 schließt man, daß diese Flächen sx durch affine 
Schiebungen auseinander hervorgehen. Die zweien Ebenen s,, s, ent
brechenden Flächen sx, sx schneiden sich nach einer in der Ebene 
•1 -ä »•] liegenden Kurve. W ir halten fest:

2: Die Transformation führt die Ebenen in jene Flächen 
über, die aus durch die oo3 perspektiveu Affinitäten mit lot-

echten Affiuitätsstrahleu hervorgeheu, deren Streckungs-Verhältnis 
l'~ b : (b — 1 ) ist. Die Flächen sx gelten auseinander durch lotrechte 
tffine Schiebungen hervor

Übt man auf die Ebenen des Raums die o c l den möglichen 
Weiten von b entsprechenden Transformationen aus, so erhält 
flan eine Mannigfaltigkeit ( (I>) von oo 1 Flächen, die aus <I> durch 
Amtliche perspektiven Affinitäten mit lotrechten Affinitätsstrahlen
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hervorgehen. Zu diesen Flächen gehört, für b — oo, die Fläche <|> 
selbst (vgl. Gleichung [2]). Die erwähnten Affinitäten bilden eir 
viergliedrige Gruppe $l4. Bezeichnet nun <J> eine _von verschiedet 
Fläche aus (<I>), so wird die Transformalion ((I>, u, b) eine Ebene 
in eine Fläche sx überführen, die aus durch eine Affinität aus  ̂
hervorgeht. Da aber aus <I> ebenfalls durch eine Affinität derselbe; 
Gruppe entstanden ist, so wird auch eine Affinität von 3f4 die Fläche 

in sx überführen, d. 1̂  Ix gehört ebenfalls zu den Flächen (<|> 
Die Transformation Wc (<T>, u, b) wird also alle Ebenen in oo3 Flächer 
der Mannigfaltigkeit (<J>) überführen, die auseinander durch lotrecht, 
affine Schiebungen hervorgehen.

Die Asymptotenlinien der Flächen (<I>) gehen aus denen vor 
durch die Affinitäten ?f4 hervor, haben daher als Grundrisse das

selbe Kurvennetz1 FF, bestimmt durch die Differentialgleichung

Rd f + 2 S  d i  d \) +  Td  l)2 =  0, (d

wenn <t>D; =  R , t) — 5, =  T gesetzt wird. Durch die ir
(6) linker Hand stehende Differentialform zweiten Grades wird der 
Ebene TI eine M aßbestim m ung aufgeprägt. Das <J>-Längen- 
quadrat des zum Punkt x' (r, t)) gehörigen Linienelements dx, di 
ist der Wert der Differentialform. Gleichung (6) definiert die Kurvcr 
von der <t>-Länge null. Zwei zu x' gehörige Linienelemente dsv ds., 
bilden mit den Elementen der Länge null ein Doppelverhältnis o: 
flo gn a to  (f ein Festwert) soli der ^-W inkel der beiden Linien
elemente heißen. Für o =  — 1 nennen wir die Elemente <T>-normal. 
Zu einer Kurvenschar in II gibt es immer eine <I>-normale.

Unter dein ^ -W in k e l zweier von einem Punkt x des Raums 
■ausgehenden Linieuelementen verstehen w ir den <\>-Winkel ihrer 
Grundrisse. Da je zwei in der Transformation =  ))Jl (<!>, //, 1) 
einander entsprechende Punkte denselben Grundriß haben, so schließen 
zwei von x ausgehende Linienelemente denselben ^-W inkel ein, wie 
ihre zufolge 9)4 entsprechenden Elemente. Dies läßt sich in der 
Form aussprechen:
Sat.: 3: Die Transformationen 9)4 sind konform.

Auf jeder Fläche 'j> gibt es ein Netz ^-normaler Kurven. Be
zeichnen nämlich r,s , t die zweiten partiellen Ableitungen von t!) U'■ 
so ist nach Gleichung (4) in Nr. 6

(R s — 5 r ) d yr-\-{R t—■ T r )  d £ d l) +  ( 5 1— Ts) d i)2 =: 0 l1

die Differentialgleichung dieses Kurvennetzes. Führt 9J?t> die Fläche '• 
in 6X über, so folgt aus Gleichung (2), daß zwischen den z w e ite n

1 W ir sprechen von einem Kurvennetz, obgleich durch jeden Punkt x'  in  ̂
mehrere Kurvenpaare gehen, entsprechend den verschiedenen Flächenpunkten, d|1 
in x ’ ihren Grundriß haben. W ir sagen dann, die Grundrisse der AsvmptotenlinilV 
gehören verschiedenen Sc h i c h t e n  an, und setzten fest, daß wir bei infinitesimal-
Betrachtungen immer in derselben Schicht verbleiben.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Punktmittenlläclien und eine Art relativer Flächentheorie. 209

[r;icllen Ableitungen rx, .s-x, tx von d)x (j, i)) und zwischen r, s, t die
;j;:ielHingen

( l — b) rx =  r — b R, (1— b) -s'x =  -s'— b 5, (1 -b )  /x =  /— b T

vstehen. Die Gleichung (7) bleibt daher auch gültig, wenn man
,-t/ durch r x,sx, tx ersetzt. Dies gibt den

4 ; J)ie <\>-normal konjugierten Kurven einer Fläche sind 
■oi\iruwt gegenüber den Transformationen (<[>, u, b).

Für b =: —  1 erhält man den Satz in Nr. 6.
Wählt man <l> als Torse, so geht jede Torse 6 durch die

Transformationen (<J>, u, b) in Flächen '̂ x über, die ein Netz kon
jugierter ebener Kurven besitzen.

Berührt <I> die uneigentliche Ebene Q in u, so fü h rt jede 
Transformation die Ebenen in Flächen sx über, die in u 
okulieren. Denn in jeder Ebene durch u erleidet die Schnittkurve
mit <l> eine affine Schiebung (Nr. 3), wird also in eine sie in u os-
kulierende Kurve übergeführt.

10. Die Grundgleichungen der (<£>)-Flächentheorie.

Zu jeder Mannigfaltigkeit von oo 1 Flächen gehört eine darauf 
bezügliche Flächentheorie,1 also auch zu der durch die Gleichung

g a i; +  b t) +  c +  U (]>, ( 1 )

worin a, b, c, t) beliebige Konstanten bezeichnen, definierten Mannig
faltigkeit (<!>). Da diese Mannigfaltigkeit dual ist zur Mannigfaltigkeit 
( ;j.) zentrisch ähnlicher Flächen, so ließen sich die in R. M. aufge
stellten Grundgleichungen der (;x)-Flächentheorie leicht dual über
tragen. Ich will jedoch hier, von Gleichung (1) ausgehend, die
C.rundgleichungen der (<E>)-Flächentheorie unabhängig von jenen 
Betrachtungen ableiten. Denn dieser kürzere W eg ist ganz analog 
für die (|A)-Flächentheorie gangbar.2

Vgl. R. M., insbesondre Xr.

Als Koordinaten einer orientierten Ebene sollen die Richtungskosinus li^Ug,u3 
ilner Normalen und der Abstand in der Ebene vom Ursprung gewählt werden. Dann ist

U) =  Hi 111—I—Oo lt'5 =  a (i i j,u 2,u3)

Gleichung des Punktes a mit den Koordinaten a j, cto, CI3 und

11) =  (llx ll:j) mit ttf-t-uf—Htfj =  1
Jie Gleichung einer Fläche. Die partiellen Ableitungen von u. nach den 11/ sind die 
’eclit\vinkligen Koordinaten des Berührungspunktes der Tangentialebene, nämlich 
■ 1) =  g == Da u.— a die Abstände der Tangentialebenen der Fläche u.
v°in Punkt a angibt, so stellt lu =  t ( [ ) .  - n )  die Gleichung der Fläche dar, die aus u. 
ijurch die Streckung t vom Punkt a aus hervorgeht. Setzt man in dieser Gleichung 
lur alle Punkte des Raums und läßt t alle reellen Zahlwerte durchlaufen, so 
'̂hält man die Mannigfaltigkeit (;i.) der oo4 zu zentrisch ähnlichen Flächen eben- 

in der Form

ll) =  il it^—1—’tiit2—1—c it—f—t(J-(ll^j Ito 1 Û j) (mit itj—I—ltg—I—ltg ;== "1 )
viargestellt.
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Bezeichnet man die ersten und zweiten partiellen Ableitungen 
von <I> ();, y) in üblicher Weise mit P, 0, beziehungsweise A\ 5, y 
so folgt aus (1) durch Differentiation

3 t = “ +  uF> l \ ) ~  b +  l’ ~

Ist nun
S =  4 ();, D')

die Gleichung der zu untersuchenden Fläche, und bezeichnet man 
die ersten und zweiten partiellen Ableitungen von Q;, y) analog
mit p, q, r, s, t, so lauten die Bedingungsgleichungen dafür, daß die
Fläche im Punkt x (j:, y, 3) von einer Fläche aus (<T>) berührt werde,

>1 =  n y +  h y +  c +  U <I>, (4i

p -=  rt +  U P, q — b +  U 0. (ö)

Unter den 001 Flächen aus (<i>), die 'L in x berühren, gibt es
eine endliche Anzahl, die tjj noch in einem Nachbarpunkt, also 6 
in x stationär berühren. W ir nennen sie die zum Punkt x von <\ 
gehörigen Haupt-<t>-Flächen. Für sie müssen noch die durch totale 
Differentiation der Gleichungen (5) hervorgehenden Gleichungen be
stehen. Dabei ist y als Funktion von x. zu betrachten. Setzt man 
d \)/cl £ =: l/, so lauten die neuen Gleichungen

r + s  l/— U ( R + S  l/) =  0,  ̂
s +  t y'— ti ( S + T  y') =  0.

Aus ihnen und den Gleichungen (4), (5) lassen sich die fünf
Größen a, b, c, li, y' berechnen, y' bestimmt die Richtung der Linien
elemente, längs denen die Haupt-<J>-Flächen die Fläche tf» stationär 
berühren. Die aus diesen Linienelementen gebildeten Integralkurven 
sollen die (tf>)-Krüminuugslinien der Fläche >b heißen. Durch Elimi
nation von D aus den Gleichungen (6) erhält man

(A +  Sy') (s-f/y7)— (5 + r y O  ( r +s\ f )  ■ 0
oder

( S t— Ts) [),2 +  (R t— T r ) \ )'+ (R  s— S r )  =  0

als Differentialgleichung der (fy)-Krümiimngsliuien der Fläche 
Aus der Identität dieser Gleichung mit Gleichung (7) in Nr. 9 folgt der 
Satz 1: Die (§)-Kriim nm ugslinien einer Fläche sind deren fy-norm^ 
konjugierte Kurven.

Auf den Flächen (<f>) sind alle Kurven (4>)-Krümmungslinien-
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Auf der Hüllfläche einer Schar von oo1 Flächen aus (<T>) bilden 
jje Charakteristiken die eine Schar von ('<1) )-Krümmungslinien.1

Durch Elimination von t/ aus den Gleichungen (6 ) erhält man 
jje Gleichung

[ r  — nR ) (/ — u 7")— (s— n S)- =  0
.■der

( RT— S-) U-— (R t— 2 S s -)- T r )  u +  ( r t— s-) — 0 (8)

;/Lir Berechnung von U. W ir setzen 0 =  1/r und nennen x den Radius 
,1er betreffenden Fläche aus (<l>). Die aus (8) folgenden Radien rr r., 
der beiden zur Stelle x von >b gehörigen Hauptflächen sollen die 
^-Krümmungsradien von 6 an dieser Stelle heißen. Aus ('S) folgen 
:ür sie die Gleichungen

1 .1 R I — 2 5 .9+7 ’ r
v,"+ v., _  ’ (9lI>

(9 b)
1 _  r t —s-

~ \ y h ~  R T — S2'

l/v. r, nennen wir die totale (<[>)-Krümmung und  ̂ +   ̂ ) die
v, v, '

mittlere (<$>)-Krümmung der Fläche an der Stelle x. Für <J> selbst 
'ind diese Krümmungen =  1 .

Die Gleichungen (7), (8), (9) stimmen mit den analogen der 
;j.)-Flächentheorie völlig überein. (Vgl. R. M., p. 16 f.)

Hat man aus (8) für einen bestimmten Punkt von >b die beiden 
'■Verte für u gefunden, so liefern die Gleichungen (2) die Werte für 
ü und b, schließlich (4) die zugehörigen Werte von c. Damit sind 
i.ann die zu einem Punkt von >b gehörigen Haupt-«fr-Flächen gefunden.

Wird eine eigentliche Ebene 7 der Fläche <fr als Zcntralcbenc 
"ugeordnet, so führen die Affinitäten, welche <fr in die Haupt-<fr- 
Hächen einer Fläche >b überführen, 7 in die Zentralebenen der Haupt- 
eichen über. Die Hüllfläche dieser Zentralebenen — die (<frj- 
/■entvafläche von 6 — bildet ein (duales) Seitenstück zur Zentrafläche 

gewöhnlichen Flächentheorie. Die 001 die Fläche cL in einem 
i'tinkt x berührenden Flächen (derselben Schicht) aus (<fr_j haben 
^ntralebenen, die ein Büschel bilden. Die Scheitelkanten aller solchen 
Büschel erfüllen eine Strahlkongruenz, deren Brennfläche ']» ist.

Interesse bietet auch die Hüllfläche der Affinitätsebenen jener 
■̂ finitäten aus (̂4, die <fr in die Hauptflächen von >b überführen.

Aus (9 b) folgt, daß die Torsen auch die (<fr(-Krümmung null 
üben, wofern nicht <fr selbst eine Torse ist.

(9 b) und (9 c/) geben ferner die Differentialgleichungen der 
.^chen konstanter (4>)-Krümmung oder konstanter mittlerer (<fr>- 
:M’ümmunsr.

1 Für eine Kongruenz von Flächen aus (<I>) gelten analoge Sätze zu dener:
1,1 R i bauc our  über Kugelkongruenzcn. Vgl. z. B. G. Da r bo ux ,  Surfaces, Xr. 474.
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In Übereinstimmung mit R. M., p. 15, nennen w ir eine P i^  
;l eine (<&)-MinimaIfläche, wenn in jedem PnriM x von 4 der ' 
Haupttangent eil von den Haupttangenten der zu x gehörigen Hany 

Flüchen harmonisch getrennt werden. Da

r  d f- +  2 5 d x d\) +  t d i)- := 0

die Haupttangentenrichtungen von >b und zufolge Nr. 9, Gleichung ji;

R  d x2 +  2 S d j; d\) +  T d l) - =  0

die Haupttangentenrichtungen aller Flächen also auch der Haupt- 
flächen bestimmt, so ist nach Nr. 6, Gleichung (5)

R t — 2 S s + T r  — 0 \

die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die Fläche 
eine f<I>)-Minimalfläche ist. Aus der symmetrischen Gestalt diese: 
Gleichung folgt: Ist 6 eine (<E>)-Minimalfläche, so ist (I> eine (<!*>■ 
Minimalfläche. 6 und <f> stehen dann in der Beziehung, daß die 
lotrechte Projektion der Asymptotenlinien der einen Fläche auf die 
andre Fläche hier ein konjugiertes Kurvennetz bilden. Man kar.:: 
auch sagen: A u f  einer (<J>)-Miniinalflächc sind die Asymptotenlinicn 
^-norm a l. Ein solches Flächenpaar bildet das duale Gegenstück zu 
L. B ian ch is  assoziierten Flächen (R. M., p. 5). Auf die Auffindung 
solcher Flächenpaare hat G. Darboux, Surfaces IV, Nr. 857, da- 
Problem der infinitesimalen Verbiegung einer Fläche zurückgefühn. 

Die Vergleichung von (1) mit Gleichung (9 a) in Nr. 10 gibt den

Sat." 1 Ist <1> keine Torse, so sind die Minimalflächen identisch 
mit den Flächen der mittleren ($>)-Krümmung null.

Gleichung (1) ist die Differentialgleichung der (<I>)-Minimalflächen: 
in ihr sind die Koeffizienten R, S, T  durch die Fläche <1> bestimmte 
Funktionen von £ und l). Die Charakteristiken dieser Differential
gleichung sind bekanntlich gegeben durch die Gleichung

Td\f- +  2 S d  l) d x + R  d x2 - 0,

s i n d  also Kurven, d e r e n  Grundrisse s i c h  m i t  d e n e n  d e r  A s y m p t o t e n 

l i n i e n  von <T> d e c k e n .

Genügen die Funktionen 0;, ij) und >1., (jl;, l)) der Gleichung (J 
so genügt ihr auch x/0 ( 'i t+  '!>.,). Daraus folgt der zum Satz 4 
R. M. duale

Satz 2: D ie Mittenfläche zweier (<\>)-Minimalflächen ist wieder ein- 
'(<&)-Mi. nimalfl ä ch e.

Die Transformation 9)4 =  u, ö) führt eine Fläche nac:- 
!Xr. 9, Gleichung (2) in die Fläche

11. (<I>)-Minimalflächen.
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b
1 — b

..,eri Wegen rx =  bi r  +  'ü R, sx — bx s +  tt S, tx =  bx  ̂+  H T  hat man

R tx— 2 Ssx+ 7 Y x =r bj ( R t — 2 S s + T r )  +  2 ü (R T — S'2). (2 )

Ist nun 6 eine (<I>)-Minimalfläche, verschwindet also in (2) die 
Klammer rechter Hand, so wird

Dies sagt aus:

.v/: 3: Die Transformation SM Ü fü h rt jede (<$>)-Minimalfläche in eine 
iuiclte mit der konstanten mittleren (^V)-Krüniinung U =  b: (ö— 1 ) über

l'mgekehrt läßt sich jede Fläche von konstanter mittlerer (<!>)- 
Krümmung f durch die Transformation 'Mt in eine (4>)-Minima!fläche 
überführen.

Aus Gleichung (2) folgt ferner, daß eine (<J>)-Minimalfläche d> durch 
j.ne Transformation (ö^O ) dann und nur dann wieder in eine 
‘bj-Minimalfläche d/x übergeht, wenn K’ T— S- — 0, d. h. <I> eine Torse 
isL Gemäß Definition sind die Minimalflächen bezüglich einer Torsei i- 
inanuigfaltigkeit ((t>) Regelfl äichen, deren Erzeugende in den lotrechten 
Ebenen- durch die Erzeugenden von «fr liegen. N ur sie gehen also 
Jiirch die Transformationen wieder in (<£>)-Minimalflächen über 

Die obigen Ausdrücke für r x, sx, tx geben ferner die Gleichung

Eliminiert man aus ihr und (2) das erste Glied rechter Hand und 
Jividiert durch R T— S 2, so folgt

Für eine Fläche <j) konstanter positiver totaler (4>)-Krümmung 
:;;ir.n n stets so gewählt werden, daß die rechte Seite verschwindet, 
mithin

Vu‘d. Daher: Eine Fläche konstanter positiver totaler {<&)-Krüm- 
:'llt>ig läßt sich durch eine Transformation stets in eine Fläche 
'^erführen, fü r  die die Summe der beiden (<$>)-Krümmungsradieu 
""staut ist.

R  tx— 2 S s x+ T r x

b, ö (R t— 2 S s + T r )  +  b\ (r t— s2) +  ü2 (R T— S2). (3)

r X-/X pX2 E> iX  9  Q  oX I T ^ x  / „ 2

(4)
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1 2 . (<I>)-Flächentheorie für <T> als Fläche zweiten Grades.

Wählt man <t> als Fläche zweiten Grades, so umhüllen 
Grundrisse ihrer Erzeugenden eine Kurve zweiter Klasse //, 
Kurvennetz in 11, das den Grundriß der Asymptotenlinien der FUiclv 
i/I>) bildet, besteht jetzt aus den Tangenten von H. Die im Sinn 
von Nr. 9 der Ebene Q aufgeprägte Maßbestimmung wird im y0r 
liegenden Fall die durch H  bestimmte Cayley’sche Es bezeichne 
den lotrechten Zj^lincler durch H. Da sich einem Z\iinder zweite- 
Klasse o o 1 P'lächen zweiten Grades einschreiben lassen, die unter
einander perspektiv affin sind, so bilden die eingeschriebeniT 
Flächen zweiten Grades schon die Mannigfaltigkeit die dahe. 
durch Wahl von H  bestimmt ist.

Die (<1>)-Krümmungslinien einer Fläche 6 sind jene konjugierte 
Kurven auf ihr, deren Grundrisse ein //-normales Netz bilden. Fiii 
eine Fläche zweiten Grades >'j, die als scheinbaren Umriß in II eine 
Kurve zweiter Klasse 0  hat, werden demnach die (^-Krümmungv 
linien Kurven vierter Ordnung sein, deren Grundrisse die Kegelschnitte 
der durch H  und 0  bestimmten linearen Schar sind.

(«t^-Minimalflächen sind solche, deren Asymptotenlinien im 
Grundriß ein //-normales Netz bilden. {<\>)-MiuimaIt<>rsen sind also 
nach Nr. 1 1  solche Torsen, deren Erzeugenden sich im Grundril. 
als Tangenten von H  darstellen, deren (iratliu ieu  mithin dem Zy
linder angehören. Die Tangentialebenen von insbesondre sind 
(^-Minimalebenen.

Nach Nr. 11, Satz 2, ist die Mittenfläche zweier (^-Minimal- 
torsen eine Kt^-Minimalfläche 6. Umgekehrt läßt sich jede solche' 
Fläche als Mittenfläche zweier (<I>)-Minimaltorsen darstellen. Denr 
da ihre Asymptotenlinien sich im Grundriß als //-normales Netz 
darstellen, so gibt es auf ihr ein Netz konjugierter Kurven, die dii 
Tangenten von H  zu Grundrissen haben. Jede solche Fläche h 
aber Mittenfläche zweier {ß>)-Minimaltorsen.1 Unter Bezugnahme 
auf Nr. 8 hat man daher den

Sah 1 Für <l> als Fläche zweiter Ordnung sind die {<-[>)-Min im al 
flächen identisch m it den ::n den gewöhnlichen Minimalflächo: 
dualen Flächen.

Eine kollineare Transformation, die das Strahlbündel 
invariant läßt, führt die Mannigfaltigkeit (4>) in eine analoge Mannit, 
faltigkeit (^O und die t(I))-Minimalflächen in die (^-Minimalflächer 
über. Bei einer rechnerischen Untersuchung genügt es daher, jen-. 
Fälle zu betrachten, die hinsichtlich dieser kollinearen Transformationer. 
verschieden sind. W ir wählen z. B. als die durch die Gleichung

mi-'2 +  nlj2 +  pa2— q =  0 >*

1 Dual zur bekannten Tatsache, daß jede Fläche mit einem Netz konjugier*
gewöhnlicher Minimalkurven Sehnenmittenflächc zweier Minimnlkurven ist.
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,,linierte Mittelpunktsfläche zweiten Grades. Durch partielles Diffe- 
■Mtiieren erhält man, wenn wieder P, O die ersten und R, S, T  die 
■Veiten partiellen Ableitungen von 3 nach x un  ̂ l) bezeichnen,

w o r in  für 3 der a u s  G l e i c h u n g  (1) s i c h  ergebende Ausdruck in y 
imd i) z u  setzen ist. Die Differentialgleichung der zugehörigen 
M i n i m a l f l ä c h e n  z. B. l a u t e t  n a c h  Nr. 11, Gleichung (1)

Die Charakteristiken dieser Differentialgleichung müssen nach obigem 
;m Grundriß die Tangenten des Kegelschnittes H  mit der Gleichung 
iiir’ +n l)2— q =  0 sein. In der Tat lautet die Charakteristikengleichung

identisch ist, deren Integral kurven die Tangenten von H  sind.
Wählt man als Ellipsoid, so hat jede der Flächen (4>), die 

aus den Ebenen des Raums durch die Transformation hervor- 
,̂ ehen, das U-fache Volumen von <f>. In den Gleichungen (9 a) und 
'•.)&) von Nr. 10 bedeuten also l/q und l/r2 die durch das Volumen 
on 4> gemessenen Volumen der betreffenden Hauptflächen. Daraus 
•olgt z. B. der

Satz 2: Bezeichnet (4>) die Mannigfaltigkeit der einem lotrechten 
dliptischen Zylinder eingeschriebenen Ellipsoide, daun ist eine 
l'läche f ü r  welche die beiden sie in einem Punkt stationär be
rührenden Flächen aus (4>) stets entgegengesetzt gleiche Volumen 
haben, eine (<&)-Minimalfiäche.

Aus den Gleichungen (3) folgt

(3)

i t  ( 1 1 t  x'-— q )  r +  2 m  1 1  x t )  . v + 1 1 1  ( n  t ) 2— q )  t ■=  0 .

it (m y -—q) t/2—2 1 1t n x i) iZ + m (it i)-—q) r= 0

11t u (y i);— i))2— q (n l)/2+ m ) =  0,

die mit den beiden Clairaut’schen Gleichungen

(5)

>̂öse Größe ist also proportional der (-4)-ten Potenz der zu (j, l)) 
^hörigen Applikate von Wegen p23'L =  (q— ttt £2— tt t)2)2 lautet die

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



274- M iiller

12. (4>)-Flächentheorie für (T> als Fläche zweiten Grades.

Wählt man 4> als Fläche zweiten Grades, so umhüllen j, 
Grundrisse ihrer Erzeugenden eine Kurve zweiter Klasse // ]j ' 
Kurvennetz in II, das den Grundriß der Asymptotenlinien der Flach, 
i/I>) bildet, besteht jetzt aus den Tangenten von H. Die im Sinn 
von Nr. 9 der Ebene ü aufgeprägte Maßbestimmung wird im vor 
liegenden Fall die durch H  bestimmte Cayley’sche Es bezeichn 
den lotrechten Zylinder durch H. Da sich einem Zylinder zweite- 
Klasse o o 1 Flächen zweiten Grades einschreiben lassen, die unter, 
einander perspektiv affin sind, so bilden die eingeschriebener 
Flächen zweiten Grades schon die Mannigfaltigkeit die Jalui
durch Wahl von H  bestimmt ist.

Die (<1>)-Krümmungslinien einer Fläche 6 sind jene konjugierter 
Kurven auf ihr, deren Grundrisse ein .//-normales Netz bilden. Fü, 
eine Fläche zweiten Grades 'b, die als scheinbaren Umriß in II eine 
Kurve zweiter Klasse 0  hat, werden demnach die (^-Krümmungy 
linien Kurven vierter Ordnung sein, deren Grundrisse die Kegelschniiu 
der durch H  und 0  bestimmten linearen Schar sind.

(<1))-Minimalflächen sind solche, deren Asymptotenlinien im 
Grundriß ein //-normales Netz bilden. (C\>)-Miuima}t<>rseu sind als«;, 
nach Nr. 11 solche Torsen, deren Erzeugenden sich im Grundiii; 
als Tangenten von H  darstellen, deren (iratliuieu  mithin dem Zy
linder angehören. Die Tangentialebenen von insbesondre sind 
((T>)-Minimalebenen.

Nach Nr. 11, Satz 2, ist die Mittenfläche zweier (<I>)-Minimal- 
torsen eine (^)-Minimalfläche 6. Umgekehrt läßt sich jede solche 
Fläche als Mittenfläche zweier ((I>)-Minimaltorsen darstellen. Denn 
da ihre Asymptotenlinien sich im Grundriß als //-normales Ne‘z 
darstellen, so gibt es auf ihr ein Netz konjugierter Kurven, die du 
Tangenten von H  zu Grundrissen haben. Jede solche Fläche ist 
aber Mittenfläche zweier (Oj-Minimaltorsen.1 Unter Bezugnahme 
auf Nr. 8 hat man daher den

Sah 1 Für <l> als Fläche zweiter Ordnung sind die (^ -M in im a l 
flächen identisch m it den zu den geivöhnlichen Minimalfliichüi 
dualeu Flächen.

Eine kollineare Transformation, die das Strahlbündel (« 
invariant läßt, führt die Mannigfaltigkeit (4>) in eine analoge Mannig
faltigkeit (OO und die (<t>)-Minimalflächen in die (^-Minimalfläclien 
übei-. Bei einer rechnerischen Untersuchung genügt es daher, jen: 
Fälle zu betrachten, die hinsichtlich dieser kollinearen Transformatione!' 
verschieden sind. W ir wählen z. B. <£> als die durch die Gleichung

m ^ -M t^  +  Vä2— q =  0 ('

1 Dual zur bekannten Tatsache, daß jede Fläche mit einem Netz konjugiert'-’
gewöhnlicher .Minimalkurven SehnenmittenHäche zweier .Minimalkurven ist.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



PunktinittcnlKichen und eine Art relativer FHiclientheorie.

linierte Mittelpunktsfläche zweiten Grades. Durch partielles Diffe-
'"-•ltiieren erhält man, wenn wieder P, 0  die ersten und R, S, T  die
weiten partiellen Ableitungen von 3 nach y und i) bezeichnen,

* > = _ “ -* 0  =  - ” « (2 ,
P3 “  PS

„  u i)'— q c, m n j n )  „  iit i '-— f|R  =  11t - , , S — ---------5-v-- T  — w — (3j
p2r

u0rin für 5 der aus Gleichung (1) sich ergebende Ausdruck in y 
,„K1 i) zu setzen ist. Die Differentialgleichung der zugehörigen 
Minimalflächen z. B. lautet nach Nr. 11, Gleichung (1)

n (11t q) r +  2 nt 11 jl- l) .v+nt (n t )2— q) t — 0 . (4;

Die Charakteristiken dieser Differentialgleichung müssen nach obigem 
1111 Grundriß die Tangenten des Kegelschnittes H  mit der Gleichung 
mi;-4-n l)2— q =  0 sein. In der Tat lautet die Charakteristikengleichung

n (m y~— qj t/2— 2 11t n y i) l/+ n t  (11 y-— q) r= 0
■ ider

ut it (y 1/— i))2— q (n t)/2+iit) =  0 . 

die mit den beiden Clairaut’schen Gleichungen

r n ' - IH- / q m i f+ i i t )  _ 0 
V nt n

identisch ist, deren Integralkurven die Tangenten von H  sind.
Wählt man <!> als Ellipsoid, so hat jede der Flächen (4>), die 

aus den Ebenen des Raums durch die Transformation hervor- 
,̂ ehen, das ti-fache Volumen von (t>. In den Gleichungen (9 a) und 
'^b) von Nr. 10 bedeuten also l/q und l/r., die durch das Volumen 
on <I> gemessenen Volumen der betreffenden Hauptflächen. Daraus 
'"lgt z. B. der

Sah 2: Bezeichnet (<3>) die Mannigfaltigkeit der einem lotrechten 
Optischen Zylinder eingeschriebenen Ellipsoide, dann ist eine 

Hache ty, f ü r  welche die beiden sie in einem Punkt stationär be
rührenden Flächen aus (<E>) stets entgegengesetzt gleiche Volumen 
haben, eine (<&)-Minimalfläche.

Aus den Gleichungen (3) folgt

Ä 7 — S2= ^ .  (5)

ßiese Größe ist also proportional der (-4)-ten Potenz der zu (j, 1)) 
^hörigen Applikate von 4>. Wegen p2 1̂ =  (q— irt£2— nt)2)2 lautet die
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Differentialgleichung der Flächen von konstanter (^-Kriirnmuiv 
wenn man nt n q f : p f  setzt,

r  t — s 2— { '  ( q — n t — i t  l )2) 2 =  0 .

Für q =  0 stellt (1) einen Kegel zweiter Ordnung dar, dess 
Achsen in den Koordinatenachsen liegen. Der Kegelschnitt H  \Vli 
jetzt zum Geradenpaar nt j;- +  n l)2 =  0. Die Mannigfaltigkeit (<1>) beste- 
aus den Kegeln zweiter Ordnung, die die lotrechten Ebenen ciur ■ 
dieses Geradenpaar zu Tangentialebenen haben. Die Kegelspitz^- 
gehören der Z-Achse an. Die Gleichung der auf diese Kegelmanni» 
faltigkeit bezüglichen Minimalflächen lautet nach (4)

,r2 r +  2 y ij 5 -+-1)21 — 0 .

Aus der Bemerkung in Nr. 11 über die Minimalflächen beziigij,s 
einer Torsenmannigfaltigkeit (CI>) schließt man sogleich, daß c|k 
Integralflächen dieser Gleichung Regelflächen mit der Z-Achse aN 
Leitlinie sein müssen. In der Tat ergibt sich als allgemeines Intern; 
dieser Gleichung1

wo und rs2 willkürliche Funktionen bedeuten.
Die Krümmungslinien einer Fläche 4 bezüglich dieser Kege! 

mannigfaltigkeit sind die Schnittkurven mit den Ebenen durch die 
Achse Z sowie deren konjugierte Kurven, also die Berührungskurver. 
von mit den aus den Punkten von Z  umschriebenen Kegeln. Die 
Grundrisse letzterer Kurven genügen nach (7) in Nr. 10 der Differen
tialgleichung

fes +  tj/) l/ + j r + i j5  =  0 .

Die Gleichung (8) von Nr.' 10 lautet hier, wegen R T — S2 —", 

— nt it (lj2 /+  2 x 5 + x2 r) ö + p '2 f  (r  t— s2) == 0,

worin p 52 = — (m,r2 +  nl)2) zu setzen ist. Sie liefert also für ö nur 
einen Wert.

13. (<I>)-Flächentheorie für <E> als Paraboloid.

Das Interesse an diesem Sonderfall entspringt hauptsächlich aui 
dem Umstand, daß die Mannigfaltigkeit (<I>) zugleich eine Mannig
faltigkeit (|x) im Sinne von R. M. ist. Rechnerisch sieht man die? 
auf folgende Art rasch ein. Stellt

l — n t^ + n t j2 0

1 Vgl. etwa: E. Cz ub e r ,  Vorl. über Differential- und Integralrechnung) 
(6. Aufl., 1924), Nr. 424, Beispiel bei.
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paraboloid (1> dar, so ist

ll JL.’ -+■ 6 l) ~h C +  t) (111 £" +  It l) “)  —  0

G leich ung  der Flächen {<£>'). Schreibt man sie in der Form 

H (’̂  +  c') — nt [u().'4-rt/)]'2 +  n [t>(t)+  &')"]■,

U — „ 1) — , t — — r . ---1
2 nt u 2 m u 4 m u 4 n u

,t so stellt sie eine Fläche dar, die aus durch die 1/n-fache 
sireckung vom Zentrum (— n', — b', — c1) aus hervorgeht. A'Ian hat 
j iher den
s 1: Die Mannigfaltigkeit (4>) von Paraboloideu entstellt aus 
iiieni Paraboloid (l> sowohl durch die Affinitäten ?(4 als durch 
:ilc zentrischen Ähnlichkeiten. Die Streckungen der perspektiven 
\linlichkeit und der perspektiven Affinität, die den Übergang von 

■ji einer Fläche der Mannigfaltigkeit bewirken, sind reziprok.
Diese Paraboloidmannigfaltigkeit besteht aus den Flächen 

zweiter Ordnung, die ein uneigentliches durch den Punkt u gehen
des Geradenpaar U — (Ui} U.2) enthalten. W ir wollen sie U-Kugeln 
nennen. Die polare Fläche einer £/-Kugel bezüglich einer ändern, 
ist wieder eine fZ-Kugel. Die Mannigfaltigkeit (4>) der f/-Kugeln ist 
mithin invariant gegenüber den Polarisationen an diesen Flächen. 
i)ie Affinitäten ?(4 werden durch jede solche Polarität in die sämt- 
!ichen zentrischen vStreckungen (Ähnlichkeiten) transformiert, die 
affinen Schiebungen insbesondre in gewöhnliche Schiebungen und 
ie Schiebungen gegen u hin in ebensolche. Auch hieraus folgt, daß 

Je [/-Kugeln paarweise zentrisch ähnlich sind, wie es Satz 1 be
hauptet.

Die Transformation s))4  für eine L-Kugel ist eindeutig. Für 
ö =  2 ist sie involutorisch und bildet jenen kaum beachteten Sonder- 
'allder »Inversion an einer Fläche zwreiter Ordnung«, wo das Inversions
zentrum (hier u) auf der Fläche liegt. Aber auch für beliebiges t> 
besitzt ganz analoge Eigenschaften wie die Inversion. Es seien
die folgenden aus dem Vorhergehenden leicht abzuleitenden erwähnt:

9Äb fü h rt jede U-Kugel in eine U-Kugel über. Sie transform iert 
<he Ebenen in oo3 U-Kugeln, die sich in u oskulieren. Solche U - 
hngelu gehen durch Schiebungen ineinander über, sind also kongruent, 
wd zwar haben sie die 1 ‘ü-fache Größe von <3>. Avis parallelen 
Ebenen entstehen U-Kugeln, die durch lotrechte Schiebungen ineinander 
Vergehen; solche Paraboloide hyperoskulieren sich in u (d. h. be
rühren sich längs L\ und U9).

Nennen wir die U  (also entweder Û  oder U2 oder Ux und 
l ■>) schneidenden Geraden U-Minimalstrahlen, so gilt auch hier:
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Die Transformationen TU führen U-Minimalstrahlen wieder in sokj, 
■über Ist nämlich M  eine, etwa in einem von U  verschiede,̂ ..' 
Punkt schneidende Gerade und v. eine durch M  gelegte f/-Ku<,. 
so führt diese Fläche in eine 77-Kugel */.x über, die M x enthjjj 
Da M K auch der Ebene \uM\ angehört, die durch U { geht, so ,11lr 
M x wieder eine U t schneidende Gerade sein. Die Strahlen durch r 
entsprechen nach der Definition von 99? ö sich selbst.

Aus dieser Bemerkung folgt der 
Satz 2: Die U -M inim al kurven sind die Kurven in den Ebenen dura 
l\  oder U.}. Sie sind kovariant gegenüber den Transformationen 'JJj

Durch Polarisation an einer £7-Kugel entsteht aus 9J?*, die duak 
quadratische Ebenentransformation 99?(, - («fr7, fl, b) bezüglich einL- 
£7-Kugel <!>' 1 Sie fuhrt jeden Punkt m, als Ebenenort in eine (' 
Kugel über, die aus <fr7 durch die Streckung u =  b:(b— 1) von m au> 
hervorgeht. transform iert also die Punkte des Raums in eh\a 
Schiebkomplex von U-Kugeln, cl. h. in oo3 durch Schiebung aus
einander hervorgehende U-Kugeln. Die Transformationen 9J?{, lasser 
also ebenfalls die Mannigfaltigkeit (<T>) invariant. Da allgemein dii 
(Oj-Krümmungslinien einer Fläche konvariant sind gegenüber allen 
Berührungstransformationen, die («fr) invariant lassen, so folgt cler

Satz Die Krnminungslinien einer Fläche bezüglich der Mannig
faltigkeit (<fr) von Pciraboloiden sind konvariant gegenüber den;
a) Affinitäten b) zentrischen Ähnlichkeiten, cj Polaritäten be
züglich der Paraboloide (<fr), cl) quadratischen Punkt- und Ebenen- 
transformationeu 90? t, und 90?(e) aus den vorhergehenden zusammen
gesetzten Transformationen.

Durch Zusammensetzung der Polarität bezüglich <fr mit der 
Transformation 99?, erhält man z. B. das Seitenstück zur Fußpunkten

Eine solche Ebenentransformation 93^ wird durch jede beliebige Fläche (K 

der Weise bestimmt, daß man jeder Ebene jene Parallelebenen zuordne ,

für die, wenn yj/ die zu parallelen Tangentialebenen von <&' bezeichnen, das Tei:- 

verhältnis ( i  -cj c^i =  b ist. W egen (£* rqj £) =  b :(b— 1) =  ist 4sx r̂\i =  U. Die einen 
Punkt 111, a l s  Ebenenort aufgefaf.it, zufolge entsprechende Fläche ;/ix geht dabei 

aus <!>’ durch die Streckung ü von in aus hervor. Jeder Punkt der uneigentliclien 
I^bene il entspricht sich selbst. Jedem Flächenelement (in, £) werden jene Flächen
elemente (/«/, £ f) zugeordnet, die die dem Punkt m entsprechende Fläche //ix nii' 

den Ebenen gemeinsam haben, Da jede Ebenentransformation im I n f i n i t e s i m a l e n  

projektiv ist, so ist die Beziehung m //// der beiden Punktfelder £, im a l l g e m e i n e r  

kollinear. In unserm Fall ist sie wegen des Selbstentsprechens der Punkte von '•! 
::cntrisch ähnlich. Ähnlichkeitszentrum i s t  der Berührungspunkt xj  von y ]/ m i t  ‘1’ 
W egen (m 17 ;///) =  b ist (u ii in xj) —  1 : ( 1 — b) das Streckungsverhältnis dieser Ähn
lichkeit. Für die Spiegelungen an <I>\ d. h. für b =  2, sind daher die Felder i, i f  be

züglich x j zenirisch symmetrisch. Der Verbindungsvektor zweier Punkte in i 
entgegengesetzt gleich dem Verbindungsvektor der entsprechenden Punkte in i f .  I1''111 
solche Ebenentransformation hat W. B l a s c hke ,  Arch. Math. Phys., 16(1910), p. 1 '̂ 
iäqnilonge Spiegelung« genannt.
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nSformation: Jeder Ebene wird ihr Schnittpunkt mit dem bezüglich 
,|) konjugierten Durchmesser zugeordnet.

Die zur Mannigfaltigkeit ((I>) der f"-Kugeln gehörige Kurve 
■weiter Klasse H  in II (Nr. 12) artet in das Paar der uneigentlichen 
..linkte des Geradenpaars m +  l)'2 =  0 aus. Die auf die £/-Kugeln 
v,z[ig!ichen Minimalflächen sind die Lösungen der Differentialgleichung

n r+ iit/  =  0. (3)

Diese Flächen sind Schiebflächen, die dadurch entstehen, daß 
jine Kurve in einer Ebene durch sich längs einer Kurve in einer 
l'hene durch U2 verschiebt.1

Für 4> als Drehparaboloid gelangt man zu der in R. M. näher 
iK'Sprochenen ^-Geometrie. Die zugehörigen Transformationen 
'uliren die Geraden des Raums in untereinander kongruente Parabeln 
nii: lotrechten Achsen über, ermöglichen daher manche interessanten 
Übertragungen von Strahlgebilden.

14. Schlußbemerkungen.

Analoge Überlegungen zu den vorstehenden gelten in linearen 
Räumen von weniger oder mehr als drei Dimensionen.

Schließlich sei noch erwähnt, daß man zur obigen (<I>):Flächen- 
theorie auch durch eine Abbildung des auf einen seiner R 3 als 
iiildraum gelangt, die dual ist zu jener Verallgemeinerung der Zyklo- 
î raphie, über die ich 1922 auf der Naturforscherversammlung in 
Leipzig berichtet habe.2 Sie besteht kurz in folgendem: W ir wählen 
im R± einen Kegelraum  23 mit der Spitze u, einen nicht durch v 
gehenden eigentlichen Raum $J3 (unter »Raum « einen R z verstanden) 
als Bildraum und einen Punkt w, der weder 23 noch ^  angehört. 
Die Schnittfläche von SS mit heiße <I>. W ird nun die Schnittfläche 
von ^  mit einem beliebigen Raum des R i  aus tv auf ^  projiziert, 

erhält man in ^  die Bildfläche von die zu <I> perspektiv 
kollinear ist für den festen Punkt v' — \y w Ĵ3] als Kollineationszentrum
u.id die Schnittebene als Kollineationsebene. Wählt man ins
besondre tv so, daß v' ins Unendliche fällt, so liefert diese Abbildung 
'■ü1 Flächen (4>), die zu <I> perspektiv7 affin sind, mit einer festen 
Achtung (vr) der Affinitätsstrahlen.

Zu einem Strahl P  von 23 gibt es in 23 oo1 benachbarte Strahlen; 
'ie liegen in dem 25 längs P  berührenden Raum. Dieser Tangential- 
raum schneidet aus 23 eine Kegelfläche aus, die P  zur Doppel- 
ei'zeugenden hat. Die beiden Tangentialebenen an diesen Kegel 
'‘lngs P  sind jene, die 25 auch noch in einem Nachbarstrahl berühren. 
Schreitet man in 23 längs solcher Ebenen fort, so erhält man die

1 Schon in R. M., p. 12, Anm. 3, angedeutet.

2 Zusammenhang zwischen relativer Flächentheorie und einer Verallgemeinerung 
"Jr Zyklographie, Jahresber. Deutsch. Math.-Ver. 32 (1923). p. 155 bis 160.

Sitzungsberichte d. mathem.-natunv. Kl., Abt. IIa, 134. Bd 21
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den Haupttangentenkurven einer Fläche analogen Hauptkegel in 
Sie schneiden auf jeder räumlichen Schnittfläche von üß die Haup. 
tangentenkurven aus. Die Projektion dieser Hauptkegel aus w auf ' 
liefert die oo1 Zylinder, auf denen alle Haupttangentenkurven / 
Flächen (<I>) liegen.

Jede Fläche <{/ in ^  ist die Projektion einer in 23 enthaltene 
F'läche <{), die nur dann einem Raum angehört, wenn ']/ eine Flach 
aus (4>) ist. Zwei benachbarte Flächenelemente von die in eine 
Raum liegen, haben als Bilder benachbarte Flächenelemente von 
die auf einer Fläche aus (<J>) liegen, d. h. zwei Flächenelemem 
einer (<I>)-Krümmungslinie von '{/. Da es auf fj> zu jedem Punkt 
zwei benachbarte gibt, deren Flächenelemente mit dem von p eine 
Raum angehören, so gibt es auf ein Netz von (<I))-Krümmungslinier

Diese Bemerkungen sollen nur die dualen Betrachtungen i\ 
denen des angeführten Vortrages andeuten. Die dort ausgesprochene;, 
Sätze lassen sich nun unschwer übertragen.
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