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Uber ein Existenztheorem der Variationsrechnung

Von
Hans Hahn in Wien

K. M. d. Akad. d. Wiss.

(Vorgelegt in der Sitzung am 3. Dezember 1925)

Die Variationsrechnung behandelt die Minima und Maxima
gewisser Kurvenfunktionen. Ein Kurvenbogen in der Ebene ist
gegeben durch:

r=x20), y=y0);, a=t=b, (1)

wo x (%), ¥ (f) im Intervalle [a, b] stetige Funktionen bedeuten
Der Kurvenbogen (1) und der Kurvenbogen:

=L@,y =1 () e =t=p )

gelten als derselbe Kurvenbogen, wenn es eine dhnliche Ab-
bildung der Intervalle [a, &] und [e, B] gibt, so dafl fiir einander
entsp1echende Werte £ und t dieser Intervalle

x)=£0@, v =10

gilt. Dabei heifit eine Abbildung der Intervalle [a, b] und [e, (]
dhnlich, wenn sie umkehrbar eindeutig ist und aus # << #' fiir die
entsprechenden Werte «/ und t” folgt: v/ < <.

Wir sagen ferner: der Kurvenbogen (2) liegt in der Umgebungp
des Kurvenbogens (1), wenn es eine dhnliche Abbildung der Inter-
valle @, ] und [o, B] gibt, so dafl fiir einander entsprechende
Werte £ und ¢ dieser Intervalle der Abstand der zugehdrigen
Punkte (x (), ¥ (#)) und (€ (x), 1 (v)) der beiden Kurvenbogen <p
ausfiillt.

Wir sprechen im Folgenden nur von rektifizierbaren
Kurvenbogen.

Sei nun eine Menge M solcher Kurvenbogen gegeben. Ein
Kurvenbogen ¢ heit Haufungselement von M, wenn fiir jedes
>0 in der Umgebung p von € unendlich viele Kurvenbogen von
M liegen. Die Menge M heifit abgeschlossen, wenn sie jedes
ihrer Haufungselemente enthilt.

Ist {€,} eine Folge von Kurvenbogen, so bedeutet die Be-

ziehung lim @, = §: fir jedes p=0 liegen alle €, von einem
Yy —>- 0O

gewissen an in der Umgebung p von €. Wir sagen dann: Die
Bogen @, konvergieren gegen G.

Sei M eine Menge von Kurvenbogen und es sei jedem
Kurvenbogen § von 9 eine reelle Zahl f (§) zugeordnet. Dann
ist £(®) eine aut M definierte Kurvenfunktion. Sie heibt unterhalb
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stetig auf M, wenn, falls alle €, und € zu I gehodren, aus

lim §, = € folgt: lim £ (C,) = £ (C).

¥ —> 00 vV —>» 00

Sei nun, wie in der Variationsrechnung tiblich, eine Funktiop
F(x, 9, #, ') gegeben, die samt ihren partiellen Ableitungen
Fu(x,9, #,9) und E. (x,, #,3') definiert und stetig ist fiir aje
einer gewissen abgeschlossenen Menge U der x y-Ebene angehirigen
(x,7) und alle Wertepaare #/,3' (mit Ausnahme hochstens des Werte-
paares ' = 0,3 = 0); und zwar sei F positivhomogen, d.h. es sej

F(x,y, k2!, ky") = kEF(x, 9, #,4) fir alle 2= 0. 3)

Ist dann @ ein ganz in A gelegener rektifizierbarer
Kurvenbogen, so gibt es fiir ihn unendlich viele Darstellungen der
Form (1), bei denen x () und y (f) total stetige Funktionen des
Parameters ¢ sind.t Abgesehen von einer Nullmenge existieren
dann {iberall in [a, b] die Ableitungen #'(¥) und 4/ () und sind
nicht gleichzeitic — 0. Es existiert ferner das Integral

b

J@) = | F@), y )40, #®)dt,

o

und sein Wert ist fiir alle eben genannten unendlich vielen Para-
meterdarstellungen des Bogens € derselbe. Dieses Integral stellt
also eine fiir alle in der Menge U gelegenen rektifizierbaren
Kurvenbogen € definierte Kurvenfunktion dar.

Das Integral J (€) heifit positiv definit (in ), wenn fir
alle Punkte (v,5) von ¥ und alle Wertepaare (+/, 3) — mit Aus-
nahme von »' =0, ¥ = 0 — die Ungleichung gilt:

Fxy, o3> 0;

es heifit positiv semidefinit (in %), wenn fir alle genannten
Werte von w, 9, 2/, 9/ die Ungleichung gilt:

EF (v, 2 9" = 0.
Wir bilden nun die E-Funktion:
E(x,y, 49, cosd, sin®) = F(x, 9, cosd, sind) —
— c0s § Fyult, 3, #, ) — sin & Fy (a3, ' o)

und definieren: Das Integral J () heifit positiv quasiregulér
(in %), wenn fiir alle Punkte (v,5) von ¥, alle Wertepaare (2, 3) —

1 Eine solche Darstellung erhilt man z. B, jndem man fiir den Parameter !
die Bogenldnge s auf € wiihlt.
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mit Ausnahme von /=0, ¥y =0 — wund alle & die Un-
gleichung gilt:
E(x, 9, 2,9, cos & sind) =0.

Dann gilt der Satz?!:

Ist das Integral J(@) in A positiv semidefinit und
positiv quasireguldr, so stellt es eine auf der Menge aller
rektifizierbaren, in 9 gelegenen Kurvenbogen unterhalb
stetige Funktion dar.

Fiir positiv definite Variationsprobleme gilt das folgende
fundamentale Existenztheorem?:

Ist das Integral J(G) positiv definit und positiv quasi-
reguldr in der beschrinkten, abgeschlossenen Punkt-
menge U, und ist WM eine abgeschlossene Menge von
rektifizierbaren, in 9 gelegenen Kurvenbogen, so gibt es
unter den Kurvenbogen von ¢ mindestens einen, der das
Integral J(€) zu einem Minimum macht gegeniiber allen
Kurvenbogen von M.

Fiir semidefinite Variationsprobleme hat L. Tonelli eine
grofle Anzahl einzelner Existenztheoreme bewiesen,? die alle ent-
halten sind in dem folgenden, das wir nun beweisen wollen:

Sei das Integral J (€) positiv semidefinit und positiv
quasireguldrinder beschrdnktenabgeschlossenen Menge 9;
es gebe in U keinen Punkt (%, ,), in dem F (¥, 3, +,3) =0
ist fir alle #/, ¥/, und es sei die Ldnge aller in ¥ liegenden
rektifizierbaren Kurvenbogen @, tiir die J (€)= 0 ist, nach
oben beschrdankt; dann gibt es in jeder abgeschlossenen
Menge IR rektifizierbarer, in U gelegener Kurvenbogen
mindestens einen, der das Integral J (€) zu einem Minimum
macht gegentiiber allen Kurvenbogen von M.

Wir bezeichnen mit G irgendeine Zahl, die von mindestens einem
auf der Menge I auftretenden Integralwerte J (€) unterschritten
wird. Wir bezeichnen die Linge eines Kurvenbogens € mit L (€)
und beweisen zunidchst den Hilfssatz:

Es gibt eine Zahl M, so daf fiir alle der Ungleichung
J(@) =< G geniigenden, rektifizierbaren, in U gelegenen
Kurvenbogen auch die Ungleichung gilt:

L ¢ =M

L. Tonelli, Fondamenti di calcolo delle variazioni I, p. 275.
L. Tonelli, a.a. O. II, p. 10.
A. O. II, p. 12ff

W o
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Angenommen in der Tat, dies wéire nicht der Fall, Dann
gébe es eine Folge in Y gelegener rektifizierbarer Kurvenbogen G,
so daf: "

J (@n) = G; L (@:u) e

Offenbar kann €, durch Einschalten der Zerlegungspunkte
Pn,O, Pu,l, .y Pﬂ, n—1, Py (VVO Pu, o den Anfangspunkt) Pu., » den

Endpunkt von @, bedeutet) so in n Teilbogen @, 1, €, 2 S,
zerlegt werden, daB:
1
J(@n. 1) == J(@n, 2) = = J(Gn,n) = 17 J(@u)
Dann ist:

L) =L, 1)+ LE,9+ + L (G, ,) > n?

und es mufi daher unter den = Teilbogen €, 1, €, 2 ., €, , min-
destens einen, elwa €, , geben, so dafi:

L, ,)=mn

Setzen wir §, , =, so haben wir also:
1 1
J (@) = I C)=—G L (€)= n. @)

Wegen der letzten Ungleichung kann @), durch Einschalten der
Zerlegungspunkte A, o, 4y.1. 5 Au.a, Au, a1 (Wo A0 den Anfangs-
punkt, A4, ,.1 den Endpunkt von @, bedeutet), so in n+1 Teil

bogen €, 1, G, o @), w1 zerlegt werden, dafi:
L(@;l, 1) o 1, L (@;1, 2) e 1) ¥ L (th, 11) = 1. (5)
Wir betrachten die Folge von Bogen @1 1 & 1 .,€, 1 Da

sie alle in der beschrankten Menge U liegen und alle die Lange !
haben, so folgt aus einem bekannten Satze,® dafl es in dieser
Folge eine Teilfolge gibt, etwa €0 =@ 1 (v=1, 2, .), die
gegen ecinen rektifizierbaren Bogen €] konvergiert, der, da U ab-
geschlossen ist, gleichfalls in U liegt:

lim € — ;.

v —> OO

Sodann betrachten wir in der Folge @4 2 G4 2 .,C 2
die den Bogen @), 1 entsprechende Teilfolge der Bogen @, 2. Auch

in dieser gibt es wieder eine Teilfolge, sie werde mit

[5(12)} @‘(Zz), ‘(42) b

1 Vgl. z. B. L. Tonelli, a. a. O. I, p. 87.
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pezeichnet, die gegen einen rektifizierbaren, in 9 gelegenen
Bogen € konvergiert:
) lim € = €.
— 00

Da die Endpunkte der Bogen G gegen den Endpunkt von
6;, und die Anfangspunkte der Bogen " gegen den Anfangspunkt
von & konvergieren, da ferner jeder Anfangspunkt eines Bogens €%
Endpunkt eines Bogens @ ist, so muff der Endpunkt von €] mit
dem Anfangspunkt von €, zusammenfallen. Indem wir in derselben

Weise weiter schliefien, sehen wir: fiir jedes £ gibt es in der Folge
!
. x, Chgrr &, -

eine Teilfolge €%, die gegen einen rektifizierbaren, in 9 gelegenen
"’
Bogen @, konvergiert:
. " — (&
lim €M =¢,, (&)
) —> OO

und zwar so, dafi der Endpunkt von €; mit dem Anfangspunkt
von @}y Ubereinstimmt.

Da G, 1, €, .,G,, Teilbogen von €}, waren, und da das
Integral J (€) positiv semidefinit ist, folgt aus (4):

J @)= —711— G, J(@ )< }17 G.

Es ist also fiir jedes #k:

lim J (@:;z_l‘_n,’ k) :O,

n—> oo
und da die Folge G, C¢, ., C®, eine Teilfolge von G} 4,
O Y war, ist auch:
lim J (G,®) = 0. -
)= o (7

Nach einem schon erwithnten Satze von Tonelli ist aber
das Integral J (€) unterhalb stetig. Aus (6) folgt also:

J (@) = lim J (6%, d.h. J (Gx) =0,

v —> O

und da J (@) positiv semidefinit ist, folgt daraus weiter-
J (@) = 0.

Bezeichnen wir noch den aus @;, €, ..@: zusammengesetzten
gleichfalls in U gelegenen Kurvenbogen mit &, so ist also auch:
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Nunmehr werden wir beweisen, daff die Linge von Ci* mit b
Uber alle Grenzen waichst:

lim L (6; ) = + oc. ()

k— 0o

L(CL) = L(C}) + L (G + + L (G

Da:

ist, genligt es zu dem Zwecke nachzuweisen, dal nicht

lim L (€)= 0 (10)

k — oo
sem kann.

Wiirde nun (10) gelten, so miifite es einen in ¥ gelegenen
Punkt (#%, 3*) geben, in dem sich die Bogen @& haufen, und es
gédbe daher weiter in der Folge der §; eine Teilfolge €%, (C;,,

Gty die gegen den Punkt (z*, »*) konvergiert; d. h. in jeder
noch so kleinen Umgebung von (+*, ¥*) miifiten alle €1, von einem
gewissen an ganz enthalten sein.

Wegen (6) kann nun der Index w so gro3 gewihlt werden,

. . . 1 - -
daB @,E[f)) ganz in der Umgebung -~ von §;, liegt, und wegen {7)

I8

kann v, auch so grofi gewdhlt werden, dafl
J (@5@) < —:—' (11

Die Folge der Bogen ©, — CS‘(J";Z) hat dann nachstehende Eigen-

schaften: auch die Bogen §, konvergieren gegen den Punkt (#*,77":;
wegen (11) ist:

lim J(§) =0,

L —- o0

(12)
’ H ¢/ 1o - =
und da der Bogen (Si’;)) ein Bogen @,  war, ist wegen (3):

L) =1 (13)
Nach Voraussetzung kann F(v*, 4%, ¥/, 4/) nicht fiir alle #/,3’
verschwinden: Deuten wir &/, 3/ als laufende Koordinaten einer Ebene,
so ist wegen (3):
L= F(l’*,j'*, x’;J"’)

die Gleichung eines Kegels, und bekanntlich hat die Voraussetzung,
J (€) sei positiv semidefinit und positiv quasireguldr, zur Folge, daf
dieser Kegel nirgends unterhalb der xy-Ebene verlduft und nach
unten konvex ist.
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Daraus folgt weiter unmittelbar, dafl die Werte von ¢, fiir die
F(x*, % cos », sin ©) =0

ist, nur einen einzigen Bogen ausfiillen koénnen, der notwendig
< = ist. Es gibt also sicherlich einen Wert ©* von ¢, so daf§ fiir

3=
2

W

w*+~7;——s£w£w*+f
] ‘ = & — 1

Z

(14)

F(x*, 9%, cos  sin ©)3=0
ist und mithin oberhalb einer positiven Zahl 2 verbleibt:
F (x%, 2™, cos ®, sin @) = m (= 0).

Wegen der Stetigkeit gilt dann auch noch in einem Kreis
um (r*, 9*) von hinlénglich kleinem Radius p, fiir alle der Ungleichung
(14) geniigenden %: '

F(x, 9, cos o, sin ) = m. (15)

Fiir alle hinldnglich grofen & liegt ©, ganz in diesem Kreise.
Seien P, Q) Anfangs- und Endpunkt von &, sei s die Bogenlidnge
auf G, gemessen von P, an, und « der Winkel, den die (positiv
gerichtete) Tangente an €, mit der x-Achse b11det Dann ist ,bei
Beachtung von (13) die Projektion /, von G, auf die Rlchtung *
gegeben durch

~

= | cos (v — %) ds.

()

ezeichnen wir noch mit %, die Menge der Punkte von ©,, in denen

o =

|
w

gilt, mit £ die Menge der Punkte von ©,, in denen (14) gilt, so
erhalten wir fir die Projektion von €, auf die Richtung »*:

— fcos(cp—'.p*)ds + fcos('g—g&*)ds,
v
25

*.
und somit, wenn mit u (P) der Inhalt der Menge 9 bezeichnet wird:
h=sinzs n(P) — p (). (16)

Da (fur alle hinldnglich grofien %) auf &, die Ungleichung (15)
gilt, ist anderseits _
J (&) = m . (),
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aus (12) folgt also.

lim p () = 0. (17)

A —> 00

Da P, und £, den ganzen Bogen G, ausfiillen, ist aber wegen (13).

p(B) +p (@) =1,
so dafi aus (17) folgt:

. lim % (5,]3)) = 1. ( 18)

L —> CO

Wegen (17) und (18) ergibt nun (16), dafl nicht lim ;, =0 sein
h—> 00

kann, im Widerspruche damit, dai die Bogen G, gegen einen

Punkt konvergieren. Also kann tatsdchlich die Beziehung (10)

nicht bestehen, und es gilt somit (9).

Aber (8) zusammen mit (9) steht in Widerspruch zur Vor-
aussetzung, dafl die Ldnge aller in 9 liegenden rektifizierbaren
Kurven @, fiir die J(€) =0 ist, nach oben beschrdankt ist. Und
somit ist der Hilfssatz bewiesen.

Nun ist es leicht, den Beweis unseres Satzes zu Ende zu fiihren,
Sei €, €, .,G, eine aus der Menge I herausgegriffene
Minimalfolge, d. h. es konvergiere J (€,) gegen die untere
Grenze g aller Werte, die J(€) auf I annimmt:

lim J (G,) = g. (16)

1 —> OO

Zufolge des Hilfssatzes gibt es eine Zahl M, so daf:
L(G,) =M fir alle »n.

Die €, bilden also eine Menge von Kurvenbogen, die alle der be-
schrinkten Menge U angehdren, und deren Ldnge nach oben be-
schrankt ist. Nach einem schon einmal benutzten Satze gibt es
daher in der Folge der G, eine Teilfolge G, Cu, ., Cu, die

gegen einen rektifizierbaren Kurvenbogen € konvergiert:

lim (‘Sn‘, et @, 1\20)

und weil die Menge M abgeschlossen ist, gehort € auch zu M.
Aus (19) folgt:
limJ(Q,) =g,

¥ => 0O

aus (20) folgt, da J(€) unterhalb stetig ist:
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J@) =1lmJ@G,) =g

Y —> O

und da g die untere Schranke aller auf M vorkommenden Werte
von J (€) war, mufi _
J®) =g

sein. Es ist also J(€) der kleinste auf % vorkommende Wert der

Funktion J(C), und das behauptete Existenztheorem ist bewiesen.
Wir wollen noch an Beispielen zeigen, dafl die in diesem

Theorem auftretenden Voraussetzungen wesentlich sind. Zuerst

zeigen wir dies flir die Voraussetzung, die Ldnge aller in U ge-

legenen Kurven @, fur die J (€) = O ist, sei nach oben beschrédnkt.?
Die Menge U bestehe aus allen der Ungleichung

O<ri==224+ 2=+
gentigenden Punkten. Bezeichnen wir mit £, und k, die beiden Kreise
¥2 4+ 92 = ¢} und 2® + 32 = 73,

so ist A der von k, und k, begrenzte Kreisring. Die Menge M
bestehe aus allen rektifizierbaren, ganz in U gelegenen Kurven,
deren Anfangspunkt auf 2, deren Endpunkt auf £, liegt. Um die
Funktion F(x,y, 2/, 3') zu definieren, denken wir uns eine Schar S
von Kurven gegeben, die den Kreisring 9 einfach iliberdecken und
sich von innen asymptotisch dem Kreise %, als Grenzzykel anndhern
(wie z. B. die Schar » = #, — e~ ®+9, wo » und ¥ Polarkoordinaten
bedeuten). Sei ihr Richtungsfeld gegeben durch:

cos $ =p(r,3), sind = q(x,9).

Wir setzen:

Fr,y, ¥,0) = \/#2 + > — ¥ p@,y) — ¥ q(x)

Man erkennt unmittelbar, dafi dieses Variationsproblem positiv
reguldr und positiv semidefinit ist in %, und zwar ist F(x,5,#,3) =0
dann und nur dann, wenn

Y=kpy),sy =rkqgly &k=0),

d. h. wenn (x,9, »/,4") Linienelement einer Kurve der Schar S oder
des Kreises #k, ist. Jeder Bogen einer Kurve der Schar S erteilt
also dem Integrale J den Wert 0, und da es beliebig lange solche
Boger gibt, ist hier die oben genannte Voraussetzung unseres
Existenztheorems nicht erfiillt.

1 Diese Voraussetzung ist insbesondere dann nicht erfiilit, wenn es eine in
% gelegene geschlossene Kurve gibt, die dem Integrale J den Wert O erteilt.
Denn diese geschlossene Kurve kann ja beliebig oft durchlaufen werden,
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Ist nun € ein rektifizierbarer, in 9 gelegener KUTVenbouen
dessen Anfangspunkt auf &, dessen Endpunkt auf %, liegt, g,
kann @ nicht in seinem ganzen Verlaufe mit einer Kurve der
Schar S zusammenfallen, es ist also fiir jeden Kurvenbogen § e,
Menge I:

J (€)= 0. 1)

Bedeutet aber € insbesondere einen Kurvenbogen, der auf k,
ginnend zundchst bis zu einem Punkte (2%, y*) mit einer Kurv
der Schar S zusammenfillt, und sodann mit dem von (+*, 3%) ayf
den Kreis %, gefillten Lote zusammenfillt, so konvergiert offenbar
J(€) gegen O, wenn der Punkt (+*, ¥*) auf der Kurve der Schar §
sich asymptotisch dem Kreise %k, ndhert. Die untere Grenze der
Werte, die J (€) auf der Menge I annimmt, ist also O; da aber
fir alle Kurven von I Ungleichung (21) gilt, ist hier ein Minimum
nicht vorhanden.

Wir geben nun auch ein Beispiel eines positiv semidefiniten
und quasireguldren Variationsproblems, bei dem ein Minimum
nicht V01handen ist, weil ein Punkt vorhanden ist, in dem I (x, , ', 4/
fir alle 2" und 3’ verschwindet.

Wir gehen aus von dem Variationsproblem, unter allen auf
dem Kreise 2 + 32 — 1 beginnenden und (auflerhalb dieses Kreises)
ins Unendliche verlaufenden Kurven diejenigen zu finden, die dem

Integrale
s [N
(x4 92

den kleinstmdglichen Wert erteilen. Offenbar sind dies die Geraden
1
r==at, y = bt, und zwar erteilen sie dem Integrale J den Wert =

Wir bemerken noch, dafi dieses Variationsproblem flir 22 + 32 = i
positiv definit und regular ist.

Nunmehr fithren wir Polarkoordinaten 7, & ein, in denen
unser Integral die Form annimmt

f\/d7’~+7~dd’

1»4)

Und nunmehr machen wir die Punkttransformation:

i 71/ ¥ =9+

Aus dem Bereiche x® + 92 =1 wird der Bereich #* + y? = I, cus
den Geraden ¥y —= a i, y = bt werden Spiralen unendlicher 1Linge,
die sich asymptotisch dem Nullpunkte nihern.
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Die Umrechnung unseres Integrales ergibt:

J= fﬂ‘s /(A + 73 dr? 3 2/2d7 AV + 7% a9

oder indem wir wieder die rechtwinkeligen Koordination einfiihren.
= ji(,«u2 + %) \/{(x2—2 \/747’ vy 4+ (12 4 y2)2) A2 4
+ 2 (xy + V2 + 22— ") vy +

+ G2 /ey + (2 + 929y at,

Der Integrand I'(x, 3, #/,9") dieses Integrales verschwindet im
Nullpunkte fiir alle &/ und alle 3/ Da der definite und reguldre
Charakter eines Integrales bei Punkttransformationen erhalten bleibt, ist
dieses Integral positiv definit und reguldr fiir 0 <<2® + 92 << 1,
und mithin positiv semidefinit und quasireguldr flir 2% + 92 << 1.
Die partiellen Ableitungen F,. und [} sind iberall stetig.

Wir wiéhlen nun fiir 9 die Punktmenge 4% + 9% =< 1, d. h. die
Flache des Einheitskreises, flir 9 die Menge aller rektifizierbaren
ganz in diesem Kreise gelegenen Kurvenbogen, die einen Punkt
der Peripherie dieses Kreises mit dem Nullpunkte verbinden. Jeder

. . 1
solche Kurvenbogen erteilt dem Integrale J einen Wert > -_-, da
D
er bei der vorgenommenen Punkttransformation nicht aus einer
Geraden x = al{, y = bt entstanden sein kann, und nur diese
1 .
Geraden dem Integrale J den Wert erteilten, alle anderen von
der Peripherie des Einheitskreises ins unendliche verlaufenden
. . 1 .
Kurven aber dem Integrale J einen Wert = erteilten. Gehen
wir aber auf einer der Spiralen, die Bild einer Geraden x = a/,
= b sind, bis zum Punkte (x*, ) und von da geradlinig zum

Nullpunkt, und lassen den Punkt (¥*, y*) auf der Spirale sich un-
beschrinkt dem Nullpunkte ndhern, so konvergiert der Wert des

T oL I .
Integrales J gegen -=-. Es ist also = die untere Grenze der Werte,
5

die das Integral J auf 9 annimmt; und da fiir keine Kurve aus I

wirklich J = ; wird, ist auch hier ein Minimum nicht vorhanden.

«




ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database

Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften
mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse

Jahr/Year: 1925
Band/Volume: 134 _2a

Autor(en)/Author(s): Hahn Hans

Artikel/Article: Uber ein Existenztheorem der Variationsrechnung 437-
447


https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=7341
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=34757
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=175504

