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Uber die
Methode der arithmetischen Mittel in der Theorie
der verallgemeinerten Fourier’schen Integrale

Von

Hans Hahn in Wien
k. M. d. Akad. d. Wiss.

(Vorgelegt in der Sitzung am 3. Dezember 1925)

In einem Vortrag in der Wiener Mathematischen Gesellschaft
im Februar 1924 sowie in einem Vortrag auf der Innsbrucker
Naturforscherversammlung 1924 habe ich mich mit einer Verall-
gemeinerung des Fourier'schen Integraltheoremes beschiftigt, und
die betreffenden Untersuchungen erscheinen demnédchst an andrer
Stelle in ausfiihrlicher Darstellung. Diese Verallgemeinerung lautet
folgendermafien: Es gilt unter geeigneten Annahmen {iber die Funk-
tion f(x) die Formel:

+oo
S = f(cos 7, A, ()-+sin prydW, (), (0)

WoO!

x)-ff()s‘“‘” <u>—ff<>- -

o _
CoSuxy cos ux
— [ % dx—ff@ L
1 ,
—o0

Insbesondere verlangt diese Formel zu ihrer Giiltigkeit, daf f{v) an
der Stelle x, in die Fourier'sche Reihe entwickelbar sei.

Im folgenden soll nun eine noch weitertragende Formel ent-
wickelt werden, die zu ihrer Giiltigkeit nichts weiter verlangt, als
dafl f(x) im Unendlichen beschrinkt und an der Stelle x, stetig sei.
Sie lautet:

1 # » Dy . d*W(r)
Sflry) =lim — <j01 COS 1%, - di —sin pdy —— = dh, (00)

p—> foo PT

wo:
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—ff()s‘ﬂ‘“ ff()sm*”‘
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Der darin auftretende Integralbegriff wird in § 1 erldutert.

Wiéhrend Formel (0) in der Theorie der harmonischen Anaiyse
beschrankter Funktionen dieselbe Stellung einnimmt, wie die Fourier-
sche Reihe in der harmonischen Analyse periodischer Funktionen,
so nimmt Formel (00) in der harmonischen Analyse besclnankte1
Funktionen dieselbe Stellung ein wie Fejér's Summierung durch
arithmetische Mittel in der harmonischen Analyse periodischer Funk-
tionen. In der Tat reduziert sich Formel (00), wenn f(¥) periodisch
ist, auf Fejér's Summationsformel, so wie sich (0), wenn S
periodisch ist, auf die Fourier'sche Reihe reduziert.

Ich hoffe, spiter noch eingehender auf diese Fragen zuriick-
kommen zu koénnen, da ich mich fiir diesmal begniigen muB, die
néchstliegenden Folgerungen aus (00) zu ziehen.’

§1.

Seien die Funktionen f(x) und g(x) definiert und stetig im
Intervalle [a, b]. Wir nehmen mit diesem Intervalle eine Zerlegung Z
vor durch Einschalten der Punkte:

A =2y <<¥) <Xy <T...<<Ty_y <<, =0
und bilden den Ausdruck:

ir—1

S(Z) = Z F(x) ( 8Wip)—g(¥) __ d_(l’)ig@:}2>

Yig1—%; Yi—¥i—1
i=1

Wir lassen nun Z eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge!
{Z,} durchlaufen und zeigen:

Hat f(x) in [a, ] eine Ableitung f'(¥), die stetig und
von endlicher Variation ist, existiert ferner im Punkte a
die rechtsseitige Ableitung g',(a), im Punkte & die links-
seitige Ableitung g&_(b), so existiert ein endlicher Grenz-

wert lim S(Z,)), der von der Wahl der ausgezeichneten Zer-
v — 00

legungsfolge {Z,} unabhingig ist.
In der Tat, es ist:

S(Z) = f(wys )g(%) g("‘u-ﬂ — Sl y S g (%) g(“o)

Kp—Np_q X —%,

(Zusatz bei der Korrektur.) Es sei auf eine mittlerweile erschienene hl")'chst
bedecutungsvolle Arbeit von N. Wiener verwiesen: Math. Zeitschr. 24, p. 575.
1 Im Sinne der Terminologie von G.Kowalewski, Grundz. d. Diff.- und
Integr.-Rechnung, p. 171.
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— Z ﬂj%:%}{?ﬁ g (®ip1)—8 (i) =
a»(%z) c(‘n 1_)

Yn—Vn—

+ 1 6) ()= (w) + 1/ G <g-<x,,>~g<xn ) —
— Y PN )—g i),

i=1

8 (h) g (%)

= f (W) == —f(y)

wo & einen Punkt des Intervalles (x; ;) bedeutet.

Durchlauft Z die ausgezeichnete Zerlegungsfolge {Z,}, so gilt
¥ —>a, Yy_1—b, & —a, §—>b, und somit wegen der gemachten
Voraussetzungen:

flx ”_1>o(1n) o(%ﬁl) — FB) &by, Flx) & (H) - ("0)

Vi Xy
f/(& ) (g<11) xo)) =05 f' () (g(in) S 1)) -0,

und gleichzeitig gilt:?

- fla)g' 1 (a);

N\ o ; L
pa S (§()—8 (i) —~ \L‘ S(®)dg).

Damit ist die Behauptung bewiesen.
Bezeichnen wir noch den Grenzwert von S(Z,) mit

b _ : ,
: i g'_(b)y — &' a) — v)ag(x). )
f 7 5D =1 -0 —fl9 1@ — [Fwaze.

Aus dieser Formel folgt sofort, wenn ¢ gemill a-<<c<<b so
gewdhlt ist, dafi ¢’;(c) und g’ _(¢) existieren:

[ 52 = [ =50+ [ P52 +

+ f(0) (8'+(0)—&"(©)), (2)

2 Vgl. hierzu H. Hahn, Monatsh. f. Math. Phys., 32, p. 69 ff.



452 H. Hahn,

also insbesondere wenn f(¢) = 0, oder wenn in ¢ eine Ableitung
£'(c) existiert:

[ 249 = [ 2520 4 [ £500 @

Besitzt g(¥) in [a,b] eine erste Ableitung g'(x) ung
eine zweite Ableitung ¢”(x), und gilt fir jedes Teilintervall
[, ] von [a, 2]:

3
&' @)—g' () :fgf”(x) dxr,

f fiy S5 - f Fg (@) dx. W

In der Tat, in (1) ist dann:

SO ist:

b ~
f Fdg) = J )8 () dx = Fb)g' (b)—F(a) g (@) — f Fw)g" (@,

und durch Einsetzen in (1) ergibt sich die Behauptung (4).
Besitzt g(») in [a,b] eine stetige Ableitung g’(¥), so ist.

b 2 (s b
[ 5 = [rase. g

In der Tat, es ist:

7n—1
b 2 " f o, o o(x)—e(xi_ \
f 310 Lﬁ_gl — lim Z Flx) (\ 8 (‘:i)l_i fm . (mﬂi_if; 1>/) _
= lim 3" f) (¢ Gra)—' €0),

wo §; einen Punkt des Intervalles (x;_y, #;) bedeutet. Hierin ist
wweiter:

n—1

3 ) (5 @) —8 ) =

i=1

= [l €)' &) — ) & €) (fa—rf),
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also:

o b
im Sf () (&' Gi)—8' €)) = f(b) &' (B)—f(a)g' (a) — /:gl(x) afx) =

i=1

b
= [fwag @)

womit die Behauptung bewiesen ist.

Wir beweisen noch den Satz: Geniigen f(x¥) und g,(*) den
eingangs gemachten Voraussetzungen, konvergiert g,(x)
in (a,b] gleichmédflig gegen g(x), und ist:

b+(a) —vil)m g,+(d), gl L(b) _y gmoéga @), (6)

s0 ist:
a?g(x) _ d°£ (1) _
dx v — 00 (f( ) Q)

In der Tat, nach (1) ist:
[ 50 = gt~ gty ff’(v)d ()
Wegen (6) und wegen:?

lim f P = f F)dg)

V—>00 Jg

geht hierin die rechte Seite fiir v — oo in die rechte Seite von (1)
Uber, womit (7) bewiesen ist.

§ 2.
Bekanntlich gilt der Satz: Existieren die Integrale
+ oo “+co

f,d(x)[dx und[(g(x))?dx und setzt man:

—o0 —Cco

+o0 +oo
Ap) = %fg(x} cos pady; B(n) = %fg(x) sin pxdy,

SO ist
400 +o0
f(g(x))gd,v: 7:f{(A(gL))2+(B(l.t))2}dtx. (8)

3 L.c 2 p 77

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. KI., Abt. ITa, 134, Bd. 34
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Sei nun {g,(v)} eine Folge von Funktionen, fiir die die Inte.

+o00 +00
grale f|g~,(x)|d,r und f(g.,(x))‘zdn' existieren; auflerdem sei die Folge
oo —oo

{g,(x)} in (—oo, +o0) im Mittel konvergent, d. h. zu jedem ==
gehdrt ein NV, so dafi:

400
f(g.,-(m)—o n@))?dy <o fir ¥ Z N,V = N )
—o0
Wir setzen:
oo +o00
A, () = 71: f 2y(%) cos prdy; By(n)y = 7]: f & (x) sin nrdy
o —

und erkennen sofort: die beiden Folgen {A,(w)} und {B,()}
sind in [0, +00) im Mittel konvergent.
In der Tat, zufolge (8) ist:

7 f {(Av (@) —Ao ()2 + (B ()—Byn(w))* ydp =

+o0

:Jf‘(g.,l(,’lf)——“ H(l)) Li\

also zufolge (9):

+co +oo
\[(’A.,.(p,)ﬁA.,n(p,))2 dp << s, f(Bx,v(p‘)——B.,u(p'))‘-’dg;, e
! ’ flir v = N, v = .\
womit die Behauptung bewiesen ist.

Sei nun f(») ecine in jedem endlichen Intervalle integrierbare
Funktion, die im Unendlichen beschrinkt bleibt; d. h. es gebe ein p
und ein g, so daf

fli=p fir » Zq. (19
\Wir setzen flir p.= O:

too sm-' x

D, (y) _[ﬂ ) T a ff(w)



n
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¥, () = ff( o ¥ gy [0 S s —

f f T g

Hierdurch sind ®,(x) und W,(x) fiir alle p =0 definiert
und zwar als stetige Funktionen von wu. Um dies einzusehen,
setzen wir:

(11)

COS

D, () = f(,r) 1%}2 T dy
—n (12)

,,,m—fﬂ) ey ff()s”’f”
Sln .L'L
ff( ) SR gy

t /2

Offenbar ist jedes <P, ,(r) und jedes W, ,(1) eine stetige Funktion
von . Flr hinldnglich grofle n gilt wegen (10):

| & "((")¥(I) (U) é f«d,:}r— + 2]7 —,’j; <5

@ — 00

so daf die P, ,(p) gleichmiBig fir alle w=0 gegen D,(w)
konvergieren; ebenso konvergieren die W, , (1) gleichmiBig
gegen W,(p). Damit aber ist die Stetigkeit von ®,() und W,(p)
nachgewiesen.

Wir zeigen dariiber hinaus, daf§ ®,(w) und ¥,(n) fur alle
n=0, abgesehen von einer Nullmenge, eine Ableitung be-
sitzen. Wir fihren den Beweis etwa fur ®,(w), da er fiir W,(p)
ganz analog verlduft.

Aus (12) entnehmen wir:

sin wx
B u(p) = f JONS

—1

. Wir zeigen zunichst, dafi die Folge der ®% ,(u) in [0, -+o0)
im Mittel konvergiert. Es genlgt, dies fiir die Folge
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n IS

Sl )f—mik -dx und fir die Folge ff(z) smp,t dx zu zeigen, \v,
vy

—i
q die in (10) auftretende Grofie bedeutet; wir zeigen es etwa fj;
die erste.

Wir setzen:
N T®) e o () — O filr & ,
&) = p firg==2r=wu; £,(¥) =0 fir x<q und r> .

Wegen (10) ist dann die Folge der g,(x) in (—oo, +c0) im Mitte|
konvergent, und wie zu Beginn dieses Paragraphen gezeigt, ist
somit auch die Folge

“+co

fgu(t) sinprdx —ff( ) ﬂ*f,’i

—00

in [0, +-o0) im Mittel konvergent, wie behauptet.

Da sowohl die Folge der ®; ,(p), als auch die Folge der
W% () in [0, +00) im Mittel konvergiert, so konvergiert jede von
ihnen (in jedem endlichen Intervalle aus [0, +c0)) im Mittel gegen
eine bestimmte Funktion ®*(w), beziehungsweise W*(1), und es ist
bekanntlich fir jedes p > 0:

lim f(I))”(p.)d;L— (I)*(p,)dp, 11m f‘ﬂ'o 2Q)dpn = lp*(p,)d[L
0

L —> O

oder da:

m
lim fd).’z,,, (Wydp = lim $ (1) = P, (),
7 —> 00

1 — oo Jo

und ebenso:

lim f ﬁf.’z,“(;x)d:x =W, (),

n— 0 Jo

SO haben wir:
o [
Dy (p) = | Prmdp; Wa(w) = f * () . (13)
0 0

Also gilt fiir alle p.= 0, abgesehen von einer Nullmenge:
Po(p) = @ (w); Wa(p) = V() (14)

und die Behauptung ist bewiesen.
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Da die Folge der @5 ,(p) in jedem endlichen Intervalle aus
[0,-+20) im Mittel gegen (1>*(p,) konvergiert und die Folge W} , (1)
gegen W*(p), so gibt es in ihnen Teilfolgen @}, (1), beziehungs-
weise W4 ,.(n), die in [0, 4 o0) iiberall, abgesehen von einer Null-
menge, gegen ®*(p), beziehungsweise W*(u) konvergieren. Es gilt
also dann auch fir alle p.=0, abgesehen von einer Null-
menge:

lim @}, () = Pi(w); ' limoo W () = Wh (). (15)

[ — oo

§ 3.

Sei wieder f(x) eine in jedem endlichen Intervalle integierbare,
im Unendlichen beschrinkte Funktion. Auflerdem sei f(x) an der
Stelle #, stetig. Dann gilt:

+oo sm-‘ (r—=x,)

Sl = lim ff( o

=+ oo

—dx. (16)

In der Tat, wegen:

i B
0 T sin? o (v—=xp)

2 U o (17)
um f (r—7,)7 dr—1

— 00

genligt es zu beweisen:
sin? (1——1:0)

i f (o) — L sar=0. (19

It —> 400 |

Wir wihlen 72> 0 so klein, dafi:
) —f(x)| << e fir |x—x, | <D
Dann ist wegen (17):

ot sin? ; (v—=x,)
(O—f) gy v | S fur alle p. (19)
%o
ro—h

Sodann- gibt es, weil f{¥) im Unendlichen beschrinkt bleibt, ein
M, so daB fir w= M:

sin2-t- (x %)
[!" f(f(’”) f(xo)) 9—— dx { < s (20)

RS/
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ol sin? ¥ (*z %)

= f V)| <5 oy,

Aus (19) und (20) folgt.

M
sin? '0 (x—xo)

f(f(m) () —= —dxy < 3= fir p=M

Es ist also (18) und somit auch (16) bewiesen.
Nun ist:

" Sln_

ff(«)—-—»- d*f_.fkf( >fsmm ) 0

—=i

— f { A f f co:t(a—;to)clt)d/\} v —

—1

in I8 1" n
:f{f(cos rxoff(x) cos trdx + sin rxoff(x) sinrxdx.) dr}d)\.
/
0 0 - L

Machen wir wieder von der Bezeichnungsweise (12) Gebrauch,
s0 ist hierin:

ff(m) cos txdr = Y ,(v); ff(1) sin tvdy = W'Y, (x).

—1

Unter Berufung auf (4) konnen wir auch schreiben.

u sin?- P (;L

ff(m) dm = [{f costy, »;?'%"—-Q + o

—i
Bl
—+ sin tx, d ., "@> } .

dr /

Wir setzen nun fiir © << O;

(I)z,n (r) =0, lIJ‘z,n (ty =0.

™o
)
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Da fiir t=0 —

¥, (5) = f ) T ay,

—n
(I)‘,z,n(o) =0,
ist zufolge (3) in (21) fiir jedes &= O:

also

P

72 (I)) Z‘qu‘u . N
f' COS 74, ’L_‘—‘l(z ~+ sin Tz, 7%, '(E)> —
1]

dr dt
~ 20, (%) 2, (%)
= (cos T, —d—;-’ + sinsry, — chh)’

—I
so dafl wir (21) ersetzen kdnnen durch.

J,

n? @
[ [lonser @ Pen®
[](1) ) d‘L = fl \cos Yoo e + (23)
0 —
, @ew, ,
+ sin Ty, 1;~<Q>1

Hierin ist nun der Grenziibergang 7 — oo zu vollziehen.
Wir setzen

®,(tr) =0, W,(t) =0 fir t<<O. (24)

Es konvergiert, wie wir in § 2 sahen, in [0,A] die Folge
®, ,(t) gleichmifig gegen ®,(z), und ¥, ,(r) gegen W,(r) und
wegen (22) und (24) gilt dies auch in [—7, A]. Ferner ist fiir alle #:

D, (1) =0, W ,(—h) =0, P4(—h) =0, ¥i(—h) =0,

ferner gibt es nach (13) eine Folge n;, so dafi fir alle A\=0, ab-
gesehen von einer Nullmenge:
lim @ 5,00 = PL0); hm W00 = WL,

i — oo
Zufolge (7) gilt also fiir alle xgo, abgesehen von einer Null-
menge:

I3

_ ’ 2@, ,.(v) 20, " (t)
lim f( COS Ty — + sintay — =

i 2 o0 dr dr
—n

0

dzd, A NG
—J "l()c—@—i- r))

—h
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Wir zeigen weiter, dafi auch:

2P, (‘c) W, , (1)
lim f fcos Xy —— + sinty, ——— }d)\ —
i— oo 1 dt

0 —n

= [{ froren 50 w0

In der Tat, unter Beniitzung von (1) finden wir (abgesehen
von einer Nullmenge):

p 2P, iy (= ) d? llf?,‘ll,‘@))
f(cos TXG - -+ sintyy, ————— ) —

dr dr
—n
s .6, 2V, ()
*—f [oR] I,IO El ~ 4 sin X - d; ey (26)
—n
= c0s My (5,4, —P5 (1)) +sin Ay (P2, ,,(N)—T2(0) +
A
+ A'OISin w2y d (s, ,(5)— P, (1)) —
—I I3

—~,1’0fcos w1y d (o, 1y (0)— W, (7).

I

Da wegen (13) und (14):

oo
D, (1) =f(.[).’_,<p,)dp,
0
ist, so ist:

n

fcos Wy (B3, ;00— P50))dh = cos hxy (Ps, 0, (1) —P, 09)]t +
0

I
+x0fsin ry (Pa, ;) —P, (V) 22,
0
und mithin, da die ®, ,(») gleichmaBig gegen ®,(}) konvergieren:

lim fgos hxy (@, ;W) —P2 (W) @) = 0. 27
0

i— oo
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Analog findet man:
P
lim f sin Az, (W, 5, 00—W4(N) 4 = O, (28)
i— 00 Jo
Bezeichnet M, die obere Schranke von [®, ,(t)—®,(x)! in

[—/,x] und V() die Variation von sin tx, in |—A,A], so gilt die
Abschétzungsformel: 4

H - |
} sin 11, d ($3,,()— P, (0) | = (VO)+1) M,
-

Wegen lim M, = 0 gilt also:

7 —> 00
i~ )‘
lim f{fsin T, d (‘1)2'1,(1)—‘1)2 @) }d)\ =0, (29)
n —> 00
0 —h

und ebenso findet man:

i N

) limmf{fcos w2y d (W, (0)—¥,(9)) }d)\ =0. (30}

—n

Aus (26) zusammen mit (27), (28), (29). (30) folgt nun:

o X
i ® < ’ dz(b?,ﬂ;("") az ‘IJ“ZJH(T))
i_inloj f CcOoS TX, Vd—’t - sin Ty - de

[/
—f oS t¥, vg( 9 + sinta, d—-?f—@)}d)\ =0;

at
—n

damit ist (25) bewiesen.

Ersetzen wir in (23) # durch #; und vollziehen den Grenz-
iibergang 7 — oo, so erhalten wir:

+o°  gin? Pﬁ (x—ux,p) 26
Z[f(t) dm_f{fcosn di(t2+
0o —h (31)
+ sintx, -l:;%(f)-}d)\.

1L 2 p. 74
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Hierin kann % noch eine beliebige Zahl = O bedeuten, insbesondere
beliebig klein gewdihlt werden.

Wir schreiben deshalb statt (31):

+ 00 sin?

ff(i) TRy dy = f{fcos TL, - ——-ZI;C( ) +

12,
+ sintx, @ d;@} di

Formel (16) ergibt nun.
0 I3

N T 1 (~)
Sy = - ,l.—lir:l-oo P‘f{fcosmo e

0 —0
2,
+ sin T, %, } d. (32)

Diese Formel gilt fir jede Funktion f{¥), die in allen
endlichen Intervallen integrierbar, im Unendlichen be-
schridnkt und an der Stelle x, stetig ist.

§ 4.

Wir setzen nun fiir . = 0 (vorausgesetzt, daf} diese Ausdriicke
einen Sinn haben):

¥ = [T f F) SR g

—ff() LOSEY

An anderer Stelle habe ich gezeigt, dafi fiir eine in jedem
endlichen Intervalle integrierbare Funktion f(x), die im Unendlichen
geeignete Bedingungen erfiillt und an der Stelle x, in die Fourier-
sche Reihe entwickelbar ist, die Formel gilt:

+00

Slry) = i f (cos hy, d®; (3)+sin ki, W, ().
(19 o
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Wir sind nun in der Lage, diesem Resultate ein anderes zur
Seite zu stellen, das lediglich voraussetzt, daf f(x) an der Stelle x,
stetig sei.

Wir zeigen zundchst. Wenn @, (p) und W, (n) fir p=0
existieren und stetig sind, so gilt fiir p=0:°

D, (p) = Do), W, ()= W5 () (33)

In der Tat, es ist, wenn wir von der Bezeichnungsweise (12)
Gebrauch machen:

@mo:ﬁmbﬁﬂ S0P = im @4, ().

7w — o9 I ~—> cO
—

Also gilt, wegen (15), abgesehen von einer Nullmenge:
D, (1) = Pi(w). (34)
Aus (13) und (14) folgt daher:

D, (p) = f ﬁ>1 () dw,
0

und da P, (p) stetig ist, gilt (34) Uberall Damit ist die erste
Gleichung (33) bewiesen, und analog beweist man die zweite.

Beachtet man die Festsetzung (24), so ergibt Formel (2), da
(wie eben bewiesen, vgl Anmerkunc 5 @4, (0) und W%, (0) exi-
stieren, und zufolge (33) @}, (0) = 0 ist:

[(cosw[, éi(-cl;r(-) + sin “}g-@)

() 22V, (%)
_f cost 10 = + sin=x, d;( >;

und Formel (5) ergibt weiter, da ® (), ¥, (1) fiir p. =0 als stetig
vorausgesetzt sind:

f}\<cos TX, d‘Z?‘-’ © + sin T d)q,"(f)) —
0 0 dx 0 ge

—f (cos tx,d P, (v)+sin wa, d W, (2)).
Und wir haben somit das Resultat:

5 Tiir p.=0 ist unter ®5(0) und W, (0) dic rechtsseitige Ableitung @}, (0),
bczuhungweﬁc Y, (0) zu verstehen.
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Ist die in jedem endlichen Intervalle integrierbare,
im Unendlichen beschrinkte Funktion f{x) stetig an der
Stelle %, existieren flir p=0 die Ausdriicke ®,(u), ¥ (y)

und sind sie stetige Funktionen von p, so gilt die Formel:

A
_]“(,1'0)’:_1t lim lf”{f(cos t4,d ®, (z)+sin rxnd‘FI(t))}dk. (35)
o o

T p—> +4oo I

Wir setzen nun fiir p. =0 (falls diese Ausdriicke existieren):
400 +o0
() :ff(,v) cosprdy; () :ff(x) sin prdxr.
—oo — o0

Nehmen wir an, diese Ausdriicke existieren fiir alle p =0,
abgesehen von einer Nulimenge, und es sei fir jedes Intervall
I=a=p=2§:

B, ({)—®, (z) = f Cwydp WOV, = f (o) dp,

so kann (35) auch in der Form geschrieben werden:

i 3
flry) = ! lim ! (cos tx, 9 (x)+sin tx,§ () d= S dh.
Tpooo Py o
§ 5.

Sei nun f(x) eine integrierbare und beschridnkte periodische
Funktion; der Einfachheit halber nehmen wir an, sie habe die
Periode 2. Thre Fourier'sche Reihe sei gegeben durch:

oo
JF@) ~ (,l)—o +Z (a, cos vx-+b, sin vx). (36)
v=1

Wir wollen zeigen, da die zugehorigen Funktionen ®,(x)
und W, () aus dieser Fourier'schen Reihe durch gliedweise Integra-
tionen berechnet werden koénnen. Es wird geniigen, dies fur ®,(1)
nachzuweisen. Offenbar kénnen wir dabei ohneweiteres a, — O an-

nehmen, so daf:
co

F) ~ Z (ay cos vx+b, sin vx).
vy=1

Wir haben nachzuweisen:
+oo sin? ¥ x
lim (f(;l’) —\ (a, cos vr+-0b, sin v:v)) ————dr =0.
I —» 00 A L: X
~— 00 =1
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Dazu genligt es, zu zeigen: zu jedem e =0 gibt es ein N, so
daf fir alle = N und alle endlichen Intervalle [p, q]:

n X 1,
sinz %y

q \ . 2
f <f(x) — £ (a, cos yx+b,sinvy) | — i —dx
A g

v=1

<&

Nun gilt, wenn g(x) integrierbar, %(x) von endlicher Variation
in [p, q] ist, die Abschétzung:

= GH'+H"),

f qg (%) h(x) dx
P

wenn H’ die Variation von h(x), H” die obere Schranke von '/i(x)]
£ |
und G die obere Schranke von !fg(x)dx‘ in [p, g] bedeutet. Be-
p

zeichnen wir also mit V die (sicherlich endliche) Variation von

| . .
2 sm?—; ¥ in (—oo, +o0), mit M, die obere Schranke von

n
f’ (f(l’) - }j (a,cosvx+b, sinvx)dxy }
o =

v=1

in (—oo0, +o0), so erhalten wir:

— (/r
=2m(v+ ),

i a/ o 7 - | ’\ |
|£<f(1) Z@" cos u+b‘,smv,¢))d,m

v=1
und da hierin bekanntlich lim M, = O ist, so ist die Behauptung
1n —> 00
bewiesen.

Nun ist, wie unmittelbar zu sehen:

.

too sin? - x
2 jO firo=s=p=v
2| cosvy ———— dr = )
x= 1 m(p—v) fir L=y
—O0
+00
. si
— [ sin vx

12

npr oo _f—wn fir0==p=v
T ) —ay  fiir L=y
—o0

Berechnet man zu der durch (36) gegebenen Funktion f(x)
die zugehorigen Funktionen ®,(p) und W,(n) durch gliedweise
Integration, so ergibt sich leicht:
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D, () = Py (n) + 7r< + Z (n.—11)
firn=n=n+1

" (1=0,1,2,. )
W, (1w = W,(n) += <C + Z ZL,) (p—12)

v=1

wo mit C eine Konstante bezeichnet ist, auf deren Wert es weiter

nicht ankommt.
Auf Grund von (2) wird nun in Formel (32) fiir n—1 <) <u

»
< A2, (x) . 2, (r) azd, (v
COS T4, — ==+ sin ¢ —d )= cos THy

—n

—0
A2, @) < a2 ®,(x)
+ sin s, 2 )+ Z (cos =1, =5
v=1v—1
. d*W, (7) h A2 @, (x) . d2W,(r)
=+ sin T, J«; ) =+ f (cos TX, d; -+ sin t.x, —7; -—-) +
7—1
n—1
{ +v(a cos v, +b, sin vi,) }
v=1

und da in den einzelnen Intervallen [—7, O], [0, 1].. ., [n—2,n—1],
[z—1,3] die Funktionen ®,(r) und W,(z) linear sind, fallen die be

treffenden Integrale fort. Wir haben also fiir n—1 << 4 =< n:

» a2d, (7) . 2 IIJ (»)
COS T, —d; -+ sin Ty, - 37)
- n—1
=z {ao + v(ﬂ cos v, +b, sin ‘}10)}
=1

Lassen wir in Formel (32) . speziell die Folge 1,2,. .,n,.
durchlaufen, so liefert sie:
—1
I nao
Sry) = lim }[’l + Z (n—v) (a, cos vx,~+b, sin vx,) (37)

7 —> 00
v=1

Wir sehen also: Ist f(x) eine periodische Funktion,
reduziert sich Formel (32) auf Fejér’'s Summationsformel

SO

fir die Fourier’sche Reihe.
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Dies ist nur ein spezieller Fall des folgenden allgemeinen Resultates
(das Ubrigens leicht noch weiter verallgemeinert werden konnte):

Sei g, <<g,<<. .<<q,<<. eine ins Unendliche wachsende:
Folge positiver Zahlen und sei f(¥) eine injedem endlichen
Intervalle integrierbare, im Unendlichen beschridnkte
Funktion, deren zugehdrige Funktionen ®,(p) und W,(p) in
den Intervallen |0, ¢,], [9,, 45} [9u -1 @il linear sind.
Setzt man:

b (0) ==na,, PL(g)—P: (9:) =7ay, (38)
II.J'2+<[],,)—‘F~_)I_ (qn) - % b”, !

so gilt an jeder Stelle x, an der f(r) stetig ist, die Dar-

stellung:
n-—-1

. 1 ,
Flxg) = lim {qu a, + V' (gu—1.) (@, cOs g,xy~+ by sin ¢,x,) } < (39)
I — co q’l L‘
v=1

Der Beweis ergibt sich ganz ebenso wie der von (37) aus
Formel (32).

Insbesondere gilt Formel (39), wenn f(x) eine fastperiodi-
sche Funktion® ist, deren Fourierexponenten g, sich nirgends im
endlichen hdufen. Wir denken die g, wachsend geordnet:

O<q,<<q,<<. .<<gq,<<.

Wie H. Bohr gezeigt hat, kann eine Folge endlicher trigono-
metrischer Summen

Ju(¥) = al + Z (@ cos ¢, x+b%Y sin g,x)
v=—1

gefunden werden, die in (—eo0, +-00) gleichmidflig gegen f(%) kon-

vergieren. Ist:
[e

J).va, + \ (ay, cos g,x+0b, sin g,x)
-
v=1
die verallgemeinerte Fourierreihe von f{(x), so gelten die Grenz-

beziehungen:

lim a”? = a,, lim b"? = b,.
n — 00 n—> 00

» Bezeichnen ®5”(p), W (p) die zu f,(r) gehodrigen Funktionen
b,, W, so konvergieren die ®{”(p) und T (p) in jedem endlichen

H. Bohr, Acta Math., 45, p. 29 ff.; 46, p. 101 ff.
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Intervalle gleichmdfig gegen ®,(n) und W,(r). In jedem Intervaje
;O, ql]) [ql) Q2]" *y [Q; qv-i-l]; . sind aber alle (I)ém(P‘) und w'-(.)”‘(p.»
linear, dasselbe gilt daher fur ®,(p) und ¥,(p). Und zwar ist fi,

n=>>v in (g gy41]:

P (p) = PP (g) + = Z ai”. (h—q.);

i=0
v

/ \
‘Fg') @) =Y (g)+= (Cn + Z b(:'”/) (—q),

=1
also

D, (1) = Py () +7 Z a;(p—q.);

i=0

— = N o) (—
W) = V(a5 (C+ N 8r) g
=1

Es geiten somit die Formeln (38), womit (39) bewiesen ist.

§ 6.
Wir wollen zum Schlusse noch folgenden Satz beweisen:
Ist f(¥) in jedem endlichen Intervalle integrierbar und
im Unendlichen beschrdnkt, und existiert flir jede Folge
von Intervallen [p, ¢q,), deren Ldnge ins Unendliche widchst,
der Grenzwert:

1 qy
A(p) = lim ff(x) cos pxdz, (40)
vV — 0 v_‘pv Dy ’
50 ist:
1 D (n+1)—2 D, (p)+ D, (n—1) ‘
A =5 tim DOTDZSWLROD )

In der Tat, es ist:

h)x
ctis(;b+ z)tdx:

+o0
Byt ) By = [ ) T

h 12
+ o0 i R Y 4
sin (p + 5 ) % sin o

:2ff(x) S dy =

a2

—CQ
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sin? -I—- x ] p
= ff(m) cos Wy ————dx+ ff(z) sin M ! ax.
Mithin ist:
sin? k x
D, (p+-71)—2 d;;(gx)+®2(fx h) ff(f) cos pr——2

— \

— e }"_«

ﬁ<k/COS 7 P dx.
—o0

Wir haben also zu zeigen:

x
sm2 el
lim ff cos ™% ~dx = A(p),
h—o0 T
oder was dasselbe heifit:
to sin2 -
. ¥ pr _
i l_l)moof<f<7> cos A (p,)> dx = 0.

— 00

Ist & > O beliebig gegeben, so gibt.es, da f(¥) im Unendlichen
beschriankt ist, ein a, so daB fir alle |[k]=1

L, X
+oo . w sin? —
| f (f () eos i — ‘4@) w | =s
sin? ~-
’f( cos———A(y)) dxl<e.
Es geniigt also, zu zeigen, dafi
sin? —
dxr = 0. (42)

i, [ ot - )

—a

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. KL., Abt. ITa, 134. Bd.
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Nun ist flir jedes Intervall [0, ] wegen (40):
3

n
I B(“) BY gy —lim 7 dx = 4
im ﬁf% cos 7-dx = lim ¢ff(x) cos prdx = (B—a) A(p),

B —0 h—0

h

8 .
lim f (f<%> cos P;% — A(p.)) dx = 0. (43)

also:

I —0

Ferner konnen wir leicht beweisen: Es gibt ein M und ein M
so dafl flir alle x von [—a,a] und alle || =<1:

fo(%) cos PITY — A(g.u)) dx

In der Tat, andernfalls gdbe es eine Folge %, mit lim %, =0
und eine Folge {v} in [—a,a], so daf: v—> o0

) ﬁ <f<%> co8 E;Tr - A(P«)) dx

oder was dasselbe heifit:

Xy

Ty
h~,ff(x) cos pxdr—A(p). 1,
0

Xy

Ity
h—vff(x) cos px dx—A®w)
EA

= M. (44)

=,

=V (45)

und somit:

vy
>
| %]

da aber aus (45) folgt, dafi M | tiber alle Grenzen wichst, steht

(M
dies in Widerspruch zu (40).

Aus (43) und (44) aber folgt bekanntlich (42), womit die Be-
hauptung (41) bewiesen ist.

In ganz analoger Weise zeigt man:

Ist f{x) in jedem endlichen Intervalle integrierbar und
im Unendlichen beschrdankt, und existiert fiir jede Folge
von Intervallen [py, ¢], deren Ldnge ins Unendliche wéchst,
der Grenzwert:

9y
B(p) = lim ! f S(w) sin px du,
v,

v— oo §v—pP
So ist:

im W, +1)—2 Wy () + W, (n—1)

1
2w h—0 h

Bp) =
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