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der verallgemeinerten Fourier’schen Integrale
Von

Hans Hahn in Wien
k. M . d. Akad. d. W iss.
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In einem Vortrag in der Wiener Mathematischen Gesellschaft 
im Februar 1924 sowie in einem Vortrag auf der Innsbrucker 
Naturforscherversammlung 1924 habe ich mich mit einer Verall
gemeinerung des Fourier’schen Integraltheoremes beschäftigt, und 
die betreffenden Untersuchungen erscheinen demnächst an andrer 
Stelle in ausführlicher Darstellung. Diese Verallgemeinerung lautet 
folgendermaßen: Es gilt unter geeigneten Annahmen über die Funk
tion f(x) die Formel:

+  o o

/(*o) =  % Ĵ (C0S 'xx° + pXgdŴ iL)), (o)

wo:
+ oo 1

't', (H) =  j/ W  dx ; =  j/ (.r ) dx_

—  O O — 1

+  o o  — 1

cosa.r . r . ,  . cos ax
■ J  f(x) — J —  dx — J  f ix) — -—  dx.

Insbesondere verlangt diese Formel zu ihrer Gültigkeit, daß fix) an 
der Stelle x0 in die Fourier’sche Reihe entvvickelbar sei.

Im folgenden soll nun eine noch weitertragende Formel ent
wickelt werden, die zu ihrer Gültigkeit nichts weiter verlangt, als 
daß f ix )  im Unendlichen beschränkt und an der Stelle x0 stetig sei. 
Sie lautet:

1  p /  d^Jz) . d̂ WJz)
____ I l I P A C  li r ______1 V - -1— e i n  M A' -------- c \ /

+oo J 0 Vo
Wo:

f ( x 0) =  lim _ —— I ( I cos [xx0 — -----hsin \ix0 — J d l, (0Q)

+  o o  V--f-w ~—x

<3>2 (jx) =  2 J f ( * )  s in 2 - ^ 2-  dx; W2((x) =  J f ( x )  dx
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4 5 0 H. H ah n ,

+ 0 0

Der darin auftretende Integralbegriff wird in § 1 erläutert.
Während Formel (0 ) in der Theorie der harmonischen Analyse 

beschränkter Funktionen dieselbe Stellung einnimmt, wie die Fourier- 
sche Reihe in der harmonischen Analyse periodischer Funktionen, 
so nimmt Formel (00) in der harmonischen Analyse beschränkter 
Funktionen dieselbe Stellung ein wie F e je r ’s Summierung durch 
arithmetische Mittel in der harmonischen Analyse periodischer Funk
tionen. In der Tat reduziert sich Formel (00), w’enn f(x) periodisch 
ist, auf F e je r ’s Summationsformel, so wie sich (0), wenn fix) 
periodisch ist, auf die Fourier’sche Reihe reduziert.

Ich hoffe, später noch eingehender auf diese Fragen zurück
kommen zu können, da ich mich für diesmal begnügen muß, die 
nächstliegenden Folgerungen aus (00) zu ziehen.0

§ 1 .

Seien die Funktionen f(x) und g(x) definiert und stetig im 
Intervalle [a, b\. W ir nehmen mit diesem Intervalle eine Zerlegung Z 
vor durch Einschalten der Punkte:

a =  x0 <  xx c  x2 < .  . . <  xn- 1 <  xn =  b 
und bilden den Ausdruck:

s  (Z ) =  V  f(xj)
^— i V %i-1-1 %i—l
i =  1

W ir lassen nun Z eine a u s ge ze ich n e te  Z e r le g u n g s fo lg e 1 
{Z,} durchlaufen und zeigen:

Hat f(x) in [a, b~\ e in e A b le itu n g  fix), d ie s te tig  und 
von en d lich er V a ria tion  ist, e x is t ie r t  fe rn er im Punkte a 
die r e c h ts s e it ig e  A b le itu n g  g'+(a), im Punkte b die links
s e it ig e  A b le itu n g  g'-(b), so e x is t ie r t  ein en d lich er G renz
w ert lim S (Z V), der von  der W ah l der a u sgeze ich n e ten  Zer-

V — ^  O O

le g u n g s fo lg e  {Z v}  u n ab h än g ig  ist.

In der Tat, es ist:

S(Z) —f(xn̂ )g(̂  g('Xn~t') _Xu X-ji—1 Xn

(Zusatz bei der Korrektur.) Es sei auf eine mittlerweile erschienene höchst 
bedeutungsvolle Arbeit von N. W ie n e r  verwiesen: Math. Zeitschr. 24, p. 575.

1 Im Sinne der Term inologie von G. K o w a le w s k i,  Grundz. d. Diff.- und 
Integr.-Rechnung, p. 171.
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Theorie der verallgemeinerten Fourier’schen Integrale. 451

-  =  Z-j xi+1— Xi v  7
1 = 1

-■ Uv  l )  - f ^ . \£ (Xl )  &(xo) ,i) — —  ---------- /  (.i.j) — - — -— +xn xn—1 x\ xq

+  /  ($ i )  ( g M —g(x0)) + f ( $ n) ( g (x,l)—g(xn-1 ))  —

/=l

wo einen Punkt des Intervalles bedeutet.
Durchläuft Z die ausgezeichnete Zerlegungsfolge {Zv}, so gilt 

xx a, x„-.t -+b, i x-+ a, £„ ->■ b, und somit wegen der gemachten 
Voraussetzungen:

^  f(b)g_(py, / ( * , )  - / ( « ) / + ( * ) ;
A «  — 'W/-1

f< k )  (g (* i ) -g { * * ) )  -  0 ;  / ( € « )  (*(*».) -  0, 

und gleichzeitig gilt : 2

V / ' « , )  -  Cf{x)dg(x).
/ = 1

Damit ist die Behauptung bewiesen.
Bezeichnen wir noch den Grenzwert von S (ZV) mit 

r b d-e(x)f(x) — so haben wir gefunden:
Ja d x

r b d- °(r) r b
I ^  dx =  — ^  d g ^  ( 1)t/a ' c/a

Aus dieser Formel folgt sofort, wenn c gemäß a-cc<zb so 
gewählt ist, daß g'+(c) und g'—(c) existieren:

+ f ( c ) ( g '+ (c ) - g '- ( c ) ) ,  (2)

- Vgl. hierzu H. H ahn, Monatsh. f. Math. Phys., 32, p. 69 ff.
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also insbesondere wenn f(c) =  0 , oder wenn in c eine Ableitung 
g'(c) existiert: ö

r,,„s . K m
I / W  ~ * r  -  I fw  - W  + \/ W  ~diT~ (3;J Ja Je

B es itz t  g(x) in [a,b] eine erste A b le itu n g  g'(x) und 
eine zw e ite  A b le itu n g  g"{x), und g ilt  für jed es  T e ilin te rva ll 
[a, ß] von [a,b]:

so ist:

f f(x) — Cf(x)g"{x)dx. (4)
\J CI iJ CI

In der Tat, in (1) ist dann: 

fh * )d g (x ) = ff'{x)g'(x)dx =mg'(b)-f(d)g'(a) -  ff(x)g"(x)dx,

und durch Einsetzen in (1) ergibt sich die Behauptung (4).
B es itz t g(x) in \ci,b~] eine s te tig e  A b le itu n g  g'(x), so ist.

J/^ ~ ~ d x ~  =  (5)

In der Tat, es ist: 

j } („ £ & . m  =

i—1
11—I

=  Hm V / (* , )  (/(£/+i)—g'dd),
i=i

wo  ̂ einen Punkt des Intervalles xi) bedeutet. Hierin ist
weiter:

n—1
£ / ( * , )  (.?'&+ ! ) - / « , ) )  =

i=l 11
=  f(Xn)g'(;U) —f ( x 0) g ' ( £ 1)  —  ^  g'iid ( f { X i ) — f { Xi^ ) ) ,

i= 1
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also:
—l

lim Y f ( x 'd  (/(6,+,)-?'&)) = m g '{b ) - f (a )g '( a )  -  f g ’ (x)d f(x) =
1 J a

i—1

=  f f ( x ) d g ' ( x ) ,
J a

womit die Behauptung bewiesen ist.

W ir beweisen noch den Satz: G enügen f{x) und g,,(x) den 
e in gan gs gem ach ten  V orau ssetzu n gen , k o n ve rg ie rt g.,{x) 
in [a, b] g le ich m ä ß ig  gegen  g{x), und ist:

/+ (a) =  lim gi+(a), gL(b) =  lim gU(b), (6 )
V —>■ OO V —>■ oo

In der Tat, nach (1) ist:

r b d- o (x) r h
f{x) “ § 7  =mg'-(p)-mg'+(“) -  \f(*)dg*(*)-

J a  '  J a

Wegen (6 ) und wegen : 3

lim f f'(x)dg,(x) — Cf(x)dg(x) 
v ~y 00 Ja Ja

geht hierin die rechte Seite für v oo in die rechte Seite von (1)
über, womit (7) bewiesen ist.

§ 2 .

Bekanntlich gilt der Satz: Existieren die Integrale
+  o o  + o o

J* g(x)\dx und J*(g(x)y~ dx und setzt man:

— o o  — o o

-|-oo —}- o o

A(ix) rr  —  I g(x) cos [i.xdx] B(\i) — —  I g(x) sin \ixdx,
71J %J
—  OO — o o

so ist
-f- o o  -|— o o

(8 )

3 L. c. 2, p. 77 ff.

S itzu n gsber ich te  d. m athem .-natunv. K l., A b t. I Ia ,  134. Bd. 3 4
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Sei nun { g v ( x ) }  e ine  F o lg e  v o n  F u nk tionen , für d ie  die Inte-
+ 0 0

grale j*\g,l(x)\clx und J*(ĝ (x))2dx existieren; außerdem sei die Folge

— CO 00

{g-,(x)} in (— 0 0 j —(— 0 0 ) im Mittel konvergent, d. h. zu jedem ; >  0 
gehört ein N, so daß:

+ 0 0

J(gXx)—iXx)ydx <  £ für '/ N, v" ^  AT. ^

—  O O

Wir setzen:

+ 0 0  + 0 0

A,(;j.) = I J ' v 'M  cos \xxdx\ BJ\s) =  ^ Jĝ (x) sin y.xdx
— 00 —00

und erkennen sofort: die be iden  F o lg en  {.4v(jx)} und {B.,([i)} 
sind in [0, + 0 0 ) im M itte l konvergen t.

In der Tat, zufolge (8 ) ist:

+ 0 0

71 !«*1 ̂  +̂B>' }d[i
+ 0 0  

=/ (? ,(>

+  O O

=  f (MXx)—&"(x)ydx,

also zufolge (9):

-i-co +00

C(A,<(ii)~A,"(\i)y d\i c s , f ( 5 V.([A)— # v " ( | i . ) ) 2 d f i . < e  

J  0 Jo
für '/ ^  AT, 2 s X,

womit die Behauptung bewiesen ist.

Sei nun fix) eine in jedem endlichen Intervalle integrierbare 
Funktion, die im Unendlichen beschränkt bleibt; d. h. es gebe ein p 
und ein q, so daß

fix) 1 <̂ p für x ^  q. ( 1 0 )

W ir setzen für ;j, >  0:

+  co +00 s j n 2 £  r

(:*) =  j'f(x) l^ p - x dx =  2  jf ix )  dx
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Theorie der verallgemeinerten Fourier’schen Integrale. 4 5 5

1 -f-OO

V , GO =  f f ( x )  ■ ^  äx -  f a x )  Sin dx -
J  *- J  *" (11)
1 1

— 1
r  s in \xx

I f ( x) — dx-
-co

Hierdurch sind ^ ([x )  und ty*2([x) fü r alle a 0 definiert, 
und zwar als s te tig e  Funktionen von [x. Um dies einzusehen, 
setzen w ir:

r / \ f "  !■— cos [XX 7
4>>,ll( i x ) =  f ( . v )  - 2 dx

n  ' (12)
1 il

H, , x C r . , [xx— sin \ix _ C r/ . sin an;
2.»(|i) =  I /(*) -is dx -  / /(.r) - - , f  -

— 1 1
-1

C .. . sin [ix  , 
/(*>— !— dx■

—n
Offenbar ist jedes ^ „ ( fx )  und jedes eine stetige Funktion
von ;x. F ü r hinlänglich große n gilt wegen (10):

+ 00 —11
, . r  dx r  dx

I 't’-äW I S  2p / --a- +  2p / - a- < E ,
»  — oo

so daß die ^ „ ( [x )  g le ic h m ä ß ig  fü r  alle jx ^  0 gegen <j>2(|x) 
ko n ve rg ie re n ; ebenso k o n ve rg ie re n  die ^’2)„(;x) g le ic h m ä ß ig  
gegen ^((x). Damit aber ist die Stetigkeit von <I>2(;x) und ^(l-O  
nachgewiesen.

W ir  zeigen darüber hinaus, daß ^„([x) und *l\2([x) fü r  alle
0, abgesehen von e in e r N u llm e ng e , eine A b le itu n g  be

sitze n . W ir  führen den Beweis etwa fü r ^ ([x), da er fü r ^ ( jx )  
ganz analog verläuft.

Aus (12) entnehmen w ir:

11

$ 2,«(l*) =  j f ( X)
sin u.x ,

- dx.
X

W ir  zeigen zunächst, daß die Folge der jM([x)  in [0, + o o )
im Mittel konvergiert. E s  genügt, dies fü r die Folge
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~ q

f f ( % ) ——~ --d x  und fü r die Folge Cf(x) S— dx zu zeigen, \Vu 
Jq '  J  X

--11
q die in (10) auftretende Größe bedeutet; w ir zeigen es etwa für 
die erste.

W ir  setzen:

f(x)
g n(x) — -----  fü r q < = x < ^  n\ gn(x) — 0 fü r x <  q und x >  n.

x

Wegen (10) ist dann die Folge der gn(x) in (— oo , + o o )  im Mittel 
konvergent, und wie zu Beginn dieses Paragraphen gezeigt, ist 
somit auch die Folge

J '§ n(x) sin \xx dx =  J f ( x) dx

—  O O

in [0, +  oo) im Mittel konvergent, wie behauptet.
Da sowohl die Folge der ^ „ ( jx ) ,  als auch die Folge der 

^ „ ( jx )  in [0, -f- o o )  im Mittel konvergiert, so konvergiert jede von 
ihnen (in jedem endlichen Intervalle aus [0, + o o ) )  im Mittel gegen 
eine bestimmte Funktion 3>*(|x), beziehungsweise *F*(|x), und es ist 
bekanntlich fü r jedes [ x > 0 :

lim f< K  n(;x)d\i — (|x)d [x; lim C^„((x jü 'jx  == I Wx([x)d[i,
n ^ o o j  o Jo n - ^ o o j  J 0

oder da:

lim f k n( ^  =  Um <J>2)„(|x) =  <E>2(|x),
11 —y o o  fr. n  —y  oo

und ebenso:

so haben w ir:

lim f ^ „ ( [ x ) ^  ^([x),
n ->ooJ0

^2 (!X) =  f r  K'r) d[V, lF 2 ( ix) =  f  W*((x)dix. (13)
Jo Jo

Also gilt für alle | x ^ 0 , abgesehen von einer Nullmenge:

^ ( n )  =  < l > » ;  r 2(n) =  «••(n), (H)

und die Behauptung ist bewiesen.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Theorie der verallgemeinerten Fourier’schen Integrale. 457

Da die Folge der <E>2,„((x) in jedem endlichen Intervalle aus 
[0, 4-oo) im Mittel gegen 4>*(|x) konvergiert und die Folge 
gegen so gibt es in ihnen Teilfolgen <J>2,»t-(|x), beziehungs
weise ^ „ .( [x ) , die in [0, +  00) überall, abgesehen von einer N u ll
menge, gegen «^((x), beziehungsweise *F*([x) konvergieren. E s  g i l t  
also dann auch fü r  a lle  [x 0, abgesehen von e in e r N u l l 
menge:

lim <I>2,„(.(|a) =  4>i([i,); lim ^.^.((x) =  ^ ( l* )- (15)

§ 3 .

Sei wieder f(x )  eine in jedem endlichen Intervalle integierbare, 
im Unendlichen beschränkte Funktion. Außerdem sei f(x )  an der 
Stelle xQ stetig. Dann gilt:

u

(16)

In der Ta t, wegen:

+ “  sin2 £ ( * - * 0)2
|X7T (x— x0)2

—  O O

genügt es zu beweisen:

+ 0 0 sin2 % (x— x0)
— dx =r 0 .

(17)

(18)

W ir  wählen h >  0 so klein, daß:

\f(x)—f(Xo) ! £ fü r I*— * 0! ^ h-

Dann ist wegen (17):

A'o+h

l- f ( / ( * ) - / ( * „ »

x a— h

sin2 £ (*— x0) 

(x— x0)2
dx s für alle (x. (19)

Sodann- gibt es, weil f(x )  im Unendlichen beschränkt bleibt, ein 
M, so daß fü r 1x S ^ A f:

+009 r  s i n 2 -w- (x XQ) (20)
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i ,  V "  sin2 ( x - - x „ j

—  O O

Aus (19) und (20) folgt.

4 o 8  H. H ahn ,

( 20,

+ °° sin '2 l~ (x x0)

E s  ist also (18) und somit auch (16) bewiesen. 

Nun ist:

11 sin2 ^ (x__*  ) 11 >L

p- >•

f(x )  f  c o s  T (x— xo) ^ Tj   ̂dx =

-11 0 0 
li l

0 0

cos zx0J * f(x )  cos zxdx  +  sin t x0 J 'f(x )  sin zxdxj dz j  dX.

Machen w ir wieder von der Bezeichnungsweise (12) Gebrauch, 
so ist hierin:

11 11 

f f(*)Co s ^  = n,,(ryJf(.r) s n ^ = n , M  
—11 —11 

Unter Berufung auf (4) können w ir auch schreiben.

« sin2-£ (x--xtt) * ->■

2 Cä*)—ä t — TYs— dx~ n  f lc0Slxo '  '
(*— *o)2 J o \ J o [ dz (21)

W ir  setzen nun fü r t c O:

+  sin zxn
dz

< J > 2 , „ ( t )  =  0 ,  T s , „ ( t )  =  0 .  ( 2 2 ;
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Da für —11
* , /s / -/ x sin zx 7
^ 2. « ( t )  =  I y w  — —— dx,

also
* U ( 0)  =  o,

ist zufolge (3) in (21) für jedes h >  0:

^ o ,„ (T) . ^ r 2)(l(x)\
c o s  : -T» — rf —  +  s m  TX° — ~

f f  i/s4>3i „ it) . J - 'f\  „(t;
= j  (cos »•„ — —  +  sin _

-h
so daß w ir (2 1 ) ersetzen können durch.

11 sin2 --— (x— x Ni  ̂ ^
o r v  x 2 ' v r f  n  d * ^2 I f i x ) -  - d x — \ cos:.r0 —  +

J J \J V dz (23)
— n 0 —

+  sin T.ir0 ---- ' ' ^ A-
(

Hierin ist nun der Grenzübergang 1 1  -> 00 zu vollziehen. 
W ir setzen

d>, (t) =  0, '̂0 (t) =  0 für t  <  0. (24)

E s  konvergiert, wie w ir in § 2 sahen, in [0, X] die Folge 
<1*2,7/ (̂ ) gleichmäßig gegen 0 2(t), und gegen *P\2(t) und
wegen (22) und (24) gilt dies auch in [ — h, X|. Ferner ist fü r alle n\

cK „(— /,) -  0, m ,n (— h) =  0, & 2(— h) =  0, W'2(— Ä) =  0;

ferner gibt es nach (15) eine Folge n,-, so daß fü r alle X ^  0, ab
gesehen von einer Nullmenge:

lim =  ^ 20) ;  üm ;il.(X) =  *F'ä(X).
i —> 00 i —> 00

Zufolge (7) gilt also fü r alle X 0, abgesehen von einer Null- 
niencre:
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W ir  zeigen weiter, daß auch:

4 6 0  H. H ah n ,

lim
( r  d*<$>2)„ (t) .
{ | cos zxn ----- _• ----h sin zxn -----7----- \ak —

1 -^ooj dz dz f
0 ~ 7' (2 5 )

^ < * > 9(t )  . d '^ z ) }
cos r.r0 —  - -  +  sinx.r0 —  ̂d l.

0 -h )

In der Ta t, unter Benützung von (1) finden w ir (abgesehen 
von einer Nullmenge):

,nj(z) ' d*W 2t1li(z)
cos zxo — ----- +  sin zxn------  -----

dz u dz

-  j  l^os zx 0 -d -  +  sin ".r0 )  =  (26,

—h

=  c o s  ^ xQ ( ^ 2, /j/(A)— ^o(X)) +  sin X-V0 ( ^ 2, ;;(-(X)— ^o(X)) +

X

+  .r0J " s in t * 0d(<I>oiH .(t)— 4>2 (t)) -

—h y.

— x0 J*cos t,r0 d (W2, »/(T)—^2 ("))• 

h
Da wegen ( 1 3 )  und ( 1 4 ) :

^ 2^ ) =  fk (\ x )d ^  
J  o

ist, so ist:

jTc o s  \x0 (<D^„.(X)— <K(X))dX =  cosX,r0 (<I>2) H/(X)— >̂2(X))]J 4-

+  xoJ^sin l x o ( ^ 2, H/(X)—$ 2 0 ))

und mithin, da die 4>2,«(X) gleichmäßig gegen ^ 2(X) konvergieren: 

lim Tcos X.r0 (<I>2. „.(X)— ^ (X )) dX =  0. (27)
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Analog findet man:

lim fs in  X,r0 ( ^ >W.(X)— ^ (X ))  dX =  0. (28)
' - *  00 Jo

Bezeichnet M n die obere Schranke von — ^)2('r)!
[— h, X] und F(X) die Variation von sin zx0 in [— h, X], so gilt die 
Abschätzungsformel:4

x

J sin zx0 d (4>2! „(t)— <J>2(t)) | ^  ( F ( X ) + 1 ) M n.

—h

Wegen lim M n =  0 gilt also:

!<■ >

n —y oo
0 — h

und ebenso findet man:

a l

lim s n̂ zxo d (^ 2, fi(T) — (r)) | dX =  0, (29)

lim J *| J cos zx0 d (W2tU(v)— | d’X =  0 .

0 —li
Aus (26) zusammen mit (27), (28), (29). (30) folgt nun: 

f ( r (  d*® 2y1lj(z) d2Wo!Ui(z)

> -  -  J  U  ^ c o s  ” ° +  s m  I 'v°  ~
0 - -h

(30)

d*H>9(x) , . cPW0(z)\x n A
cos zx0 ----- +  sin xxo ------- f x " / y “ X =  0 ;

—h
damit ist (25) bewiesen.

Ersetzen w ir in (23) n durch Hj und vollziehen den Grenz
übergang i  oo ,  so erhalten w ir:
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4 6 2 H. H ah n ,

Hierin kann h noch eine beliebige Zahl >  0 bedeuten, insbesondere 
beliebig klein gewählt' werden.

W ir  schreiben deshalb statt (31):

,, +r °  sm‘ 2 (A" " r \  r  d ! <P,(t)
2j ™  = . /  J c o s ■ +

Formel (16) ergibt nun.

. d*-W9(z)\
+  sin zx() — > dk.

dz J

a , 1 ,• 1 f f  f  ^ $ 9(t )

+  (32l

D ie se  F o rm e l g i l t  fü r  jede F u n k t io n  f(x), die in  a llen  
end lichen In te rv a lle n  in te g rie rb a r, im U n e n d lic h e n  be
sc h rä n k t und an der S te lle  xQ s te tig  is t.

§ 4 .

W ir  setzen nun fü r [x ^  0 (vorausgesetzt, daß diese Ausdrücke 
einen Sinn haben):

+ ° °

—  O O

v M = f f ( x ) l ~ C0̂ \ i . r -  K ö ? 2 L V - d l - -

An anderer Stelle habe ich gezeigt, daß für eine in jedem 
endlichen Intervalle integrierbare Funktion f ix ) ,  die im Unendlichen 
geeignete Bedingungen erfüllt und an der Stelle x0 in die Fourier- 
sche Reihe entwickelbar ist, die Formel gilt:

+  oo

f ( xo) =  1 I (cos Xa0 d<t>t (X) +  sin X,i0 d x\\ (X)).
* Jo
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W ir sind nun in der Lage, diesem Resultate ein anderes zur 
Seite zu stellen, das lediglich voraussetzt, daß f ix )  an der Stelle x0 
stetig sei.

W ir  zeigen zunächst. Wenn <3 (̂;x) und ^ ((x) für ;x 0 
existieren und stetig sind, so gilt für ;x >  0 : 5

(n) =  <K (w, V ,  (;*) =  W i  (|1). (33)

In der Ta t, es ist, wenn w ir von der Bezeichnungsweise (12)
Gebrauch machen:

n
(ix) =  lim ff(x-) -S-D |J-- dx — lim <J>y)7,((x).

n ^  o o  J  x  ii —*■ oo

Also gilt, wegen (15), abgesehen von einer Nullmenge;

4>j(|x) =  ^(jx). (34)

Aus (13) und (14) folgt daher:

und da ^((x) stetig ist, gilt (34) überall. Damit ist die erste 
Gleichung (33) bewiesen, und analog beweist man die zweite.

Beachtet man die Festsetzung (24), so ergibt Formel (2), da 
(wie eben bewiesen, vgl. Anmerkung 5) 4>2 + (0) und ^ ^ (O )  exi
stieren, und zufolge (33) <K + (0) =  0 ist:

d * $ 9( z) . d *V 9(T))
co s" * “ * ...+  s m '** - % - ) =

Theorie der verallgemeinerten Kourier’schen Integrale. 4 6 3

=  I ( cos zxn ---- +  sin zx, ------------
0 dz ”  0 dz

o

und Formel (5) ergibt weiter, da ^ ([x ), -̂!\(|x) für [x ^  0 als stetig 
vorausgesetzt sind:

d^\\(z) . d^M z)
M - 3? -  +  « « « *  7 ; ~

— J ” (cos zxQ d <1̂  (t) +  sin zx0 d ̂  (-)).

Und w ir haben somit das Resultat:

ö Ftir ;j. =  0 ist unter ^ ( O )  und \F£(0) die rechtsseitige Ableitung ■ (0), 
beziehungsweise \H + (0) zu verstehen.
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4 6 4 H. H ah n ,

I s t  die in  jedem  e nd liche n In te rv a lle  in te g rie rb a re , 
im  U n e n d lic h e n  b e sc hrä nk te  F u n k t io n  f{x )  s te tig  an der 
S te lle  x0, e x is t ie re n  fü r  [x 0 die A u sd rü c k e  ^ (jx ), 
und s in d  sie  s te tig e  F u n k tio n e n  von ;x, s o  g ilt  die Fo rm e l:

f ( xo ) ,~   ̂ l im  1 f  ( f  (cos zx0ä ^ t iz) + s in  zx0äW1 (z))\äX. (35)
w i ^ + o o  PJo [Jo J

W ir  setzen nun fü r ;x 0 (falls diese Ausdrücke existieren):
+  o o  + o o

c o s , , * ;  « , ) = / / ( , )  s in ,* ,* ,

— OO —oo
Nehmen w ir an, diese Ausdrücke existieren für alle ix 0, 

abgesehen von einer Nulime'nge, und es sei fü r jedes Intervall
0 ^  a ^  [x ^  ß:

<!>, (ß )-4> i(*) =  =  f  W ) ^ .
Ja Ja

so kann (35) auch in der Form  geschrieben werden: 

f(x0) =  1 lim C / r  (cos T.t'0 'ff'rj +  sin zx()>b(z))
71 o (Jo  J

§ 5 .

Sei nun f(x ) eine integrierbare und beschränkte pe rio d isc he  
Funktion; der Einfachheit halber nehmen w ir an, sie habe die 
Periode 2rc. Ihre Fourier’sche Reihe sei gegeben durch:

OO

f(x ) ~  +  V  (a,t cos vx+b,, sin v,r). (36)

V =  1
W ir  wollen zeigen, daß die zugehörigen Funktionen ^ ( 'x )  

und *F2 ( jx)  aus dieser Fou rie r’schen Reihe durch gliedweise Integra
tionen berechnet werden können. E s  wird genügen, dies fü r 4»., (;x) 
nachzuweisen. Offenbar können w ir dabei ohneweiteres a0 =  0 an
nehmen, so daß:

C O

/(*) ^  (a,, cos vx+b.t sin vx).

■i= i

W ir  haben nachzuweisen:

+ co sin2 ^ nr
lim / [f(x) ■— V  (a.j cos vx-t-bv sin vx)
- v  o o j  v

~ —  d x  —  0 .
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Theorie der verallgemeinerten Fourier’schen Integrale. 4 6 5

Dazu genügt es, zu zeigen: zu jedem e > 0  gibt es ein AT, so 
daß fü r alle n~2^N und alle endlichen Intervalle \p,q\:

'*( V  \sinST *
[fix) — Z-j («v cos vx+b^ sin v x) 1---------- dx

Nun gilt, wenn g(x) integrierbar, h(x) von endlicher Variation 
[P> Q\ die Abschätzung:

g  ix) h (x) dx

wenn H '  die Variation von h(x), H "  die obere Schranke von 'h(x)\
I r x 1und G die obere Schranke von I g(x)dx I in [p,q\ bedeutet. Be-
Jp

zeichnen w ir also mit V  die (sicherlich endliche) Variation von 
1 ix
2 sin2-̂  x in (— co, +oo), mit M n die obere Schranke vonX~ Lj

11
fY / w  — y  (cl, cos vx+by sin y x) dx 

Jo '

in (— oo, —(— oo), so erhalten w ir:

%9i
f ix) —  V  (öv cos yx+ bv  sin vx)J dx ^ 2  M „ [ V +

V 4

und da hierin bekanntlich lim M n =  0 ist, so ist die Behauptung
11 — OO

bewiesen.

Nun ist, wie unmittelbar zu sehen:

4 °° sin2 —_x
n r  2 ' (0 fü r 0 <  ix <  v
2 I cos vx ■----- -----dx — >
J ( Ti (|x — v) für [xS^v

—oo

+  o o

— / sin vx
sin fix   ̂  I  — % [x fü r 0 |x ^  v

-% v für [x >  yX“

Berechnet man zu der durch (36) gegebenen Funktion f{x) 
die zugehörigen Funktionen $ 2(|x) und *F2(fx) durch gliedweise 
Integration, so ergibt sich leicht:
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4 6 6 H. H ah n ,

^2 (lJ0 =  ^ s ( « )  + 71 (  2° +  Z !  1

^*2 (tx) =  ^ 2  (1l) + n ( C  +  ^ b . , j  (\x— n)

fü r n rSj \i n +  1 
( «  =  0, 1 , 2, .  ),

wo mit C eine Konstante bezeichnet ist, auf deren W ert es weiter 
nicht ankommt.

A uf Grund von (2) wird nun in Formel (32) für n— 1 - c X ^ n

cos zx dz sin zx.
J 2¥ , ( t ) \  r°f d*®Jx)„ _ \ / j ---- i I r>r\<? ** a' _____ c '

dz )
— - =  cos zx‘'O dz 4-

ü?2VP\>(t)

S in " o  - d , : -

—h 
n—1

d2 <t>0 (t)
C O S  ZX0 ---------------- +

dz

sin zx
dz

•1=1 V—1
, dH \Jz) d - W , ( z ) \

cos z:i'q — —  H~ sin zx^----—  J -+-

+  Ti |^° +  V  (a, cos v.v0 +  &v sin v.r0) 1,
1 2 J

V =  1
und da in den einzelnen Intervallen [ — h, 0], [0, 1].. [n— 2, n — 1], 
\ n— 1 , X] die Funktionen ^ ( t )  und ^ ( t )  linear sind, fallen die be
treffenden Integrale fort. W ir  haben also für n — 1 <  a <^n:

x/ d ^ J z )  . d2W0(z)
cos zxn ----- +  sin zxn —-

dz

11— 1

dz (37)

__ I “oj “ °- +  (öv cos v x0 +  sin v*0) | .

Lassen w ir in Formel (32) ij, speziell die Folge 1,2,. . , 1 1 ,. 
durchlaufen, so liefert sie:

u —l

f ( x 0) =  lim - - 1  +  y  (n— v) (a, cos vx0-hb, sin v.r0) j>. (37)

V =  1
W ir  sehen also: I s t  f ix )  eine p e rio d isc h e  F u n k tio n , so 

re d u z ie r t  s ic h  F o rm e l (32) a u f F e je r ’ s S u m m a tio n s fo rm e l 
fü r  die F o u r ie r ’sche Reihe.
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Theorie der verallgemeinerten Fourier’schen Integrale. 4 6 7

Dies ist nur ein speziellerFall des folgenden allgemeinenResultates 
(das übrigens leicht noch weiter verallgemeinert werden könnte): 
Se i q1 <zq.i c .  . c q n <z. eine in s  U n e n d lic h e  w achsende  
Fo lg e  p o s it iv e r Za h le n  und se i f(x )  eine in  jedem  e nd lic he n  
In te rv a lle  in te g rie rb a re , im U n e n d lic h e n  b e sc hrä nk te  
F u n k tio n , deren zu g e h ö rig e  F u n k tio n e n  <I>2((x) und ^ ((x ) in  
den In te rv a lle n  (0, #r |, [qv q2\, [qn _t, qn\ lin e a r sind . 
S e tz t  man:

<K+ (0) =  <£>•/+(q„)— &(>-(£]„) =  %an,
w ,+ (qn) - w j_ ( q n ) ^ ^ b lh

so g i l t  an je d e r S te ile  x(), an der f ix )  s te tig  is t, die D a r
s te llu n g :

n—\

(39)f ( xo) =  lim 1 lqnao +  y  (Qn— qd («v COS q,xo +  ̂ v Sin qwxa) \
II — > C O  I Z — I I

V=1
Der Beweis ergibt sich ganz ebenso wie der von (37) aus 

F'ormel (32).
Insbesondere gilt Formel (39), wenn f(x )  eine fa s tp e r io d i

sche Funktio n 11 ist, deren Fourierexponenten q sich nirgends im 
endlichen häufen. W ir  denken die q,t wachsend geordnet:

0 <  qx <  q± <  . . <  q, c .

W ie H. B o h r gezeigt hat, kann eine Folge endlicher trigono
metrischer Summen

f ,(x )  =  a ([p +  (a°,n cos q^x-hb0? sin q.,x)

'>—1
gefunden werden, die in (— o o , + o o )  gleichmäßig gegen f ix )  kon
vergieren. Ist:

C O

f(x),-~,aQ +  y  (av cos q.tx +  b~, sin qvx)
Z _ i
v= i

die verallgemeinerte Fourierreihe von f(x), so gelten die Grenz
beziehungen:

lim a 0? =  lim &('v° =  &v-
// —> oo ;/ — oo

Bezeichnen ^.^(jx), WS/’ x̂) die zu f n(x) gehörigen Funktionen 
* 3, Vg, so konvergieren die ^ ^ ([x ) und ^-/'^[x) in jedem endlichen

H. Bohr ,  Acta Math., 45, p. 29 ff.; 46, p. 101 ff.
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Intervalle gleichmäßig gegen 4>2([i) und *F2(|x). In jedem Intervalle 
10, a  [qv q^,. [q*,.qv+1], • sind aber alle <&2M)(fx) und WV''(|J(I
linear, dasselbe gilt daher fü r ^«((x) und ^((x). Und zwar ist für 

in [q,„ #v+ i] :

=  <*>£»> f a v) +  % ^  a(/l). (|x— 0V) ;  

i=0
v

=  V 6*>(?v)+« ( c „ +  V  « » ')  Cu-«,),V / _ _ J  /
; =  1

also

^ 2^ ) =  ^ 2^ ) + ^  ^  Ö/(|A— ?v);
)= 0

^ 2^ )  =  ^ 2(̂ v) +  - (c  +  V  ^  (|x q̂ ).

/=1

E s  gelten somit die Formeln (38), womit (39) bewiesen ist.

§ 6.

W ir  wollen zum Schlüsse noch folgenden Satz beweisen:

I s t  f(x )  in  jedem  e nd liche n In te rv a lle  in te g rie rb a r und 
im  U n e n d lic h e n  b e sc h rä n k t, und e x is t ie r t  fü r  jede Fo lge  
von In te rv a lle n  [p,„ deren Lä n g e  in s  U n e n d lic h e  wächst, 
der G re n zw e rt:

1 p ' v
A(\x) — lim -------  I f ix )  cos [xxdx, (40)

v^oo qv—PvJp^
so is t :

1 lim <j>2(!x+ /0 — :2 <̂ 2(jx)-H<I>2(»x— .h)
K h 0

4 6 8  H. H ah n ,

A ( f . ) = ^ ~  lim  (41)Z 7t 7, n II

In der Ta t, es ist:

+ oo
t , 7N t / n Cr. \ cosjx,r— cos (ix-l-/0 *

•<J>2(|x +  /0-4> 2(fx) =  I A x ) -----^ ---- — d x -

h . h 
+°° sin (|x +  -  -) *  sin —

=  2 / f(x ) --------------------------- dx —
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Theorie der verallgemeinerten Fourier’schen Integrale. 469

h+ 00 ein2--- X  +°°
o C r , ,  2 j  Cs,  ̂ ■ S inhx  Jr= 2 / f ix )  cos \ix----—----dx +  I f ix )  sin \xx — ——  dx.

Mithin ist:
+00 s in 13 —  x

— ~r I / ( * )  c o s  lJ'X
]K— 00

■dx —

+00 sin4- 
x \ ux
h l  C° S T  ~ ^ dx.

W ir  haben also zu zeigen:

+0 0'  ̂ sin —

T f f { Xh ) cos ' f — ^ dx =  A ^ ’

•oder was dasselbe heißt:

+0 0 x
sin —

»Ifoc /  M t )  cos ^  d x = a

Ist s >  0 beliebig gegeben, so gibt es, da f ix )  im Unendlichen 
beschränkt ist, ein a, so daß für alle |Ä| ^ 1

+00 sin"
dx

—  t 

ß
s in '

dx

E s  genügt also, zu zeigen, daß

sin*
-  dx — 0 .

x&
(42)

S itz u n g s b e r ic h te  d. m a th e m .-n a tu r w . K l., A b t. II a, 134. B d . 35
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470 H. H ah  n, Theorie der verallgemeinerten Fourier’schen Integrale.

Nun ist für jedes Intervall [a, ß] wegen (40):

lim 

also:

'Kfx
f [  ~ ) cos dx =  lim h I f ix )  cos \xx dx =  (ß— a.) A(\x) 

% —>o /_ \ h j  h h-+o 1

„1”  j f  ( K t )  C0S X  -  A (h0) dX =  °- (43)

Ferner können w ir leicht beweisen: E s  gibt ein M  und ein 
so daß für alle x von [— a, ä] und alle \h\ 7]:

f Â)dx
idernfalls gäbe es eir 

und eine Folge {*„} in [— a, a\, so daß:

A{̂)dx

(44)

In der Ta t, andernfalls gäbe es eine Folge h., mit lim hv =  0
V — >  o o

oder was dasselbe heißt:

und somit:

h jJ  f ix )  cos \xx dx— A ( ja)  . x\

Xv 
Ä v

Äv r
—  / f(x )  cos |xx dx— A([x)

(45)

v
i *v|

da aber aus (45) folgt, daß
lu

über alle Grenzen wächst, steht

dies in Widerspruch zu (40).
Aus (43) und (44) aber folgt bekanntlich (42), womit die Be

hauptung (41) bewiesen ist.
In ganz analoger W eise zeigt man:

I s t  f(x )  in  jedem  e nd lichen In te rv a lle  in te g rie rb a r und' 
im  U n e n d lic h e n  b e sc h rä n k t, und e x is t ie r t  fü r  jede Fo lg e  
von In te rv a lle n  [p>v, #v], deren Länge  in s  U n e n d lic h e  wächst,, 
der G re n zw e rt:

B  (|a) =  lim
1

—p-t
f(x )  sin \xx dx,

so is t :

B(a) =  —  lim
2 Ti h o h
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