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Uber relative Flichentheorie

Von

Adalbert Duschek in Wien
(Vorgelegt in der Sitzung am 14. Jinner 1926)

Unter relativer Flachentheorie ist die von Herrn Emil Miiller?
begriindete Differentialgeometrie der Flachen beziiglich einer Eich-
fliche (im Sinne MinkowskKis) verstanden. Es handelt sich dabei
darum, daB an Stelle der Kugelmannigfaltigkeit die co* Fldchen
betrachtet werden, die aus der Eichfliche e —e (#, v) durch die
zentrischen Ahnlichkeiten

e=a+ Re €))

hervorgehen. Man nennt a den Mittelpunkt und R den Radius
der Fliache (€); insbesondere hat die Eichfliche (¢) den Radius 1
und den Ursprung zum Mittelpunkt. Ich wiederhole gleich an
dieser Stelle noch einige weitere, fiir das Folgende wichtige Begriffe.
Die Tangentialebene in einem Punkt von (¢) heifit relativnormal
zum Ortsvektor ¢ des Berlihrungspunktes. In der Tangentialebene
selbst werden die konjugierten Richtungen als relativnormal be-
zeichnet. Dieser Orthogonalitdtsbegriff 148t sich — im allgemeinen
natiirlich nicht eindeutig? — mittels der Transformationen (1) auf
den ganzen Raum {libertragen. Unter den relativisotropen
Richtungen in einer Ebene sind demgemé&fi die Doppelstrahlen der
Involution relativnormaler Strahlen zu verstehen, also die Asymptoten-
richtungen der Eichfliche in jenem Punkt, dessen Tangentialebene
parallel zur gegebenen Ebene ist.

Im folgenden werden zunédchst einige Formeln fiir die Relativ-
kriimmungen einer Fldche entwickelt. Dann werden die Relativ-
minimalflichen als Extremalen eines Variationsproblems eingefiihrt
und gezeigt, dafl sie mit den von Herrn E. Miiller so benannten
Fldchen identisch sind.® Des weiteren wird die Frage gelést, fiir
welche Eichflichen die relativen Minimalflichen Schiebflichen
relativisotroper Kurven sind. Die Fragestellung war naheliegend,
da neben den gewodhnlichen auch die Minimalflichen bezliglich

1 Relative Minimalflachen. Monatshefte fiir Mathematik und Physik,
XXXI, 1921, p. 3 bis 19. Im folgenden zitiert mit R. M.

2 Nihere Ausfiilhrungen in R. M., p. 4.

3 Diese Aufgabe wurde nach einer freundlichen Mitteilung von Herrn E. Miiller
bereits vor einigen Jahren von J. Radon in einem in der mathem. Gesellschaft in
Wien gehaltenen Vortrag behandelt.

Vgl. auch Blaschke, Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung
31 (1922), p. 41 und Differentialgeometrie II, p. 205.
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2 A.'Duschck,

eines Drehparaboloides derartige Flidchen sind.! Es zeigt sich, dafl
dasselbe fiir alle Flichen zweiter Ordnung gilt. Zum Schlu gebe
ich noch einen einfachen Beweis des Satzes von der Starrheit der
Eiflachen.

1. Sei g =g (n, v) eine beliebige analytische Fldche, e —=¢ (1, v)
die gleichfalls analytische Eichfliche. Die Parameter seien so
gewaihlt, dafl in Punkten mit gleichen Parameterwerten die Tangential-
ebenen von (r) und (e) parallel sind. Man kann demzufolge

L, =ae, + be,,

)
w=ce,+ de,

setzen; durch die vier Funktionen a, b, ¢, d sind sadmtliche
Beziehungen zwischen den beiden Fldchen bestimmt. Bezeichnen
wir die Koeffizienten der zweiten Grundformen von (¢) und (y) mit
L, M, N, beziehungsweise L/, M', N, so folgt durch Differentiation
von (2) und darauffolgende skalare Multiplikation mit g, X 1,

L' —alL+ b M,
M=aM+bN=cL+dM, (3)
N =cM+ dN.

Die vier Funktionen a, &, ¢, d sind also nicht unabhingig, sondern
genligen der Beziehung

Le+@—a)M—bN=0. (3"

Den Vektor ¢ wird man entsprechend als Relativnormalen-
vektor bezeichnen. Die Eichfliche (e) selbst ist das Analogon zum
sphérischen Bild der elementaren Flidchentheorie.

Die Relativkriimmungslinien lassen sich auch hier auf drei
Arten definieren: als Ort der stationdr, d.h. auch noch in einem
Nachbarpunkt beriihrenden Fldchen (1), ferner als jene Kurven
auf (¢), ldngs welcher die Relativnormalen eine Torse bilden, oder
schliellich als das zugleich konjugierte und relativnormale Kurven-
netz von (x).

Auf Grund sowohl der ersten wie auch der zweiten Definition
mufl neben

r=a+ Re
auch
t+dr=a+Re+de

sein. Durch Subtraktion folgt
dy = Rde, 4)

1R M, p. 12.



Uber relative Flachentheorie. 3

die Formel von O. Rodriguez der elementaren Differential-
geometrie. Ausfiihrlicher ist (4)

twdn +3,dv=R(e,du + ¢, dv).

Multipliziert man hier skalar einmal mit p X e,, einmal mit p X e,
wo p ein willkiirlicher Vektor ist, fir den nur (pe,e,) == O gilt,
so folgt

(hewsr)du +@ent)dv=~R((pe.c,)dv,

®)

ey du+ Peyt)dv =—R(pe,e,)du.
Eliminiert man R, so erhdlt man die Differentialgleichung der
Relativkriimmungslinien

(Peutu)du® +[(Pecty) + (e ?::n)] duwdv+ (pe, L) dv?=0. (6)
Es gibt somit in jedem Punkt von (r) zwei stationdr beriihrende

Flachen (3), die Hauptflichen. Ihre Radien R, und R, berechnen
sich aus der quadratischen Gleichung

Prut) —R[MPens) + Prues)] + R2(Pese,) =0, (")

die sich aus (5) durch Elimination von d# und dv unter Beriick-
sichtigung der Relation

(p Cu Eu) (p €y gv) — (P e Lv) (P ey L) = (b Cu ev) (P Tu o)

ergibt.
Die Ausdriicke
1 (p €y ev)
K= = — 8
R, R, (P xu 1v) ®)
und
1 1 1 (P e xv) + (P 1w )
H—=—_— + = 9
2 ( R, R, ) 2 (9 Tu ) ©

werden beziehungsweise als Relativkrimmung und mittlere
Relativkriimmung bezeichnet. Thre Abhéngigkeit von p ist nur
eine scheinbare, wie man auf Grund von (2) leicht erkennt. Nimmt
man fiir (¢) die Einheitskugel, so ergeben sich mittels der Wein-
garten’schen Gleichungen ohne Schwierigkeit aus (6) bis (9) die
gebrduchlichen Formeln der elementaren Fldchentheorie.

Eine bemerkenswert einfache Gestalt nehmen (6) bis (9) an,
wenn man die durch (2) definierten Funktionen a, b, ¢, d heran-
zieht, ndmlich

bdu+(@d—a)dudv—cdv® =0, Gh)
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6 A. 'Duschek,

Unter der Annahme, dafi die Verschiebung 3y ldngs der Rand-
kurve des betrachteten Bereiches verschwindet, wird

3o :foH(Sgg,,g,,)dudv. (13)

Fiir die Extremalen des Variationsproblems der Relativoberfliche
ergibt sich also aus 8 0 = O die Bedingung H = 0 oder

ey X Ty = ¢y X Ln. (14)

Die der Relation (14) geniigenden Fldchen (r) werden als Relativ-
minimalflichen beziiglich der Eichfliche (¢) bezeichnet.?
Gleichung (14) ist wegen (2) und (9) dquivalent mit

a+d=0. (14')

Fiir die bilineare Invariante der zweiten Grundformen der Fldchen (e)
und (¢) ergibt sich nach (3)

LN —2MM + NL = (LN — M2 (a + d;

die beiden Formen sind also apolar fiir Relativminimalfldchen. Ihre
Asymptotenrichtungen trennen sich harmonisch oder, anders aus-
gedriickt, die relativisotropen Kurven von (3) bilden ein
konjugiertes Netz.?

Aus (14) folgt noch, dafl auch (e) Relativminimalfliche be-
zliglich () ist.

3. Es soll nun die Fliache (r) Schiebfliche relativisotroper
Kurven sein. Bezieht man (e) auf Asymptotenparameter, so mufl
dann notwendig

Tuw =0 (15)

sein, d. h. die Parameterlinien von (r) miissen mit den Schiebkurven
tibereinstimmen. Aus (3) folgt wegen L=N=0 und M’ =0

a=d=0. (16)
1 Die iibrigen, von W. Blaschke L. c. p. 1 angegebenen Beziehungen, nimlich
dafi sich die Relativoberfliche einer Relativminimalfliche durch das Randintegral

1
?é(@; dy c¢) darstellen 1t und daff die Relativminimalflichen auch dadurch ge-

kennzeichnet sind, daf auf ihnen die Integrale fe X dy und fg X de nicht vom

Weg abhingen, lassen sich auf Grund von (14) fast ohne Rechnung nachweisen.
2 R. M., p. 5und 15.



Uber relative ‘Flichentheorie: 7

Nach (14') ist () somit Relativminimalfliche beziiglich (e). Differen-
ziert man die erste Gleichung (2) nach v, die y zweite nach #, so
erhidlt man wegen (15) und (16)

byey + bey, =0,
(17)
Cuey +ceyy =0,
-oder

b
5o (Bey) =0,
(18)

0
5 (cen) =0

ist. Diese Gleichungen besagen aber, daff die Richtungen der
Vektoren e, und e, ldngs der Kurven v = konst., beziehungsweise
u = konst. fest sind. Die Fldche (e) besitzt also zwei Scharen gerad-
liniger Erzeugender und ist somit eine Fldche zweiter Ordnung.

Ist also (y) Schiebfldache relativisotroper Kurven,
so ist sie auch Relativminimalfliche und die Eich-
fliche (e) ist eine Fldche zweiten Grades.

Dieser Satz ist umkehrbar, d. h. es gilt auch: Jede Relativ-
minimalfliche beziiglich einer Flache zweiter Ordnung
ist Schiebfldache relativisotroper Kurven.

Sei zum Beweis (¢) die auf Asymptotenparameter bezogene
Eichfliche zweiter Ordnung. Die Vektoren e, und e, sind ldngs der
Erzeugenden v — konst, beziehungsweise = — konst. von fester
Richtung, so daffi man

e — % ¢, uUnd e,, = Se, (19(

setzen kann. Durch Differentiation von (2) nach v und = erhilt
man wegen (19)

g”y — Ay -+ ay ey -+ (bS -+ by) ey —
(20)
=deyw +(cr+cy)e, + duey,

und daraus, da (r) Relativminialfliche ist und somit (14') gilt,
durch Addition

2 =(crv + a, + cy) ey + (bS+ b, + d,,) ey 21

Multipliziert man die drei Gleichungen (20) und (21) skalar mit
e, X e, so folgt



8 A/ Du'schek, Uber relative Flachentheorie.
(guveuev) —aM—=dM= 0,

also, da M == 0 ist, a =d = 0.
Die Gleichungen (20) erhalten die Form

Euu et (bS -+ by) ey = (C v 4+ C”) €1y

weshalb
Gs+by)y=(@r+c,) =0
und somit
Luv = 0
sein muf.

4. Die Gleichung (14) 148t noch eine zweite Deutung zu.
Sie ist ndmlich die notwendige und hinreichende Bedingung, daf
etwa der Vektor ¢ der Drehvektor einer infinitesimalen Verbiegung
der Fldache (e) ist. Auf diese Tatsache ist der Weyl'sche Beweis
des Satzes von der Starrheit der Eiflichen gegriindet.!?

Weyl zeigt ndmlich, dafl die Forderung, dafi ¢ eine in allen
Punkten der als Eifliche angenommenen Flidche (e) analytische
Funktion sein soll, nur durch ¢ = konst. zu erfiillen ist.

Dieser Nachweis 143t sich nun mittels der Sdtze aus Nr. 3
erheblich abkiirzen. Zunéchst folgt aus H =0, dafl die Fldche (x)
negative Relativkriimmung hat, und daraus wegen der eben erwédhnten
Sdtze, daff die (gewdhnliche) Gaufi’sche Kriimmung von (x) iberall
negativ ist, wenn (e¢) eine Eifldche, also in allen Punkten positiv
gekriimmt ist. Wegen der ein-eindeutigen und stetigen Abbildung von (¢)
auf (e) folgt, dafl jeder geschlossenen Kurve auf (e) eine ebenfalls
geschlossene Kurve auf () entsprechen mufl. Die Fldche (r) ist somit
eine singularititenfreie geschlossene Fldache (vom Zusammenhang
der Kugel) von durchaus negativer Kriimmung. Aus der Unmoglichkeit
derartiger Flachen folgt aber sofort, dal der Vektor y konstant sein mu8.

Man konnte natiirlich auch umgekehrt vorgehen und aus der
Konstanz von p auf die Unmdoglichkeit von Fldchen durchaus nega-
tiver Krimmung schliefen. Nimmt man ndmlich an, daf () eine
derartige Flache sei, so hat jede Relativminimalfliche beziiglich (),
also auch (¢) durchaus positive Kriimmung. Wegen der Geschlossenheit
von (r) muf3 (e) Eifliche sein. Dann ist aber nach Wey! und
Blaschke p konstant, so dafl die Annahme einer singularitédten-
freien geschlossenen Fliche durchaus negativer Kriimmung auf
einen Widerspruch flihrt.

1 Berl. Sitz. Ber. 1917, p. 250. Vergleiche auch den Beweis von W. Blaschke,
Math. Zeitschr. 9 (1921), p. 142, und Differentialgeometrie I, p. 131.
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