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Ein Beitrag zur Kugelgeometrie
Von

Josef Lense in Wien

(V o rg eleg t in d e r  Sitzung am  10. M ärz 1927)

I.
Wir denken uns die Kugeln des euklidischen R3 in bekannter 

Weise auf die Punkte des euklidischen R± abgebildet, indem wil­
der Kugel mit der Gleichung

(x— a )2 +  (v— b)2+(z — c)2 =  r-

den Punkt mit den Koordinaten a, b, c, ±  i r  zuordnen. Den beiden 
Werten von i r  tragen wir dadurch Rechnung, daß wir die Kugel 
durch Angabe eines Drehungssinnes auf ihrer Oberfläche orientieren. 
Einer Kugel mit positivem Drehungssinn soll das positive, einer 
Kugel mit negativem Drehungssinne das negative Zeichen zuge­
ordnet werden.1 Wir sagen kurz, die Punkte des R± sind is o tro p  
auf die orientierten Kugeln des R s projiziert. Sollen sich zwei 
Kugeln mit den Koordinaten (av bv cv rx), (a2, b2, r 2) gleichsinnig
berühren, so muß

(ax—a,yl->r{bx—b^f+{ct— c2)2 =  (rx— r2)2 (1)

sein, d. h. die beiden Bildpunkte im Ri  müssen die Entfernung 
Null haben.

Den Punkten einer Kurve des iv?4 entsprechen oo1 Kugeln des 
R.d, deren Mittelpunkte auf einer Kurve liegen (K u g e lre ih e ); sie 
werden im allgemeinen von einer Röhrenfläche umhüllt. Wir können 
daher die Röhrenflächen als isotrope Projektionen der Kurven des 
R± auffassen. W ie man sich leicht überlegt, geht die Röhrenfläche 
im Falle einer Geraden in einen Rotationskegel über, auf dessen 
Rotationsachse die Mittelpunkte der Kugeln liegen, d. h. einer 
Geraden des R± entsprechen o o 1  Kugeln, deren Mittelpunkte auf 
einer Geraden liegen und die von einem Rotationskegel umhüllt 
werden, dessen Achse mit der Mittelpunktsgeraden zusammenfällt 
(lin eare  K u g e lre ih e ).

Einer isotropen Geraden des R i entsprechen nach Gleichung (1)
o o 1  Kugeln, die sich in einem Punkte berühren. Einer isotropen 
Kurve des R± entsprechen o o 1  Kugeln, bei denen jede die benach­
barte berührt, d. h. die Schmiegkugeln einer Raumkurve.

1 F. Klein. Vorlesungen über höhere Geometrie. 3. Aull., p. 246, J. Springer. 
Berlin, 1926.
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Da es im R± außer den isotropen Kurven, d. h. den ein­
dimensionalen Gebilden mit dem Bogenelement Null, auch noch 
zweidimensionale derartige Gebilde, die sogenannten a m e tr is c h e n  
Ebenen, gibt,1 dürfte es von Interesse sein, das isotrope Abbild 
dieser Mannigfaltigkeiten des R± zu studieren.

Im allgemeinen entspricht einer Fläche des R± ein System 
von oo2 Kugeln (K u g e lk o n g ru e n z ). Im Falle einer Ebene werden 
die o o 2 Kugeln von zwei festen Ebenen berührt (lin e a re  K u g e l­
k o n g ru en z ). Dies ergibt sich am einfachsten in folgender W eise: 
Man erhält den allgemeinen Punkt einer Ebene, indem man die 
Koordinaten dreier ihrer Punkte A, B, C linear kombiniert, oder was 
dasselbe ist, indem man die Koordinaten eines beliebigen Punktes 
der Geraden A B  mit denen eines beliebigen Punktes der Geraden 
A C linear kombiniert. Bei der isotropen Abbildung hat man daher 
aus zwei beliebigen Kugeln zweier linearen Kugelreihen, die eine 
Kugel gemeinsam haben, wieder eine lineare Kugelreihe zu bilden, 
d. h. man erhält alle Kugeln, welche die beiden Tangentialebenen 
von drei Kugeln entsprechend berühren.

Wir wollen jetzt die isotrope Projektion einer allgemeinen 
anietrischen Ebene des R± betrachten. x0, xv x2, x3, x± seien die 
homogenen rechtwinkeligen Koordinaten des R± (x0 =  0 die Glei­
chung des uneigentlichen R 3). Bei passender W ahl der Bezeichnung 
lauten die Gleichungen einer Ebene des R±\

Soll die Ebene (2) ametrisch sein, so muß ihre uneigentliche 
Gerade auf der Fläche (3) liegen, d. h. die Gleichung

II.

(2)

Die absolute V\ des R± hat die Gleichungen

(3)

x~+ x:> +  (A xi +  B  x2) 2 +  (A'x\ -4- B!x2)2 — 0

identisch in x1 und x2 erfüllt sein.
Daraus ergibt sich, wenn wir s =  ± l  setzen:

i J. Lense, Über ametrische Mannigfaltigkeiten und quadratische Differential­
formen mit verschwindender Diskriminantc, Jahresber. d. D.M.V Bd. 35. p. 283 
(1926).
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;;lSO _____
x3 — Ax1 -|- i 1 -t-A2x2-\- C ) 

x̂  — r t  i \/1 +  A ~ xx H- s A x2 ■+■ c  f

a l s  allgemeinste Gleichungen einer ametrischen Ebene des RA in 
rechtwinkeligen inhomogenen Koordinaten (x0 =  1).

Deuten wir nun xv x2, x3 als Koordinaten des Mittelpunktes 
der Bildkugel, x± als ihren imaginären Radius, setzen also x\ =  a, 
.r., — b, x3 — c, x± — ir ,  so lautet die Gleichung der Bildkugel in 
rechtwinkeligen Koordinaten x ,y , z\

(x— a)2+ ( y — b)2 +  (z—A a ± i z b  \ / 1+ A 2— C)- =

=  (de a \ / l + A 2 — i z bA — i C O 2 .  (5)
Setzen wir

K — x2+ y 2+ z 2+ C 2 +  C'2 
Ex — x +  Az—A C=Fi O \J 1 + A 2 
E2=y=pis \ /l + Ä 2z—eA C ±:ieC \ /r+ Ä *.

>-o läßt sich Gleichung (5) auch schreiben:

K — 2 a E t— 2 b E 2 =  0. (6)

Die Kugeln bilden also ein Kugelbündel, die Linearkombina­
tion aus der Kugel K  — 0 und den beiden in Ebenen ausgearteten 
Kugeln E t =z 0 und E 2 — 0. Diese beiden Ebenen berühren sämt­
liche Kugeln des Bündels. Die Mittelpunkte der Kugeln liegen auf 
der isotropen Ebene mit der Gleichung

z =  A x = F is  y/ l + A 2y +  C. (7)

Sie enthält die Schnittlinie der beiden Ebenen E x und E 2.
Weil die Bildebene (2) ametrisch ist, berühren einander sämtliche
o o 2  Kugeln des Bündels in eigentlichen Punkten, d. h. jede Kugel 
des Systems wird von jeder berührt. Da es im außer den 
Ebenen keine ametrischen Flächen gibt, sind nichtlineare Kugel­
kongruenzen, bei denen jede Kugel des Systems wieder jede Kugel 
berührt, unmöglich. Aus analogen Gründen gibt es keine Systeme 
von o o 3  Kugeln, die sich derartig berühren.

III.

Es wäre nun angenehm, an Stelle eines Bündels komplexer 
Kugeln womöglich ein reelles Abbild einer ametrischen Ebene zu 
haben. Dies läßt sich aber in folgender W eise Reicht erreichen: 
Wir führen an Stelle der Größen z, A, C, C  dieselben Größen mit i
multipliziert in die Rechnung ein. Dadurch geht unser Kugelbündel
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in ein System von oo- gleichseitigen, einschaligen Rotationshyper­
boloiden über, die sich wechselseitig berühren, einen gemeinsamen 
uneigentlichen Kegelschnitt haben und deren Mittelpunkte auf einer 
Tangentialebene dieses Kegelschnittes liegen. Ihre Asymptotenkegel 
haben also parallele Erzeugende und berühren sämtlich die Ebene 
der Mittelpunkte.

Die Gleichung der Hyperboloide lautet:

Sämtliche Hj^perboloide haben eine Erzeugende gemeinsam; 
in jedem Punkt dieser Erzeugenden berühren einander oo 1 Hyp er- 
boloide. Sie liegt auf der Ebene, welche die Mittelpunkte der 
Hyperboloide enthält. Diese Ebene berührt den gemeinsamen un­
eigentlichen Kegelschnitt im Schnittpunkte mit der gemeinsamen 
Erzeugenden.

Diese Behauptungen ergeben sich leicht aus den Gleichungen 
der betreffenden Gebilde.

Wir setzen im folgenden C =  0, was keine Beeinträchtigung 
der Allgemeinheit bedeutet, da wir nur eine Parallelverschiebung 
längs der Z-Achse vornehmen. Aus analogen Gründen beschränken 
wir uns auf das obere Vorzeichen. Ferner führen wir ein:

L x =  0 und L , =  0 bilden mit der uneigentlichen Ebene zusammen­
genommen je  ein dem Bündel angehöriges Ebenenpaar. Die Glei­
chungen der gemeinsamen Erzeugenden lauten:

ix—ä)* +  (y —b)2— (z—c) (8)
wobei

F  =  x *+ y *—z*— C*
L y - x—A z + O  \/1 —A- 
L 3 = y +  \ /b ^ Ä 2z + A C

(9)

Dann lautet die Gleichung der Flächen des Bündels: 

F — 2 a L t— 2 b L., =  0, (10)

(11)

Die Ebene der Mittelpunkte ist:

z =  A x—  y/ 1 — A-y. (12)

Sämtliche Hyperboloide werden von den Ebenen und L 2 in 
den Punkten der gemeinsamen Erzeugenden berührt.
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Jetzt nehmen wir noch eine letzte Verallgemeinerung vor, 
wir üben nämlich auf unser Bündel von Hyperboloiden eine Kol- 
lineation au§. Dadurch erhalten wir die Gesamtheit aller o o 2  Regel­
flächen zweiter Ordnung, die einen Kegelschnitt C und eine ihn 
in einem Punkt P  schneidende Gerade g  gemeinsam haben. Man 
überlegt sich leicht unabhängig von den früheren Betrachtungen, 
daß diese Gesamtheit ein spezielles Flächenbündel zweiter Ordnung 
ist. Denn jede Fläche, die mit C fünf Punkte und mit g  drei Punkte 
cremeinsam hat, enthält C und g. Da wir aber von diesen fünf und 
drei Punkten je  einen in P  wählen können, sind für die Festlegung 
der Fläche sieben Punkte verbraucht, es bleiben also noch zwei, 
d. h. das System ist ein Bündel, und zwar ein Bündel von Regel­
flächen, weil alle Flächen die Gerade g  gemeinsam haben.

Jede Ebene durch g  berührt o o 1  Flächen des Bündels in 
einem von ihr abhängigen Punkte von g. Denn die Forderung, eine 
bestimmte Ebene durch g  in einem bestimmten Punkte zu berühren, 
ist gleichbedeutend mit der Angabe von acht Punkten. W ir bezeichnen 
mit t die Tangente von C im Punkte P, mit s die Ebene von C. 
Die Ebene g t  berührt sämtliche Flächen des Bündels im Punkte P  
und enthält die Pole von s bezüglich dieser Flächen. Denn diese 
Pole sind die Scheitel der durch C an die Flächen des Bündels 
gelegten Tangentialkegel und diese werden sämtlich von d e rE b e n e ^  
berührt. Das Bündel enthält also o o 1  Kegel. Man erhält sie, indem 
man den Kegelschnitt C aus den Punkten der Geraden g  projiziert. 
Es enthält ferner o o 1  Ebenenpaare, nämlich alle Ebenen durch g  
zusammengenommen mit der Ebene s des Kegelschnittes C.

Je zwei Flächen des Bündels berühren einander außer im 
Punkte P  noch in einem zweiten auf g  gelegenem Punkte 0. Seien 
nämlich F 1 und F., zwei beliebige Flächen des Bündels, die von 
einer durch g  gelegten Ebene E  in den Punkten P 1 und P 2 berührt 
werden mögen. Wenn sich E  um g  dreht, bewegen sich die Punkte 
Pt und P., auf g  projektiv zueinander. Diese beiden kollokalen 
projektiven Punktreihen haben zwei reelle Doppelpunkte, einer 
davon ist der Punkt P, der zweite ist der gesuchte Berührungs­
punkt 0  von F̂  und F0.

D as b e tr a c h te te  B ü n d e l a lle r  R e g e lf lä c h e n  z w e ite r  
O rdnung d u rch  e in e n  K e g e ls c h n it t  und eine ihn s c h n e i ­
dende G erad e  is t  a ls o  ein  r e e lle s  A b bild  e in e r  a llg e m e in e n  
a m e trisch e n  E b e n e  des R±. D en P u n k te n  des R± w erd en  
die R e g e lf lä c h e n  z u g e o rd n e t, dem A b sta n d  N ull im R± 
e n tsp rich t die B e rü h ru n g  z w e ie r  so lc h e n  F lä c h e n .

IV.
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