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I

Unter einem Strahlnetz oder einer linearen Strahl-
kongruenz versteht man die Gesamtheit aller Strahlen, die zwei
windschiefe Gerade, die Leit- oder Brennlinien des Netzes
schneiden; diese konnen auch unendlich benachbart sein, und man
spricht dann von einem parabolischen Netz.

Regelflachen, deren Erzeugenden einem Netz angehoren,
bezeichnen wir nach Herrn Mohrmann! als Netzflachen. Wir
nehmen dieselben immer als algebraisch an und setzen noch
voraus, daff sie keinem parabolischen Netz angehoren.

In einer in diesen Berichten erschienenen Abhandlung? hat
der Verfasser eine Methode zur Bestimmung der Haupttangenten-
kurven von Netzflichen gegeben, die es auch gestattet, die Frage
nach dem Zerfall derselben (bei algebraischen Fldchen) zu be-
handeln. Bevor wir unsere Aufgabe beginnen, miissen wir noch
einige dazu notwendige Hilfsmittel besprechen.

Zwischen einem (nicht parabolischen) Strahlnetz und einer
(nicht singuldren) Fldche zweiter Ordnung ® besteht eine Art
Dualitit. Bezeichnet man ndmlich die beiden Punktreihen auf den
Leitlinien kurz als Punktscharen des Netzes, so gilt:

1. Eine Fldche zweiter Ord- 1/ Ein Strahlnetz hat zwei
nung hat zwei Erzeugenden- | Punktscharen.
scharen.

2. Zwei Erzeugende ver- 2'. Zwei Punkt verschie-

schiedener Scharen bestimmen | dener Scharen bestimmen einen
einen Punkt der Fldache (durch | Strahl des Netzes (durch Ver-
Schnitt). bindung).

Bezieht man daher die Punktscharen des Netzes projektiv auf
die Erzeugendenscharen der Fliche zweiter Ordnung ®, so erhilt

1 H. Mohrmann, Uber die Haupttangentenkurven auf den Netzflichen.
Math. Ann., Bd. 73 (1918), p. 571 bis 595.

. H. Neudorfer, Konstruktion der Haupttangentenkurven auf Netzflichen.
Sitzungsber, Wien, Abt. IIa, Bd. 134 (1925), p. 205 bis 214.
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man eine ausnahmslos eineindeutige Abbildung der Strahlen
des Netzes auf die Punkte von ®.

Uber diese Abbildung gelten nun folgende, leicht zu be-
weisende Sitze:

Satz 1: Die stereographische Projektion der Bildfliche zweiter
Orvduung aus einem ihver Punkte auf eine beliebige FEbene ist
zu jedem ebemen Schuitt des Netzes projektiv, der den Bildstrall
des Projektionszentrums enthdlt und wmngekehrt. Mohrmann a. a. O.)

Satz 2: Jedes stereographische Bild der Fldche zweiter Ord-
nung ist korvelativ zu einem Zentralbild des Netzes, sobald das Projek-
tionszentrum dafiiv dem Bildstrahl des Zentrums der stereo-
graphischen Projektion angehirt.

Aus 1 und 2 ergibt sich:

Satz 3: Der Schuitt eines Nelzes mit einer Ebene & ist
tu jeder Projektion desselben aus einem Punkie o korrelativ,
wenn o und o mit dem gleichen Netzstrahl vereinigt liegen, den
Schuittpunkien der Leitlinien mit o entsprechen die Bilder der
Leitlinien.

Flir Netzflichen folgt daraus:

Satz. 4: Fiir eine Netzfliche ist jeder scheinbave Umrifi zu
einem ebenen Schuitt korvelativ, sobald Projektionszenirum wund
schueidende Ebene den gleichen Netzstrahl gemein haben.

Zufolge der besprochenen Abbildung eines Strahlnetzes wird
einer Netzfliche eine Bildkurve auf @ entsprechen; diese wird mit
der Fldche gleichzeitig algebraisch oder transzendent sein
Die den Doppel, Riickkehrpunkten usw. jener Kurve ent-
sprechenden Erzeugenden bezeichnen wir als Doppel-, Riickkehi-
erzeugende usw. Jede Netzfliche kann, da wir ja nur algebra-
ische in Betracht ziehen, durch eine (n,, #,) Korrespondenz zwischen
den Leitlinien F,, F, erzeugt werden, so daf durch jeden Punkt
von F, (F,) n, (n,) Erzeugende gehen; wir bezeichnen sie dann als
eine (ny, n,) Fliche. Die Bildkurve wird die Erzeugenden der
ersten oder zweiten Schar von ® in #,, beziehungsweise #, Punkten
schneiden.

Die von den Punkten einer Leitlinie ausgehenden Erzeugenden
werden im allgemeinen getrennt sein, flir gewisse Punkte konnen
aber zwei oder mehrere Erzeugende benachbart werden; wir
sprechen dann von Kuspidalpunkten erster, zweiter,
Ordnung und bezeichnen solche Erzeugende als Torsallinien.
Einer Torsallinie #-ter Ordnung wird auf der Bildkurve ein Punkt
entsprechen, in dem cine Erzeugende von ® die Kurve in #-ter Ordnung
berlihrt und umgekehrt. Dies fihrt in Verbindung mit Satz 1 zu
einer Konstruktion der Torsallinien:
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Man schneide die Netzfliche mit einer Ebene ¢ und
Jege aus den Schnittpunkten der Leitlinien mit die
Tangenten an die Schnittkurve; durch deren Berithrungs-
punkte gehen die Torsallinien.?

Satz 1 zeigt ferner: Die Schnittkurve der Fliche mit e trifft
die Verbindungsgerade der Punkte f, =[eF], f, =[e F,] (F}, F,
bedeuten in Hinkunft die Leitlinien) aufler in f; und f; noch in
so vielen Punkten, als die Multiplizitdt dieser Geraden betrigt.

Aus dem Vorstehenden und Satz 4 folgt noch: Bedeutet U
den scheinbaren Umrifi einer Netzfliche, F], F; die Bilder der Leit-
linien, so sind jene Schnittpunkte von U mit F|, F!, in denen
keine der beiden Geraden Tangente von U ist, die Bilder der
Kuspidalpunkte; ein Kuspidalpunkt zweiter Ordnung bildet sich
als gewodhnliche Spitze ab, fallt aber die Spitzentangente mit F]
zusammen, so liegt ein gewdhnlicher Kuspidalpunkt vor usw.?
Fiir Zweige von U, die durch f' = [F] F}] gehen, gilt das Bemerkte
nicht. Wegen spiterer Anwendung fassen wir noch zusammen:

Satz 5: Die Schuitipunkte des scheinbaven Umrisses U
ciner Netzflache wmit F| und F, sind die Bilder der Kuspidalpunkte.
Die Ordnung eines Kuspidalpunktes ist gerade (ungevade), wenn
der enisprechende Zweig von U F), beziehungsweise Fy mit gevader
(ungevader) Multiplizitdt schueidet.

Liegt das Projektionszentrum auf einer gewodhnlichen k-fachen
Erzeugenden, so gehen aus f’, abgesehen von F/ und F}, noch
k Tangenten an den scheinbaren Umri; wenn es hingegen auf
einer gewodhnlichen Riickkehrerzeugenden liegt, erhilt
man einen durch f/ gehenden Zweig von U. Allgemein gilt,
wie leicht aus Satz 4 folgt:

Satz 6: Eine Doppel-, beziehungsweise Riickkehrerzengende
bildet sich als Doppel-, beziehungsweise Wendetangente ab, und
wmgekehrt.,

Es mogen noch einige Bemerkungen iiber die charakte-
ristischen Zahlen von Netzflichen gemacht werden. Aus Satz 1
erhdlt man unmittelbar (Mohrmann a. a. 0.): Ordnung, Rang,
Geschlecht einer Netzflache, sind gleich den entsprechenden Zahlen
der Bildkurve; insbesondere ist die Ordnung einer (i, n,):n —
=1, +n,. Es bezeichne kiinftig @ den Rang der Netzfldche, #, t¢ die
Zahl der I&uspldalpunkte k-ter Ordnung, die auf F, bezwhungswelse F,

1 Jene Beriihrungspunkte, welche Wendepunkte sind, entsprechen Torsal-
linien zweiter Ordnung usw.

Ein etwa auf F{ liegender Doppelpunkt von U stellt natiirlich nicht

einen hiheren KuSpldalpunkt dar, sondern entsprecliend den beiden Zweigen,

einen gewshnlichen, der aber gemeinsamer Kuspidalpunkt von zwei Torsal-
linien {
st.
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liegen. Aus der gegebenen Konstruktion der Kuspidalpunkte
folgen die Formeln (Mohrmann a. a. O.):

BH+284+38+ .—ma—2un
H+282+38+ .—a—2un,

und daraus, wenn # + t5=1#, n=mn, + n, gesetzt wird:
H4+224+384+. .=2(a—n). ()

Von Wichtigkeit sind flir uns noch jene Spitzen des
scheinbaren Umrisses U, die nicht auf F] oder F; fallen. Sie riihren
von jenen Haupttangenten der Fliche her, die durch das
Projektionszentrum o gehen; ihre Anzahl » ist, wenn o nicht
auf der Flidche liegt, gleich dem Grade M der Haupttangenten-
kongruenz (daff Ordnung und Klasse dieser Kongruenz gleich
sind, geht unmittelbar aus Satz 4 hervor). Angenommen o liege
auf einer gewodhnlichen k-fachen Erzeugenden; wie grofl ist #?1
Bezeichnet R die Zahl aller Spitzen von U, so gilt:

R=r+82428+3t4+

Dann ist die Ordnung von U:a—2%k und n—% die Klasse,
Betrigt die Zahl der Doppelpunkte D, so ist:

w—hk—=@—2k (a—2k—1)—2D—3R
2p=(a—2k—1)(a—2k—2)—2D—2R,
und daraus:
n—k—2p=2@a—2k—1)—R
R=2p—2+2(a—mn)+n—3%k
und wegen Formel (1):

R=2p -2+ +28+438+ +n— 3k,

daher:
r=2p—2+u+2 41245+ — 3k
Da fiir k=0 » = M wird, folgt:
N .
M:2p—2+%+2‘t’ (2
i=1
also allgemein:
r=M—3Fk. (3)

Wegen spiterer Anwendung soll M fiir den Fall berechnet werden,
daff die Fliche nur Torsallinien zweiter Ordnung besitzt.
Wegen (1) ist zunéchst:

1 Der scheinbarc Umriff hat in diesem Fall die Ordnung a — 2 %.
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a—mn=12

daher: .
M=2p—2+a. (4)

Hat man in einer Ebene eine Kurve und ein Punktepaar
f,, fo» so kann man dieses Gebilde als ebenen Schnitt einer Netz-
liche betrachten, so daB f;, f, die Schnittpunkte der Leitlinien
mit der Ebene sind; es gibt unendlich viele solcher Flachen, die
aber alle zueinander kollinear sind. Dual dazu: hat man in einer
Ebene eine Kurve und ein Geradenpaar FJ, F; so kann man
dieses Gebilde als scheinbaren Umrifi einer Netzfliche ansehen,
deren Leitlinien als die Geraden Fj, Fj erscheinen; es gibt wieder
unendlich viele zueinander projektive Fldchen, welchen diese Eigen-
schaft zukommt.

Durch die beiden Figuren: Kurve und Punktepaar, Kurve

und Geradenpaar, kann daher jede Netzflidche ersetzt
werden, wenn es sich um die Untersuchung von projek-
tiven Eigenschaften, wie Zerfall der Haupttangentenkurven,

handelt.

Es moge noch ein Beispiel folgen. Gegeben sei eine Kurve
vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt und einer Spitze, als
scheinbarer Umrifl U einer Netzfliche; die Bilder der Leitlinien
F/, F} seien eine Doppeltangente und eine Gerade durch die Spitze,
die aber U nicht beriihren soll. Dann liegen auf der ersten Leitlinie
keine Kuspidalpunkte, auf der zweiten zwei gewohnliche und ein
Kuspidalpunkt zweiter Ordnung. Da U von der Klasse 7 ist,
besteht zwischen den Leitlinien eine (7, 5) Korrespondenz; die
Fliche ist mithin von der zwodlften Ordnung und vom Geschlecht
p = 1. Das Projektionszentrum liegt auf einer flinffachen Fldchen-
erzeugenden; denn aus [F/ Fj] sind noch fiinf Tangenten an U
moglich. Weiters haben wir 3.4.2 — 6 — 8 = 10 Wendetangenten
tnd daher 4 Doppeltangenten. Die Fédche hat also 10 Riickkehr-
erzeugende, 3 Doppelerzeugende und eine fiinffache Erzeugende;

da letztere fiir (g) =10 Doppelerzeugende zihlt, haben wir 23 singu-

lire Erzeugende. Wir berechnen noch zur Kontrolle das
Geschlecht der Fldche; fiir dieses gilt (Mohrmann a. a. O.):
p=wm—1) n,—1)—d—wr, (n, =7, u,=35),

wo d und » die Zahl der Doppel-, beziehungsweise Riickkehr-
erzeugenden ist, und erhalten p = 1.

II.
Die algebraischen Netzflichen sind dadurch aus-
8ezeichnet, dafl ihre Haupttangentenkurven algebraisch
sind. '
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Fir die Ermittlung dieser Kurven habe ich folgendes Ver-
fahren angegeben (Neudorfer a. a. O.):

Um eine Haupttangentenkurve einer Netzfliche zu erhalten,
ermittle man fiir einen beliebigen Punki s (der aber auf keiner
Leitlinie liegen darf) als Lichiquelle die Eigenschattengrenze und
Schuneide die Fliche wmit einer Ebene o, die dem Netzstrahl enthdlt,
dev durch s geht. Man bekommt dadurch auf jeder Erzemgenden
ein Punkiepaar, das mit dem durch die Leitlinien ausgeschuittenen
Paar eine Involution bestimmt. Die Doppelpunkte aller dieser
Involutionen erfiillen eine Haupttangentenkurve dev Netzfliche und
wm allgemeinen eine einzige.

Unsere weitere Aufgabe soll nun sein zu untersuchen, unter
welchen Bedingungen eine so erhaltene Haupttangentenkurve in
zwei getrennte Teile zerfdlit, deren jeder also die Erzeugenden
der Fldche nur in einem Punkte schneidet. Ist dies einmal der
Fall, so kann man aus einer solchen Kurve und den beiden Leit-
linien, die ja auch Haupttangentenkurven sind, nach dem Satz von
Serret! alle Ubrigen erhalten; daraus folgt, dafi alle Haupt-
tangentenkurven zerfallen.

Wir projizieren die Eigenschattengrenze aus s auf eine Ebene
und erhalten einen scheinbaren Umrifl U der Netzfliche; F, F)
seien die Bilder der Leitlinien. Die Ebene o erscheint, da sie ja
denselben Netzstrahl wie s enthalten soll, als Gerade &' durch den
Punkt [F] FJ]. Aus der gegebenen Konstruktion folgt nun: Ist E’
eine Tangente von U mit dem Berlhrungspunkt ¢ und sind
7, /3, & ihre Schnittpunkte, beziehungsweise mit F/, FJ, 5/, so
suche man die Doppelpunkte der durch die Paare ¢, 5'; fI, £}
bestimmten Involution; diese durchlaufen das Bild einer Haupt-
tangentenkurve.

Man kann auch dual verfahren: Es sei K der Schnitt der
Fliche mit einer Ebene o, f; =[cF,], f, =[6 F,], s ein Punkt der
Geraden [f, f,], p ein Punkt von K und P seine Tangente. Von
der durch die Geradenpaare P, [ps]; [pf), [pf,] Dbestimmten
Involution ermittle man die Doppelstrahlen; diese durchlaufen den
Schnitt von s mit der Torse einer Haupttangentenkurve.

Wir gehen zum Fritheren zuriick und wiéhlen Fj, Fj als X-,
beziehungsweise Y-Achse eines inhomogenen projektiven Koordi-
natensystems. Bei geeigneter Wahl des Einheitspunktes kann die
Gleichung von ¢ als Y =X angenommen werden. Es soll nun
die Gleichung des Bildes H, der durch s bestimmten Haupt-
tangentenkurve aufgestellt werden. Die laufenden Koordinaten von H
seien: X, Y, die von U:zx,y; letztere denken wir uns als Funktionen

1 Der Satz von Serret: besagt, daff vier Haupttangentenkurven einer Regel-
fliche deren Erzeugenden unter konstantem Doppelverhiltnis schneiden.
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emnes (etwa ortsuniformisierenden) Parameters {£. Nun bestimmen
wir  die Doppelstrahlen der durch X, Y; ¢/,[0¢] (0 =[XY]) be-
stimmten Involution. Thre Gleichungen miissen die Form haben:

Y—2X—=o0]|

(1)

und da sie auch zu ¥ — X =0 und Y» — Xy = 0 harmonisch sind,

auch von der Form sein:
Yr—Xy+p(Y—X) =0
Yr— Xy —p(Y—X) =0

(2)

Die Vergleichung von (1) und (2) gibt:

A= — Sl A= J—u
r+p r—p
oder:
T —
J .;+AJ’ ! —0,
T4 r—u
woraus:
w?=uxy

folgt. Die Gleichungen der Doppelstrahlen lauten daher:

Y(#+\2y)— X (¥ +\/73) =0,

wo fir \/G} der gleiche Wert zu nehmen ist.
Schneiden wir die Doppelstrahlen mit der Tangente E' des
Punktes ¢/, deren Gleichung

(Y—9)# —(X—ny =0
ist, so erhidlt man die gesuchte Darstellung von H:

vy Wy—xy) (0 +\/xy)
dy+\xy— xy — y\/xy

X — (@ y —29) (r +\/%9)
LY — e pem—— )
Ay + —1"\/«1’3’ —xy —J/'\/i’J’
: K=y .
oder wenn zur Abkiirzung: R —=————- gesetzt wird:
© ¥y —xy

pNEY e\
i+ Ry T 14 R\/ay
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Die beiden Werte von \/xy liefern auf jeder Tangente F
zwei Punkte von H.

Denken wir uns {iber der komplexen a-Ebene die zu U
gehorige Riemann’sche Fliache § ausgebreitet und flir einen Punkt

(%, 1) (x.y 3£ 0) einen der Werte von \/m_y festgesetzt. Nun setzen

wir mit diesem Anfangswert \/U’ liber die ganze Flédche

analytisch fort; dann erhalten wir eine Uberlagerungsfliche &* der
urspriinglichen, welche dieselbe, den zwei Werten von \/xy
entsprechend, im allgemeinen zweibldtterig Uberdecken wird
Die Erzeugenden der Netzfliche sind eineindeutig auf die Punkte
von ¥ bezogen; soll nun die Haupttangentenkurve H, deren Punkte
eineindeutig auf * bezogen sind,? zerfallen, so ist dazu notwendig
und hinreichend, daf§ §* zerfdllt. Dies tritt aber nur dann ein,

wenn die analytische Fortsetzung von \/x_y immer zum Anfangs-
wert zurlickfiihrt, also \/xy auf § eindeutig ist, d. h. \/,vy ist
eine rationale Funktion von x und y:

Satz 7: Fiir das Zevfallen der Haupttangentenkurven ist
notwendig wund hinveichend, dafi die Gleichung eines (und damil
jedes) scheinbaven Umvisses, bezogen auf die Bilder der Leitlinien
als Koordinatenachsen, sich auf die Form bringen ldft: \/ ry =
Rationale Funktion von x, j.

Angenommen, dies sei der Fall; deuten wir v, ¥ als Linien-
koordinaten u, v, so erhalten wir eine zur urspriinglichen Kurve U
korrelative Kurve K, deren Gleichung auf die Form \/u v = R(u,v)
gebracht werden kann. Den Koordinatenachsen entsprechen dann
zwei Koordinateneckpunkte des Linienkoordinatensystems, dessen
dritte Ecke der uneigentlichen Geraden des ersten Systems zu-
geordnet ist. Nach Satz 4 148t sich aber K als Schnitt der Fldche
mit einer Ebene ¢ ansehen, wobei die zuvorgenannten beiden
Koordinateneckpunkte die Schnitte f;, f, der Leitlinien mit & sind
Hat man also einen ebenen Schnitt K einer Netzfliche und nimmt
J1 /5 als Eckpunkte eines inhomogenen Linienkoordinatensystems,
so ist flir das Zerfallen der Haupttangentenkurven notwendig und
hinreichend, daf die Gleichung von X in die Form \/uv: R (u,v)
gebracht werden kann. Dies 148t sich auch noch anders aus-
sprechen. Fiihrt man ndmlich in einem rechtwinkligen Car-
tesischen Koordinatensystem in bekannter Weise Pliicker’sche
Linienkoordinaten #, v ein, so hat dieses System die uneigent-
lichen Punkte der fritheren Koordinatenachsen zu Koordinaten-
eckpunkten und der Anfangspunkt wird zum uneigentlichen
Punkt. Kann nun die Gleichung einer Kurve auf die Form

2 + 12 = R (u v) gebracht werden, so bezeichnet man sie als

1 Denn R wird hei Einfilhrung von {=x rational und .
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[.aguerre'sche Richtungskurve.! Fihrt man #+iv =1/
“__“;#v’ als neue Linienkoordinaten ein, so hat das neue

System die Kreispunkte zu Fundamentalpunkten und \/u + 92 =

— R(u,v) nimmt die Form \/n v = R'(w/,v") an, also unsere
ohige Gestalt. Man kann also aussprechen:

Satz 8: Fiir das Zevfallen der Haupttangentenkurven ist
notwendig wnd hinveichend, daff ivgendein ebener Schuitt der
Fliche, eime projektiv vevallgemeinerte Laguerve'sche Richtungs-
purve ist, wobei an Stelle der Kreispunkte die Schuitipunkte der
Kuvvenebene mit den Leitlinien treten.

Uber Laguerre’sche Richtungskurven sei noch folgendes be-
merkt. Gewohnlich findet man die Erkldrung, es seien Kurven,
deren Tangenten sich orientieren lassen; dies ist geeignet,
[rrtimer zu veranlassen. Man mufl vielmehr, und dies gilt auch
fiir die projektive Verallgemeinerung, folgendermafien vorgehen:
Es sei in einer Ebene ein Punktepaar (als absolutes) gegeben,
das wir zu Koordinatenecken eines inhomogenen Linienkoordinaten-
systems wéhlen; den Koordinaten #, v einer Geraden fligen wir

als dritte \/u v hinzu und unterscheiden bei gegebenen u,v, den

beiden Werten von \/u v entsprechend, zwei Gebilde, die wir
nach Herrn Study als Speere bezeichnen. Durch ein Punkte-
paar ist also eine Speermannigfaltigkeit bestimmt. Nun
st unschwer zu erkennen, daBl eine projektiv verallgemeinerte
Laguerre’sche Richtungskurve als Einhiillende von Speeren be-
trachtet werden kann. Im folgenden wollen wir solche Kurven
kurz als Laguerre’sche Kurven bezeichnen. Jede Laguerre’sche
Kurve gehort also mindestens einer Speermannigfaltigkeit an;
die beiden Punkte, durch welche letztere bestimmt ist, sollen die
absoluten Punkte der Kurve heilen (die aber derselben nicht
angehdren miissen).

Fur das Zerfallen der Haupttangentenkurven lassen sich
leicht notwendige Bedingungen aufstellen; als notwendig und
hinreichend dafiir fanden wir das Zerfallen der Ubellagelunos
fliche §§* Damit dies eintritt, ist sicher erforderlich, daf §§ und §*
gleichverzweigt sind, also §* auf § unverzweigt ist. Es fragt
sich nun, ob letzteres auch hinreichend ist. Ein Satz der
Topologie besagt nun: Jede u-blitterige Uberlagerungs-
fliche einer Fliche vom Geschlechte Null, die auf dieser
unverzweigt ist, zerfdllt in n-Bldtter.? Fir p>o gilt dies
nicht, wie man sich leicht {iberzeugen kann; denn denkt man sich
e e —

1 Courbe de direction bei Laguerre Oeuvres II, p. 621.

Man wvgl. auch Loria: Spez. algebr. und transz. ebene Kurven. Leipziy
(1910), Bd. 1, p. 436.

Man sehe: Kerékjartd: Vorlesungen iiber Topologie. Bd. I, 4. Ab-
schnitt, § 3.



124 H.'Neudorfer,

iiber untenstehender Figur einen Zylinder errichtet und denselbep
torusférmig zusammengebogen, so erhdlt man eine zweiblédtterige
Uberlagerungsfliche des Torus, die offenbar nicht zerfdllt. Da
das Geschlecht p von §§ mit dem der Netzfliche {libereinstimmt
ist die angegebene notwendige Bedingung, nur fiir rationale
Netzflichen hinreichend; fir p> o konnen daher blog
topologische Hilfsmittel nicht ausreichen.

Es moge zundchst die Unverzweigtheit von \/xy auf ¥

untersucht und geometrisch gedeutet werden. \/xy kann auf

nur dort verzweigt sein, wo x.y gleich O oder oo wird. Ange-

nommen, es sei + =¥ = 0; einen Zweig von U konnen wir dann
mittels einer ortsuniformisierenden Verédnder-
lichen ¢ so darstellen:

ry=at + (a=£=0)

. — 48
X =13

wo der Ausdruck flir ¥ eine in einer ge-
wissen Umgebung von =0 Kkonvergierende
Potenzreihe ist und B eine positive ganze
Zahl bedeutet; x.y beginnt dann mit 8
Eine Umgebung der Stelle + =3 =0 auf §
wird mittels # auf einen schlichten Bereich
der #Ebene abgebildet; das Bild von * muf
dann {iber diesem Bereich in getrennten Blédttern verlaufen, d. h.
o + B=0(2) sein, also haben o und # gleichen Geradheitscharakter.
o und P sind aber die Schnittmultiplizititen des Zweiges mit der
x-, beziehungsweise y-Achse: Die Zweige von U, welche durch
den Ursprung gehen, missen mit den Achsen mod. zwei
kongruente Schnittmultiplizitdten haben.

Durch
y=a-+ b+ (a=Z£0)

=1

wird ein Zweig durch einen im Endlichen gelegenen Punkt der
y-Achse dargestellt. Fur die Unverzweigtheit von \/xy ist daher
B=0(2) erforderlich, d. h. die Schnittmultiplizitit des Zweiges mit
der y-Achse mufi gerade sein; analog fir Zweige, deren Ursprung
auf Punkten der x-Achse liegt.

Ein Punkt der uneigentlichen Geraden, der auf keiner
der Achsen liegt, geht durch die projektive Transformation:

oder homogen:
vy =z
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in einen nicht in den Ursprung fallenden und im Endlichen
clegenen Punkt der y'-Achse ber, also miissen die Entwicklungen

cg’ines Zweiges durch einen solchen Punkt die Form haben:
y=at=*+ (¢=3=0 und o positiv ganz)
¥ =1""

Da r.y mit einer geraden Potenz von { beginnt, hat \/xj keine
Verzweigung.

Der uneigentliche Punkt der x-Achse kommt durch obige
Transformation in den Ursprung und die x-Achse geht in sich
{iber. Fiir einen entsprechenden Zweig gilt daher:

y=at="+ (wo 0,=0undf —a=>0)
x = (B

Also mufl o + B=0(2) sein; dann ist aber auch f-—a=0(2)
und dieses ist die Schnittmultiplizitdt des Zweiges mit der x-Achse.
Man kann mithin sagen:

Satz 9: Fiir die Unverzweigtheit von \/x_y auf dev Riemann
schen Fldche einer algebraischen Kurve ist notwendig wud hin-
reichend, daff die Zweige der Kurve mit den Achsen gerade
Schuittmultiplizitilen  haben; fiiv Zweige durch den Ursprung
wiissen  sie beziiglich beider  Achsen wvon (éleichem Gervadheits-
charvakter sein. Nuv wenn p = 0 ist, sind diese Bedingungen
auch fiir die Eindeutigkeit von \/‘L__j/ hinreichend, sonst nuvr not-
wendig.

Liegt z. B. ein Doppelpunkt von U auf einer Achse,
aber nicht im Ursprung, so ist wohl die Schnittmultiplizitdt gerade,
aber es ist zu bedenken, dafl zu einem Doppelpunkt zwei Ent-
wicklungen gehoren, und mindestens einer der Zweige schneidet
die Achse mit der Multiplizitdt eins.

Geht U nicht durch den Ursprung und beschrdankt man sich
auf den einfachsten Fall, so kdnnen die Schnittpunkte von U
mit den Achsen entweder Spitzen sein, deren Tangenten
aber mit diesen nicht zusammenfallen diirfen, oder
Punkte, welche die Achsen zu gewdhnlichen Tangenten
haben.?

Der zu Satz 9 duale Satz lautet:

Satz 10: Damit eine Kurve K in bezug auf ein Punkie-
paar f, f, (als absolutes) Laguerve’sche Kurve -sei, ist notwendig,
daf jede durch S, beziehungsweise f, gehende Tangente von K fiir
¢cine  gerade Zahl gewohulicher benachbarter Tangenten zdhlt.

1 Wir wollen dann sagen, U biete den ecinfachen Fall dar.
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Gibt es Tangenten, die mit [f] f,] zusammenfallen, so wmiissen die
Ovdnungen einer jeden in bezug auf f, und f, gleichen Geradheits.
charvakter besitzen. Nur fiivr rationale Kurven sind diese Be-
dingungen auch hinreichend.

Es kann also beispielsweise f; keine Spitze von K sein,
da die Spitzentangente flir drei benachbarte Tangenten z&hlt
alfer sie fillt mit [f; f,] zusammen; auch eine von [f,f,] ver
schiedene Doppeltangente etwa durch f, darf nicht vorkommen,
(Man vergleiche das frithere Beispiel des Doppelpunktes.)

Ist [f,/;] nicht Tangente von K und beschrdnkt man sich
wieder auf den einfachsten Fall, so sind f,, f,, beziehungsweise
m-, n-fache Punkte mit getrennten und gewdodhnlichen
Tangenten; die weiteren durch f, beziehungsweise f,
gehenden Tangenten sind Wendetangenten; dies hat bereits
Humbert bemerkt.?

Es sei nun eine Netzfliche gegeben. Wir konstruieren einen
scheinbaren Umri U und konnen voraussetzen, dafl U nicht
durch [F] F}] geht (d. h. das Projektionszentrum darf keiner Riick-
kehrerzeugenden angehodren; siehe p. 117).

Fir das Zerfallen der Haupttangentenkurven fanden wir als
notwendig (Satz 9), dafl jeder Zweig von U die Bilder der Leit-
linien mit geraden Multiplizitdten schneidet, was aber nach Satz 5
bedeutet:

Satz 11: Fiir das Zerfallen der Haupttangentenkurven ciner
Netzfliche ist notwendig, daf3 dieselbe keine oder nur Tovsallinien
gevader Ovdnung besitzt. Nur fiiv vationale Flichen ist diese
Bedingung auch hinreichend.

Zu diesem Resultat ist auch Herr Mohrmann (a. a. O)
gelangt, indem er das Geschlecht der Haupttangentenkurven be-
stimmt. Dieses 148t sich auch leicht aus unseren Uberlegungen
ableiten; denn es stimmt mit dem Geschlecht der Uberlagerungs-
fliche {* iiberein. Nun gilt fiir eine #u-blitterige Uberlagerungs-
fliche einer Fliche vom Geschlechte p die Formel von Hurwitz:2

1\
P—1l=u({p-—1)+ ?L('I’l — ),

wo ¢; die Ordnung des i-ten Verzweigungspunktes der Uberlagerungs-
fliche bedeutet. In unserem Fall ist # = 2, daher ¢;—=1 und ein
Verzweigungspunkt entspricht immer einer Torsallinie ungerader

1 G. Humbert: Sur le theoréme d’Abel et quelques-unes de ses applica-
tions géométriques. Journal de Liouville sér. 4, Bd. 3 (1887), p. 373.

2 Man sehe: Enzyklopiddie d. math. Wissenschaften, Bd. IIl, AB 3,
p. 220, oder:

Kerékjarté (a.  0.), p. 160.
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Ordnung. Wir erhalten somit:

1 ;
P=2p—1+ 5 P+ 82+ £+ ).

IIL

Die fiir die Eindeutigkeit von \/x_y gefundene notwendige
Bedingung ist, wie wir gesehen haben, nur fiir p = O hinreichend.
Wir nehmen im folgenden an, dafl diese Bedingung stets
erfiillt sei. Es dridngt sich nun die Frage auf, wie kann man die

Eindeutigkeit von \/xy untersuchen, wenn p >0 ist.

Auf Grund der gemachten Annahme hat die rationale Funk-
tion x#.y nur Nullstellen und Pole von gerader Ordnung. Ist die
Ordnung einer solchen 2, so sind die entsprechenden zwei
Stellen auf §* Nullstellen, beziehungsweise Pole #u-ter Ordnung fiir

xy; wenn also \/xy rational sein soll, mufl der den beiden
Stellen zugeordnete Punkt auf @ Nullstelle, beziehungsweise Pol
u-ter Ordnung einer rationalen Funktion sein. Die Nullstellen und
Pole einer auf § rationalen Funktion konnen fiir p == O beliebig
vorgeschrieben werden; fur p =0 aber nicht, es bestehen dann
vielmehr p Bedingungen zwischen ihnen, die in transzendenter
Form durch das Abel'sche Theorem geliefert werden.! Die ratio-
nale Funktion ist dann bis auf einen konstanten Faktor be-
stimmt. Daraus ist wieder ersichtlich, daf flir p =0 aufler den
angegebenen Bedingungen Kkeine weiteren mehr erforderlich sind.
Gibt es umgekehrt eine rationale Funktion R (v, y) der verlangten
Vay f I* eindeuti - :
R () auf §§* eindeutig und hat dort weder
Nullstellen noch Pole; eine auf einer Riemann'schen Flache ein-
deutige Funktion ohne Nullstellen und Pole ist aber eine Konstante,
d. h. \/+y ist rational. Damit \/#y rational sei, ist also
notwendig und hinreichend, dafi die Nullstellen und Pole
von z.35 auch dann noch Nullstellen und Pole einer ratio-
nalen Funktion bleiben, wenn die betreffenden Ordnungen
nur halb so grofli genommen werden.
Wir nehmen nun an, U biete den einfachen Fall (siehe
Fufinote p. 125) und gehe nicht durch den Ursprung; die Ordnung

von U ist dann gerade. Es sei nun \/xy rational, also:

o — M(x).j})
VIS NGy

Beschaffenheit, so ist

wo M und N ganze rationale und teilerfremde Funktionen in #, y,
beziehungsweise von den Geraden m und # sind. Wir konnen

1 Stahl: Theorie der Abel'schen Funktionen (1896), p. 151 (IV).
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annehmen, daff m2 — # — 1 sei; denn ist dies nicht der Fall, so
flihren wir statt der uneigentlichen Geraden o eine neue o' ein,
wobei ' keiner der Kurven M =0, N =0 als Teil angehire.
Sind a/, ' die neuen Koordinaten, so gelten Transformations-
formeln von der Form:

wo o, B Konstante bedeuten, ® = a ' + b3 + ¢ und o = 0 die
Gleichung der urspriiglichen uneigentlichen Geraden ist. Setzt man
die Ausdriicke ein, so erhdlt man wegen der lber o’ gemachten
Annahme die gewiinschte Form. Ferner kann man auf die gleiche
Art erreichen, daff die Punkte *=0, ®« =0 und ¥ =0, © =0
U nicht angehoéren. Fiir die uneigentlichen Punkte von U gelten
dann folgende Entwicklungen (p. 125):

ry=al™" + (a=£0)
= t""

\/?} hat hier einen Pol von der Ordnung o und umgekehrt erhilt

man so alle Pole. Die Nullstellen von \/1 y entsprechen den
Schnittpunkten von U mit den Achsen. Fir diese gilt die Dar-
stellung:

y=a+bt+ct+

=17,
beziehungsweise

rx—a-+bt+4ct:+

y =1t

mit 3= 0 und man hat die beiden Fille: 1. »3=0, d. h. eine
Achse ist Tangente, 2. b =0 ¢3=0 Spitze. In beiden Féllen hat

\/x 4 eine einfache Nullstelle.

Die Nullstellen und die Pole einer rationalen Funktion kénnen
stets als Punktgruppen einer linearen Schar der Kurve U
angesehen werden; in unserem Falle beispielsweise der Schar, die
durch das Blschel M (v, ¥) — A N (x,5) = O ausgeschnitten wird.
Eine lineare Schar gehort aber einer einzigen Vollschar an!
und letztere ist ‘durch eine ihrer Gruppen G bestimmt; man
konstruiert die Vollschar, indem man durch G eine adjungierte
Kurve beliebiger Ordnung ! legt, die aus der Kurve auBier G und
den in die mehrfachen Punkte fallenden Schnittpunkten noch die
Punktgruppe G’ ausschneidet; alle durch G’ gehenden adjun-
gierten Kurven I-ter Ordnung erzeugen die durch G bestimmte
Vollschar. Nun sei f(x,9) =0 die Gleichung und #» = 2m die
Ordnung von U. Wegen p > 0 gibt es (mindestens eine) adjungierte

1 Vgl. Severi-Loffler, Vorlesungen iiber algebraische Geometrie (1921), p. 69.
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wurven von der n-3.Ordnung und 4,_3—0 sei eine. Die un-
eigentliche Gerade o und A4,_3—=0 bilden zusammen eine ad-
jugierte Kurve n-2. Ordnung, die einerseits (durch ) die Gruppe G
der Pole von \/vj ausscheidet, anderseits noch eine Gruppe G’
von 2p—2 Punkten. Da alle durch G’ gehenden Adjungierten
1-2. Ordnung die durch G bestimmte Vollschar ausschneiden,
muf es unter ihnen eine geben,etwa A4,_» =0, welche die Gruppe
der Nullstellen von \/:ry ausschneidet. Dabei ist noch zu beachten:
Fallen einige der Nullstellen in Spitzen von U, so geht natiirlich
A,—2=0 durch diese, muf} aber auflerdem die Spitzentangenten
beriihren.

Berechnen wir die Anzahl der der Kurve 4, 3 —0 auf-
erlegten Bedingungen; ¢ bezeichne die Zahl der auf den Achsen
liegenden Spitzen von U. Nun geht 4, _2=0: 1. durch die 2p — 2
Schnittpunkte von A,_3=0 mit U; 2. durch die fSpitzen und
beriihrt dort die Tangenten, was 2 ¢ Bedingungen gibt; 3. durch die

(1—1) (n —2)
b=

4, durch die # — ¢ Berithrungspunkte von U mit den Achsen. Dies
gibt zusammen:

t — p weiteren singuldren Punkte von U und

—1 —2
2p—242t+ (n )9(” ) —t—p+n—t=
_ (n+1) (n—2)
=p+ 5 -
—2 1
Da eine Kurve #-2.Ordnung durch (o )Z(M +1) lineare Be-

dingungen bestimmt ist, betrdgt die gesuchte Zahl p. Natiirlich kann
es sein, dafl diese p Bedingungen voneinander abhdngig sind.
Umgekehrt gibt es eine solche Adjungierte 4, » =0, so ist, wie
leicht zu sehen, \/xy rational, die p Bedingungen werden daher
jenen, die in anderer Form durch das Abel'sche Theorem
geliefert werden, dquivalent sein; denn betrachten wir die Funktion

Ao . . . . .
172 als rationale Funktion auf U. Wir kénnen die
4,3

uneigentliche Gerade o so wihlen, daBl die uneigentlichen Punkte
der Achsen U nicht angehdren und o durch keinen der Schnitt-
punkte von U mit 4,_.3 =0 und A,_s = 0 geht. Dann gelten im
Unendlichen Entwicklungen von der Form:

y=at="+ (a=£0)

xr =t~

Ry, =

Es sei nach Gliedern gleicher Dimension geordnet:
Apa=ayy" =+ a;y" 0 + + @y 2 4

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. KI+, Abt. ITa, 136. Bd. 9
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Setzt man die vorigen Ausdriicke fiir # und ¥ ein, so wird:

A“_z = ([‘!0 a”—2 -+ a, an—3 -+ -+ d”__g) f— m—2)u -+
wo die angeschriebene Potenz von f die niedrigste ist; denn ist
ao a”_z -+ + a2 = O,
so Uben wir die Projektivitit:
1 y
/] — Y —
¥=— ==
¥ x

aus, durch die unser Zweig in einen solchen durch #' =0, 3/ =g
transformiert wird und ® in 2’ = 0. Fiir den Schnitt der trans-
formierten Kurve von A,_s = 0 mit ' = 0 ergibt sich:

a, ¥+ a, 93 4+ + a,_3 =0

und 3’ = a wire ja eine Wurzel; dies bedeutet, dafi ein Schnittpunkt
von U mit 4,_2 = 0 auf o liegt, was gegen die Voraussetzung.
Da Gleiches fiir A,_3 =0 gilt, beginnt R (¥, ¥) mit /~* und es hat

daher R (v,#) einen Pol von der Ordnung o ebenso wie \/L}
und da die Nullstellen beider auch ibereinstimmen, ist die
rationale Funktion:

(Y

"R(xy) )

konstant (da sie weder Nullstellen, noch Pole hat), d. h. \/xy
ist rational. Bezeichnet man die durch alle Adjungierten #-3. Ord-
nung ausgeschnittene Schar als kanonische Schar (nach Segre),
so kann man sagen:

Satz 12: Damit \/x_y eine auf U rationale Funktion sei,
ist motwendig wund hinveichend, dafy eine beliebige Gruppe der
kanonischen Schar, wmit den auwf den Achsen liegenden Puunkien
vonn U (Beriihrungspunkte und Spitzen), auf einer Adjungierien
u-2. Ovdnung liegt, die abev, falls sich unter diesen Punkion
Spitzen befinden, die zugehorvigen Tangenten berviihren muf.

Besonders einfach wird das Kriterium fiir p = 1, da in diesem
Fall nur eine Adjungierte 7-3.0Ordnung vorhanden ist, welche
die Grundkurve, aufler in den singuldren Punkten, nicht mehr
schneidet.

Die gefundenen Bedingungen lassen auch eine andere Deutung
zu. Ist ndmlich 4,,_3 = 0 irgend eine adjungierte Kurve 7-3. Ordnung,
so sind die Kurven

r.A,3=0, A3 =0

sogenannte adjungierte Berthrungskurven. Man bezeichnet
némlich adjungierte Kurven Ay = 0, die durch eine feste Gruppe G
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ger Grundkurve gehen und dieselbe in den weiteren Schnittpunkten
periihren, als adjungierte Beriihrungskurven; diese bilden, falls
b=t — ist, Systeme, und zwar 227 an der Zahl, so da8
nimlich Kurven eines Systems stetig ineinander {ibergefiihrt
werden konnen, Kurven verschiedener Systeme aber nicht. Sind
4,=0 und B, =0 zwei solcher Kurven durch die Gruppe @,
so gehoren sie dann und nur dann zum gleichen System, wenn

A, B, rational ist. Fiir unseren speziellen Fall bedeutet dies:

\/;jf ist rational, wenn die Berithrungskurven x.4,_3=— 0 und
A, 3=0 dem gleichen System angehéren, sonst nicht. Durch
eine Berlihrungskurve ist das zugehdrige System bestimmt: Legt
man ndmlich durch die Gruppe @ und durch die Beriihrungs-
punkte eine Adjungierte gleicher Ordnung, so schneidet dieselbe
aufer den singulidren Punkten noch eine Gruppe aus der Grund-
kurve, welche aus Berlihrungspunkten einer adjungierten Be-
rihrungskurve des gleichen Systems besteht und man erhilt auf
auf diese Art das ganze System.! Diese Konstruktion gibt un-
mittelbar die zuvor gefundene Bedingung fiir die Eindeutigkeit von
\/¥y, wenn man noch bedenkt, daff die Kurve .4, 3=0 (be-
ziehungsweise ¥ A,—3 = 0) sich in jeder auf x—= 0 (beziehungs-
weise ¥ —= 0) liegenden Spitze nicht nur adjungiert verhilt, sondern
auch die Grundkurve beruhrt.

Es sei also die Kurve U von der Ordnung # = 2 in der
Form darstellbar:

Ak (:‘"7 J’)
ry =—,
Vs Ar—1(x, )

wo die Indizes die Grade der betreffenden Polynome bedeuten.

Das durch
F=A4}— 43 _1xy =0

dargestellte Gebilde wird, wenn k= m ist, zerfallen und U als
Teil enthalten. Es sei #,, ¥, ein Schnittpunkt der Kurven 4, =0,
Ap_1=0, der fur beide einfacher Punkt sein mdge; dann gilt:

Ar=f +f, +
Avoi=f1+ 3+
wo Ji = ag (8 — %) + a; (v — ),
So = by (v —%)* + by (2 —2) (0 —20) + by (7 — )% - .
und analog fiir £}, 13, Mithin wird:

S— 42 2 L4y — £2 , 72 T £ 2 a
F=4,— A vy =1— %00+ 2010y — 2/ f3%5 —
12 " - .
S — ) + 2 (3 —39)] +. . .
1 Vgl. WeiB: Uber eine algebraische Theorie der Scharen nichtadjungierter
Beriihrungskurven, welche zu einer algebraischen Kurve gehoren. Sitzungsber. Wien,
Abt. ITa, Bd. 99, p. 302.
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Ist etwa r, =0y,3=0, so hat F ein Spitze, wenn sich die
Kurven nicht berithren und die Spitzentangente fillt mit der
Tangente von A; = 0 zusammen. Sind x, ¥, beide von Null ver.
schieden, so hat F einen Doppelpunkt, dessen Tangenten nebenbej
zu jenen von A, = 0 und Az_: =0 harmonisch sind. Soll eine
Spitze (auBlerhalb der Achsen) entstehen, so mufi notwendig
fi=C.f; sein; allein dies ist nicht hinreichend, da dann die
Glieder dritter Dimension durch f, teilbar werden und man im
allgemeinen einen Selbstberiihrungspunkt erhélt. Es ist vielmehr er-
forderlich, dafl die Glieder zweiter Dimension wegfallen und der
durch f, geteilte Term dritter Dimension das Quadrat eines
linearen Ausdruckes wird. F mufBl also in diesem Fall zer-
fallen, also k= m sein. Jedenfalls gilt allgemein: Schneiden
sich die Kurven 4; =0 und 4;_1 =0 in einer Spitze von U,
so mufl dort ihre Schnittmultiplizitdit mindestens zwei
sein. Zu bemerken ist noch, schneidet die Kurve 4; = O eine
Achse mit der Multiplizitit », ohne dafl aber A;_; =0 hindurch-
geht, so ist der Punkt einfacher Punkt von F und die Achse
ist dort Tangente von der Ordnung 2# —1.

Wir beweisen nun folgenden

Hilfssatz: Die Kwrve U (sie kann auch zevfallen) sei von
der Ordnung n = 2m und ihre Gleichung lasse sich auf die Form
bringen:

\/‘L’ , AL (’1":5")
YT A @)

wo k> m. Wir setzen vovaus, dafy die Kurven A, =0 wund
Ar_1 =0 sich einfach schneiden, dafp auch A, =0 die Achsen
einfach schueide und Ay (0, 0) =0 sei. Dann sind unter den
k(k—1) Schuittpunkten der beiden Kuvven mindestens i (m —1)
Doppelpunkte von U vorhanden.

Unter diesen Doppelpunkten sind die auf den Achsen
eventuell vorhandenen Spitzen immer mitinbegriffen; die anderen
Schnittpunkte sind auf Grund der Annahme Doppelpunkte.

Zum Beweis dieses Satzes brauchen wir den Noether’schen
Fundamentalsatz. Dieser gibt bekantlich die notwendigen und
hinreichenden Bedingungen, damit ein Polynom F in x, v in die
Form gebracht werden kann:

F=A.f+B.g

wo f, & gegebene Polynome und 4, B zu bestimmende Polynome
in #x, » sind. Die Bedingung daflir lautet: Fiir jeden Schnittpunkt
%5, ¥, der Kurven 4 =0, B=0 miissen sich zwei Potenz-
reihen a,b in x—x, und 5 —y, so finden lassen, dafl
die Identitit:

F=af+b.g
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in einer gewissen Umgebung von x, y, stattfindet.! Ordnet
man lmks und rechts nach Gliedern gleicher Dimension (in
¥ — Xy ¥ D), sO genligt die Ubereinstimmung bis zu den Gliedern
einer genugend hohen Dimension: Hat etwa f einen #-fachen,
¢ einen s- -fachen Punkt in x5, und ist hier die Schnittmultiplizitéit
der beiden Kurven % (==7s), so geniigt die Ubereinstimmung bis
zu den Gliedern 2 —#s + v 4+ s — 2. Dimension einschliefllich.?
Wir besprechen einige Fille:

1. Der sogenannte einfache Fall: Der Schnittpunkt sei fiir
die Kurven wieder #-, beziehungsweise s-facher Punkt, ohne daf
aber beide Kurven daselbst Tangenten gemein haben. Dann ist
L—v.s und es geniligt, wenn der Punkt flir F mindestens
y 4+ s—1-fach ist.! (Man vgl. auch Severi-Loffler a. a. O,
p. 1091f.)

2. f habe eine Spitze, g gehe einfach durch sie und beriihre
die Spitzentangente; F soll zweifach hindurchgehen. Wir legen
den Punkt in den Ursprung und nehmen die Spitzentangente als
t-Achse; dann wird, nach Gliedern gleicher Dimension geordnet:

f=ay*+ a=a,+a, +.
g=0by + b=1b,+ b, +.
F=F, +

In F=af+ bg geniigt die Ubereinstimmung bis zu den Gliedern
zweiter Dimension. Daher ist

=0 und F,=a,ay®+ b, by,

also mufl F, durch y teilbar sein. Es genligt daher, wenn ein
Zweig von F die Spitzentangente beriihrt.

3. Der Schnittpunkt sei fiir f zweifach, fiir g einfach, g be-
riihre aber keine der Doppelpunktstangenten und /' habe einen
einfachen Punkt. Es gentligt die Ubereinstimmung bis zu den Gliedern
erster Dimension und wie leicht .zu ersehen, geniigt es, wenn
Fund g sich beriihren.

Wir gehen nun zum Beweis unseres Hilfssatzes. Angenommen,
der Satz sei fiir Kurven, deren Ordnung gerade und Kkleiner als
= 2m ist, richtig, dann zeigen wir, dafi er auch fiir n gilt.

Es bezeichne 4 die Zahl jener Doppelpunkte und Spitzen aut
den Achsen, die unter den Schnittpunkten von A; =0 und
Ar_1 = 0 auftreten.

Wiirde der Satz fiir » =2m nicht mehr gelten, d. h.
d<<m(m-—1) sein, so kOnnen wir k<< 2m voraussetzen;

. 1 Vof: Uber einen Fundamentalsatz aus der Theorie der algebraischen
Funktionen. Math. Ann., Bd. 27, p. 527 'bis 536.

Bertini: Zum Fundamentalsatz aus der Theorie der algebraischen Funk-
tionen, Math. Ann., Bd. 34, p. 447 bis 449.
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denn falls 2> 2 ist, legen wir durch jene d Doppelpunkte
von U eine Kurve Bg,,_3 =0 von der Ordnung 2m —2; dies is
moglich, denn eine solche Kurve ist durch

2m—2) Cm+1)

5 = (m—1)(2m +1) > (m —1) m > d Punkte

bestimmt und es gibt deren mindestens oo? Nun geht die
Kurve 4. By, —2 = 0 durch alle Schnittpunkte von U und 4,_1 =0;
durch jeden dieser Punkte geht aber auch A =0 und sie sing,
nach Voraussetzung, fiir A4, =0 und 4;_; =0 einfache Punkte
Die Bedingungen des Noether’schen Satzes sind fir Aj.Bg,—2=0
erflillt (Fall 1); es gibt daher zwei Polynome Bj, 1 und U, so
dafl gilt: '
Ay By s =B, _1. 4,1+ U.U.

wo #—1 als Grad von B,_; genommen werden kann,! und der
Grad von U’ deshalb hochstens 2 — 2 betrdgt. Daraus folgt weiter,
dafl die beiden Polynome dann eindeutig bestimmt sind. Denn
aus einer Beziehung von der Form

By 1Ay 1+ U2 U=B, 14 1+ U;_2.U

wiirde folgen, daB A4z—1 mit U zumindest einen Teiler gemein
hitte; aus der zufolge U =0 bestehenden Gleichung

A%'—'J’_j’A%_lzo

ergibt sich dann weiter, daf§ der Teiler von A;_; auch ein Teiler
von A, wire, also A und 4,_.1 nicht relativ prim sind, was
gegen die Voraussetzung

Jeder Kurve B,_2=0 von obiger Beschaffenheit, ist daher
eindeutig eine Kurve B,_; = 0 zugeordnet, aber auch umgekehrt
denn man kann durch jene 4 Doppelpunkte und die Beriihrungs-
punkte von U mit den Achsen, eine Kurve B, _; =0 legen, die,
falls sich wunter diesen Berlihrungspunkten Spitzen befinden,
natiirlich die Spitzentangenten beriihren mufi. Der Kurve B, ; =0
sind d + 2 # Bedingungen auferlegt und es ist

d4+2m<<m(m—1)+2m=m(m +1);

anderseits ist eine Kurve von der Ordnung # —1=—2m —1 durch
(2m —1) (m +1)=>d + m Bedingungen bestimmt. Nun geniigt
B, 1.4, _1=20. .den Bedingungen des Noether'schen Satzes in

1 Denn in der Identitdt
B Ar— 1+ U U=B—P.U)Ar + (U +PA) U

kann das willklitliche Polynom P so bestimmt werden, da B — P.U hochstens
vom 7 — 1. Grade wird.
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pezug auf Ay =0 und U (wenn U Spitzen auf den Achsen hat,
gilt Fall 2), daher:

B, 14y 1= A4;.B,_2 + .U

und By —2 = 0, ist daher eindeutig bestimmt.

Daraus ist ferner zu ersehen, dafl das System der
Kurven B,_;y aufler den d Doppelpunkten und den Schnitt-
punkten von U mit den Achsen keine Basispunkte besitzt;
das System der Kurven B, _» hat nur erstere zu Basis-
punkten.

Wir konnen sicher Paare entsprechender Kurven: B, _; =0,
B,_»=0 finden, die sich wenigstens in den d Basispunkten,
welche beide Systeme gemein haben, einfach schneiden; dazu ist
hinreichend, daff die Kurve B,_»—0 in jenen Basispunkten ein-
fache Punkte hat und die Grundkurve dort nicht beriihrt. Nun sei
B,_1=0, By_2=0 ein zweites Paar. Man kann voraussetzen,
daff die Schnittpunkte der Kurven B,._; =0, Bj_; =0, die nicht
in die erwidhnten d Basispunkte fallen, von den {ibrigen Schnitt-
punkten der beiden Kurven B,,_o—0 und B;,_s =0 verschieden
sind; dies folgt aus den Bemerkungen tiiber die Basispunkte der
zwei Kurvensysteme. Nun betrachten wir das Kurvenbischel

B, o + A B;l_1 = 0.

Die entsprechenden Kurven werden ein dazu projektives Biischel
beschreiben. In jedem Biischel gibt es nur eine endliche Zahl von
Kurven mit Doppelpunkten auflerhalb der Basispunkte; ferner
kénnen sich in projektiven Bilischeln nicht alle entsprechenden
Kurven beriihren, denn die durch beide Biischel erzeugte Kurve
hat in einem solchen Berlihrungspunkt mit den beiden Kurven die
Tangente gemein; daher miifiten die Blischel eine gemeinsame
Einhiillende haben, was nicht der Fall ist. Wir kénnen also
sicher entsprechende Kurven finden, die sich iiberall
einfach schneiden.

Von solcher Beschaffenheit seien die Kurven B,_; =0,
B, _» =0, deren Gleichungspolynome in der Identitét:

A By_s = By Ap_1 + uu

auftreten, auferdem kann noch vorausgesetzt werden, daf§ B, _; =0
nicht durch den Ursprung geht. Fiir U =0 folgt wegen:

— _ A
Ver ==

die weitere Darstellung von U:

\/ﬂf—_j’ _ BVx—i_.
- Bn—2
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Aus diesen Uberlegungen folgt:
Ist der Hilfssatz fiir 2= 2m nicht mehr richtig, s¢
kann in der Gleichung

Vir = —h
A1
k kleiner als # vorausgesetzt werden.

Das durch A} —=xy A% _; =0 dargestellte Gebilde besteht
aus U und einer zweiten Kurve Usy _g,,. Fir U gilt ebenfalls

die Darstellung \/xy = Ap:A4,_1. Da aber wegen k<<2m die
Ordnung von U'2%k— 2m Kleiner als 2m ist, gilt nach Voraus-
setzung der Hilfssatz fur diese Kurve, d. h. die Zahl &' jener
Doppelpunkte von U7, die unter den Schnittpunkten von A, =0
und Ap_; = O auftreten, ist = (¢ —m) (k—m —1). Es bezeichne
analog d die Zahl der Doppelpunkte von U, welche sich unter den
Schnittpunkten von A —0 und A4,_; =0 befinden. Die Kurven
A,_1=0 und U=0 schneiden sich aufier in den d erwdhnten
Punkten noch in 2 m (¢ —1) — 2 d Punkten,® durch welche auch
Ap, =0 geht; 4,=0 und 4;_;=0 haben k(k—1) Schnittpunkte,
von denen

d+2m@E—1) —2d)y=2m (k—1)—d

der Kurve U angehdren; die Ubrigen miissen jene d’ Doppel-
punkte von U’ sein, daher:

d=ktk—1)—2mE—1)+d=((k—2m) k—1)+d
oder
d=d —(k—2m) (k—1).

Da d' = (k—m) (k—m —1) ist, so ergibt sich weiter:
d=k—m) k—m—1)—(k—2m) (k—1) = m (m —1),

mithin d=m (m —1), also ein Widerspruch zur Voraussetzung
d<m (m —1).
Nun ist unser Hilfssatz fir m = 1 trivial, also richtig und daher
allgemein bewiesen.
__ Wir wenden nun den Hilfssatz auf Kurven Us,, an, fiir die
¥ y rational ist. Es wird vorausgesetzt, daf U nur gewohnliche
Singularititen besitzt und die Berlthrungen mit den Achsen ge-
wohnliche sind, ferner dafl p > 0 ist. Dann gilt nach Friiherem die

Darstellung: 4
- 2m —2
ry — - <.
\/ ? A2m—3

Die Kurve 4s,,_3 =0 kann so gewdhlt werden, dafl sie in den
singuldren Punkten von U die Schnittmultiplizitit zwei hat.
(Fiir p = 1 gibt es iiberhaupt nur eine Kurve Ag,,_3 =0, die aber
die verlangte Eigenschaft bereits besitzt.) Ist Ag,, s =0 so gewihlt,

1 Da erstere nach Voraussetzung ja Doppelpunkte sind.
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Jann gilt von selbst das gleiche flir 4y, 2 = 0. Die beiden Kurven
konnen sich aber in einem singuldren Pun-l_(t von U (beispielsweise
in einer Spitze) berlihren. Nun legen wir durch jene singuldren
punkte von U, wo sich die beiden Kurven A nicht berithren (dazu
cehoren sicher die auf den Achsen liegenden Spitzen) eine
?{urve B, 1 =0 beliebigen Grades %z —1. Die Kurve Asp_90.Bp_1=0
geht durch alle Schnittpunkte von U =0 und 45, _3=0. Die
Bedingungen des Noether'schen Fundamentalsatzes sind erfilllt;
falls sich die beiden Kurven A in einem singuldren Punkt von U
perithren, gilt Fall 3 (p. 133), daher:

‘42711—2-Bk—1 = A211L—3-Bk + U. LY,

woraus sich fur U =0 ergibt:

— _ B
Vey =g

Durch eine ihnliche Uberlegung wie frither zeigt man, daf die
Kurven B so gewdhlt werden konnen, dafi sie sich einfach
schneiden. Nun konnen wir den Hilfssatz anwenden; es bezeichne
nun d die Zahl aller Doppelpunkte von U, ¢ die Zahl der auf den
Achsen liegenden Spitzen und » die der {ibrigen Spitzen. Der
Hilfssatz behauptet dann, dal d+t=m(m—1) ist und wir
erhalten fiir das Geschlecht von U:

p=QCm—1) (m—1)—@d+1t —r<@m—1>—r
oder:
r<(m—1)2—p.
Wegen » =0 ergibt sich weiter:
pP=(m—1)2

Satz 13: Ist \/1’_}‘ auf einer Kurve von der Owvdnung 2m
vational, so ist die Anzahl der nicht auf den Achsen liegenden
Spiteen nie grofer als (m—1)® —p und das Geschlecht der
Kurve hochstens (m -—1)>2.

Daf3 die fiir p gegebene Schranke immer erreicht werden

kann, ist leicht einzusehen; denn schneiden sich die beiden
(beliebigen) Kurven 4,, =0, 4,_; =0 einfach, so wird durch

— A Y R . ..
Vry = Z—A’" oder Z\2A% —xy 4,y =0 ein Biischel von
Agp—1

Kurven 2 m-ter Ordnung dargestellt. Eine allgemeine Biischelkurve
ist, wenn 4,, und A,_; relativ prim sind, irreduzibel und hat, da
es nur endlich viele Kurven mit singuldren-Punkten auflerhalb der
Basispunkte gibt, das Geschlecht

p=Cm—1) (m—1) —m@m—1) = (m—1)%



140 H:Neudorfer,

vy =p. vy +y —x—3)2
1
5

Man hat hier Beispiele von zwei Netzflichen mit gleichen
charakteristischen Zahlen, deren Haupttangentenkurven aber
nichtsdestoweniger- ganz verschiedenes Verhalten zeigen.

Man kann also nicht einmal bei elliptischen Kurven vierter
Ordnung, selbst wenn die notwendigen Bedingungen von Satz 9
und » = 0 erfiillt sind, die Eindeutigkeit von \/xy unmittelbar
entscheiden. Nur ein Fall macht eine bemerkenswerte Ausnahme,
der ndmlich bei der Kurve mit zwei Spitzen auftritt. Es sei D =0
die Gleichung der (einzigen) Doppeltangente, 7, =0, 7, =0,
T, =0 die Gleichungen der drei von einer der Spitzen ausgehenden
Tangenten und S—0 stelle die Verbindungsgerade der beiden
Spitzen dar. Die vier Geradenpaare: $*=0, ST, =0, ST, =0,
S7T,==0 sind Berlihrungskurven, die verschiedenen Systemen

bringen; fiir ¥ = —1, 3/ = 2 ergibt sich p—= —

angehOren miissen, denn sonst wiéren —S; = \/ §7 und

' S7, T,
alle dhnlichen Ausdriicke rationale Funktionen (vgl. p. 131),
und zwar von erster Ordnung; solche konnen aber auf Gebilden
mit p > 0 nicht existieren. Die Berlihrungskurve S.D =0 muf in
einem der vier Systeme enthalten sein (da die Zahl derselben
22r =4 betrigt). Wirde sie einem der durch S7;(=1,2,3)
bestimmten Systeme angehdren, so miifite \/S2 DT, d h. \/D—TL
rational sein, oder wenn man D =0, 7; =0 zu neuen Koordinaten-
achsen macht, \/1) wiére rational, was aber unmdoglich, da r =1
ist. Deshalb gehort S.D = 0 dem durch S =0 bestimmten System
an, oder \/S D.S?% d. h. \/SD ist rational. Nimmt man S=0
und ) = 0 als Koordinatenachsen, so wird \/,vy rational, deshalb
(Satz 12) gibt es bei einer Kurve vierter Ordnung mit
zwei Spitzen einen Kegelschnitt durch diese, der beide
Spitzentangenten berithrt und auflerdem die Berilihrungs-
punkte der Doppeltangente ausschneidet.

Unserer Figur entspricht eine elliptische Netzfldiche (4, 6) mit
einer vierfachen Erzeugenden, acht Riickkehrerzeugenden und zwei
Torsallinien zweiter Ordnung. Die Fldche ist von zehnter Ordnung,
vom Rang zwo0lf und hat die Besonderheit, dafl ihre Haupt-
tangentenkurven immer zertallen.

Iv.

Um zu untersuchen, ob eine Kurve Laguerre’sche Kurve
beziiglich eines Punktepaares ist, braucht man nur die fiir die
Eindeutigkeit von \/x y gegebenen Kriterien zu dualisieren.

Man kann aber auch anders vorgehen. Wir legen ein inhomo-
genes projektives Punktkoordinatensystem zugrunde, dessen Achsen
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durch das absolute Punktepaar gehen und dessen uneigentliche
Gerade die Verbindungslinie des Paares ist. Bedeutet f(x,y)=—0
die Gleichung der Kurve, so stellt:

dy '
y—Xx dx =)= dx

die Gleichung der Tangente des Punktes x, y dar. Fiihrt man
die Groflen:

dy
" —= dx v = 1
B dy ’ o .4y
y—x dx > :L dx

als inhomogene Linienkoordinaten ein, so liegen die Koordi-
patenecken in den absoluten Punkten und wir haben bereits

gefunden (p.122), daB \/# v eine rationale Funktion des Kurven-
punktes sein mufl, wenn f(¥y) =0 eine Laguerre’sche Kurve sein

d
soll, oder anders ausgedrilickt: \ T{ mufl rational sein, und

dies ist auch hinreichend.
Genau wie frither ist einzusehen, daf§ die Nullstellen und Pole ypon
/ dy

i

\/T Nulistellen und Pole einer rationalen Funktion sein
X

mussen.

Wir nehmen nun an, f(¥ ) =0 habe den einen absoluten
Punkt als 7-fachen, den anderen als s-fachen Punkt mit getrennten
gewodhnlichen Tangenten, ferner soll die uneigentliche Gerade nicht
Tangente sein. Die zu den Achsen parallelen Kurventangenten sind,
wenn wir uns auf den einfachsten Fall beschridnken, Wende-
tangenten; flir Punkte, wo dieselben zur x-Achse parallel sind,
gilt:

y=a+add+ (a'3=0)
r=>b41

/
und \/ Z{ hat daher eine einfache Nullstelle. Fiir einen Zweig

durch den uneigentlichen Punkt der x-Achse wird:

y—=a+bt+ (630, da sonst ein Wende-
punkt zustande kommt).
¥ = t—L

. dy : .
Dies gibt wieder eine Nullstelle fiir \/d—{ Analoges gilt fiir die

Pole. Fiir einen unendlichfernen Zweig, der durch keinen absoluten
Punkt geht, ist:
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Soll \/xy fiir eine Kurve vierter Ordnung rational sein, g,
kann dies nur dann eintreten, wenn dieselbe rational oder elliptiscy
ist. Daher gibt eine Kurve vierter Ordnung vom Geschlecht,
2 oder 3 samt zwei ihrer Doppeltangenten den scheinbarey
Umrifi einer Netzfldche, deren Haupttangentenkurvey
unter keinen Umstdnden zerfallen.

Fir m =2, p=1 wird =0, d. h.. Hat eine elliptische
Kurve vierter Ordnung aufier den Achsen eine Spitze
so kann \/xy niemals rational sein. Man erhédlt damit Beispiele
von Netzflichen, deren Haupttangentenkurven nie zerfallen kénnep,
trotzdem die Fliche die in Satz 11 ausgesprochenen notwendigen
Bedingungen erfiillt. Herr Mohrmann gibt (a. a. O.) .ebenfalls eiy
Beispiel einer solchen Flidche; es ist dies eine (3, 3) mit einer
Doppel-undzweiRiickkehrerzeugendensowie zweimal zwej
Torsallinien zweiter Ordnung. Die Fldche ist elliptisch und
vom Rang a = 10; der Grad ihrer Haupttangentenkongruenz mithin
(4) p. 119) M =10. Der scheinbare Umrif§ der Fliche aus einem
Punkt ihrer Doppelerzeugenden wird eine elliptische Kutve
sechster Ordnung (vgl. Fufinote 1, p. 118), fiir die » =4 ist ((3),
p. 118) wihrend flir m =3, p=1, »r=<3 sein mufi, wenn die
Haupttangentenkurven zerfallen sollen. Es gilt tiberhaupt:

Fiir das Zerfallen der Haupttangentenkurven ellip-
tischer Netzflachen ist notwendig, dafl der Rang der Flache
mindestens zwolf betrdgt.

Hat ndmlich die Fliche den Rang 10 (der Rang ist, da die
Bedingungen von Satz 11 vorausgesetzt werden, gerade), so muf
mindestens eine Doppelerzeugende vorhanden sein; denn wire d =),
so folgt wegen:

a=2n 1,—2d—37r, p=@w —1) (m,—1)—d—r

10 = 2u, n, — 37,

0=mwn ny,—un —un,—r,
und daraus:
— 10 = n, n, — 31, — 3n,,
oder:
— 1 = (n, —3) (n, —3),
d. h.:

1, = 2, n, = 4 und » = 2.

Ein ebener Schnitt der Fldche hitte die Ordnung 2 4+ 4 = 6 und
die Klasse 10. Die Schnittpunkte mit den Leitgeraden sind zwei-,
beziehungsweise vierfache Punkte der Schnittkurve. Von dem
letzten der beiden Punkte gehen noch zwei Tangenten an die Kurve;

1 Mohrmann a. a. O. bezeichnet jetzt die Anzahl der Riickkehr-
erzcugenden.
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Jiese miissen sich in eine Wendetangente vereinigen (Satz 10),
welche aber in sieben Punkten schneiden wirde. Daher gibt es
mindestens eine Doppelerzeugende und wir kdnnen nun genau wie
vorhin verfahren. Wenn a = 8 ist, geniigt es, die Flache aus einem
ihrer Punkte zu projizieren; es wird dann m =3, » =5, wihrend
;=<3 sein mufl; @ =< 6 kommt nicht mehr in Betracht. Anderseits
gibt es elliptische Netzflichen vom Rang zwdolf, deren Haupt-
tangentenkurven zerfallen, wie das folgende Beispiel zeigt.

Es sei eine Kurve vierter Ordnung als scheinbarer Umrif3
ciner Netzfliche gegeben durch die Gleichung:

2.1+ 29 (A 2 —1) + (v +1)2 =0,

Die unendlich fernen Punkte der Achsen sind Spitzen mit den
Tangenten 3 = — 1, beziehungsweise » =-—1. Von den Spitzen
gehen noch je drei weitere Tangenten aus:

3 = —2.

1
_y:O,y:—?,_y:—Z und x =0, x:—f, x

Die Kurve ist daher von der Klasse 6 und somit elliptisch. Da vom
Ursprung aufler den Achsen noch 4 Tangenten an die Kurve gehen,
liegt das Projektionszentrum auf einer vierfachen Erzeugenden
(vgl. p. 117) und der Rang der Fliache ist deshalb zwdlf
(Fufinote 1, p. 118).

Nun untersuchen wir, ob \/m 4 rational ist. Dies ist dann
und nur dann der Fall, wenn ein Kegelschnitt mit den Asymptoten
y—=—1, y = —1 existiert, der durch die Beriihrungspunkte von
+=0(y=1) und ¥y =0 (x = —1) geht; seine Gleichung mifite
die Form haben:

@E+1) (y+1) =Ax\

woraus A — 2, beziehungsweise A — O folgen wiirde. Es gibt daher
keinen solchen Kegelschnitt.

Wir wihlen nun die Tangenten =0 und y=—2 zu
neuen Achsen, also xr =2/, y =3’ — 2 und erhalten als Kurven-
gleichung:

Y2 +1)2—23 (2 4+ 324+ 3) + (x+ 3)> = 0.
Die Spitzentangenten sind x — —1, /= +1 und die Achsen

beriihren in + =0, ' =3 und x = — 3, ' = 0. Die Gleichung des
Kegelschnittes hat die Form:

(x+1) (v —1 =2x

und man erhdlt fiir beide Beriihrungspunkte A = 2; also ist \/mj
rational. Da die Verbindungsgerade beider Spitzen unendlich ferne
ist, kann man die Gleichung der Kurve auf die Gestalt:
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y = at—%+ (aZ=0)
t—(l

Il

X
dy .
und 3 hat hier weder Nullstelle noch Pol.

Man gelangt, durch ganz &dhnliche Betrachtungen wie friiher,
zu folgendem Kriterium:

Satz 14: Um zu untersuchem, ob eine Kurve Laguerve sche

Kurve beziiglich zweier Punkie ist, die fitr dieselbe r-, beziehungs-
weise s-fach sind, lege man eine adjungievte Kurve, die den ersiey

der beiden Punkte zum v-fachen hat und durch jene Wendepumukte
geht, derenw Tangenten diesen Punkt enthalten. Die Adjungierte
schneidet aufler jemen Wendepunkten wund den in die vielfacheny
Punkte fallenden Schuiltpunkten noch eine Punkigruppe aws, durch
die eine zweite Adjungierte devselben Ordnung gehen muf, welche
den andevem dev Punkte zum s-fachen hat und durch jene Wende.
punkte geht, deven Tamngenten diesen Punki enthalten.

Wir betrachten als Beispiel dazu eine Netzfliche (3, 3) mit
drei Doppelerzeugenden und zweimal drei Torsallinien zweiter Ordnung,
welche Herr Mohrmann (a. a. O.) als Beispiel einer elliptischen
Netzfliche erwihnt, deren Haupttangentenkurven zerfallen kénnen.
Mittels Satz 14 ist nun leicht zu zeigen, dafi die Haupttangenten-
kurven der Fliache immer zerfallen.

Zunidchst sollen die drei Doppelerzeugenden zu einer drei-
fachen Erzeugenden zusammenriicken. Da die Fldche von
sechster Ordnung ist, liefert ein ebener Schnitt ¢ durch die dreifache
Erzeugende eine Kurve dritter Ordnung, von der je drei Wende-
tangenten durch die Schnittpunkte f,, f, der Leitgeraden mit ¢ gehen.
Die erste Polare, etwa von f;, mufl die Kurve in den drei Wende-
punkten beriihren; und da auch die zugehérigen Wendetangenten
die Polare beriihren, besteht dieselbe aus einer doppelt gezihlten
Geraden, d. h. je drei Wendepunkte liegen in einer Geraden. Die
Bedingungen des Kriteriums sind erfiillt; mithin zerfallen die
Haupttangentenkurven der Fldche. Anderseits gibt es auch
wirklich Kurven dritter Ordnung von obiger Beschaffenheit, man
bezeichnet sie als dquianharmonisch. Die drei librigen Wende-
tangenten schneiden sich dann ebenfalls in einem Punkt und es
folgt beildufig:

Jede dquianharmonische Kurve dritter Ordnung ist
auf dreifache Weise Laguerre'sche Kurve.

Die Gleichung einer solchen Kurve 463t sich etwa in
folgender Form annehmen:

B4 4+1 =0

und es wird \/ —

dy
dx

— ——, also rational.
JI
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Nun betrachten wir den allgemeinen Fall. Ein ebener Schnitt,
durch eine der Doppelerzeugenden ist eine Kurve vierter Ordnung
mit zwei Doppelpunkten, die durch f; und f, einfach geht. Inf, f,
<chneiden sich je drei Wendetangenten. Nun iben wir auf die
Kurve eine quadratische Transformation aus, deren Fundamental-
punkte die beiden Doppelpunkte und etwa f; sind. Wir erhalten
cine Kurve dritter Ordnung, von der sich drei Wendetangenten in
cinem Punkt schneiden; dann liegen die drei zugehdrigen Wende-
punkte, wie wir gesehen haben, in einer Geraden. Durch
Ausfiihrung der inversen Transformation, geht dieselbe in einen
Kegelschnitt durch f; und die beiden Doppelpunkte iiber, der
auferdem die drei zu f; gehdrigen Wendepunkte enthélt; der
Kegelschnitt trifft die Kurve vierter Ordnung weiter nicht. Da
Analoges fiir f;, gilt, sind die Bedingungen von Satz 14 erfiillt und
damit das Zerfallen der Haupttangentenkurven auch in
diesem Fall gezeigt.

Bemerkenswert ist die aus dem vorstehenden und
cinem friltheren Beispiel (p.140) folgende Existenz ellip-
tischer Netzflichen, deren Haupttangentenkurven unter
allen Umstinden zerfallen, also blofi auf Grund besonderer
Eigenschaften der charakteristischen Zahlen der Fldche.
Ob es analoge Fille von Netzflichen hdoheren Geschlechtes gibt,
ist mir nicht bekannt.

V.

Wir wollen nun Erzeugungsarten von Laguerre’schen Kurven
besprechen.

Es sei eine ebene Kurve und ein Punktepaar i, 4, gegeben;
wann ist die Kurve eine Laguerre’sche Kurve, die das Punktepaar
als absolutes besitzt? Um diese Frage zu untersuchen, legen wir
durch 7,, 4, einen Kegelschnitt K, dessen Ebene aber nicht mit der
Kurvenebene zusammenfallen soll. Durch 7, und 4, legen wir die
X-, beziehungsweise Y-Achse eines rdumlichen Punktkoordi-
natensystems, dessen uneigentliche Ebene die von XK sei, so
daff die Gleichung des K aus dem Ursprung projizierenden Kegels
al: XY = Z2 angenommen werden kann. Sind #, v die gewd6hn-
lichen Linienkoordinaten eines Punktes von X, so lautet die
Gleichung der Kurventangente in laufenden Punktkoordinaten X, Y-

Xu+Yv+1=0.

Durch die Tangente legen wir eine der beiden Ebenen, die den
unendlichfernen Kegelschnitt X beriihren; ihre Gleichung wird die
Form haben:

Xu+Yv+Za+1=0,

Wo sich flr o ergibt: a:2\/ﬂ. Wir denken uns einen der
Werte von \/u v festgelegt und setzen die Ebene stetig ldngs der



144 H. Neudorfer,

Kurve fort, so dafl sie immer X beriihrt und lassen den Kurvep.
punkt (im Komplexen) geschlossene Wege beschreiben; wann wirg
dabei die Ebene in ihre Anfangslage zuriickkehren? Offenbar danp,

und nur dann, wenn \/u v eine eindeutige Funktion des Kurvep.
punktes ist, d. h. die gegebene Kurve eine Laguerre'sche
Kurve ist, sonst wird die Ebene erst bei doppelter Durchlaufung
jedes geschlossenen Weges ihre Anfangslage einnehmen.

Wir haben also dem Kegelschnitt K, den wir als absolutep
Kegelschnitt bezeichnen wollen, und der gegebenen Kurve eine
Torse umschrieben, die wir Minimaltorse nennen. Im Falle dje
Kurve eine Laguerre'sche ist, wird sie einfache Kurve der Torse
sein, sonst der Doppelkurve angehéren, da in diesem Fall durch
jede Kurventangente zwei den absoluten Kegelschnitt beriihrende
Ebenen gehen, oder anders ausgedriickt, einer Laguerre'schen
Kurve kann man zwei Minimaltorsen umschreiben. Die Gratlinie
einer Minimaltorse hat die Eigenschaft, dafi ihre Tangenten dep
festen Kegelschnitt & schneiden; wir wollen eine solche Kurve als
Minimalkurve bezeichnen. Nun kdnnen wir sagen:

Satz 15a: Schuneidet man eine einem Kegelschuitte wmschiie-
bene Torse mit eimer demselben micht beriihrenden Ebene, so erhdll
man eine Laguerve’sche Kurve, derem absolutes Punkiepaarv dic
Schuitipunkte der Ebene mit dem Kegelschuitt sind; wur wenn der
Schuitt der Doppelkurve der Torse angehort, entsteht  keine
Laguerre’sche Kurve.

Analog stellen wir noch folgende Betrachtung an. Es sei eine
Kurve U als scheinbarer Umri8 einer Netzfliche gegeben. Wit
betrachten die Bilder F], F, der Leitlinien als Erzeugende eines
Kegels zweiter Ordnung und nehmen Fj, F} beziehungsweise als
2- und y-Achsen eines rdumlichen Punktkoordinatensystems; zu
dessen xz- und ¥ z-Ebenen wihlen wir die Tangentialebenen des
Kegels lings F! und Fj. Die Gleichung des Kegels kann nun als
z? — xy angenommen werden. Die Kurve U sehen wir jetzt
als Projektion einer auf dem Kegel liegenden Kurve aus
einem Punkt # der z-Achse an; # machen wir zum uneigent-
lichen Punkt dieser Achse. Es sei p’ ein beliebiger Punkt von U
mit den Koordinaten «, y; projizieren wir ihn auf den Kegel nachp,
so ergibt als dritte Ioordinate von p:z = \/xy, wobei wir einen
der Werte von \/;vy festsetzen. Beschreibt p’ geschlossene Wege,
so wird p in seine Anfangslage zurlickkehren, wenn \/Ty ein-
deutig ist, d. h.:

Satz 150b: Die Projektion einer auf einem Kegel zweiter
Ordnung liegenden Kurve kann samt dem scheinbaven Umrifi des
Kegels immer dauwn als Bild einer Netzfliche mit zerfallenden
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Haif sitangentenkurven angesehen werden, wenn sie keine Doppel-
iiberdeckung ist.?

Man kann jetzt leicht zu einer einfachen Darstellung der
| aguerre’schen Kurven “in Punktkoordinaten gelangen, indem man
sich zundchst die Gleichungen einer Minimalkurve aufstellt. Be-
deutet # einen Parameter, und fithrt man in der uneigentlichen
Ebene homogene Koordinaten ein, so lautet die Gleichung des
absoluten Kegelschnittes K = XY — Z? = 0 oder:

pX ==

1
pY =—
pZ =1,

wo p einem Proportionalitdtsfaktor bezeichnet. Die Gleichung einer
Tangente von K ist dann, wegen

Ky Ky: Ky =Y:X:—2Z =1 2 — 2z,
X+ 22Y—2xZ=0
und daher die einer Minimalebene:
X4+22Y—2x7Z = 2o.

Denken wir uns ¢ als algebraische Funktion von x,0 = f (x),
so wird durch:
X+22Y—2xZ = 2f(x)

die allgemeinste algebraische Minimaltorse dargestellt. Fir
die zugehorige Gratlinie ergeben sich noch die zwei weiteren
Gleichungen:
rY—Z = f(»
Y =" ()
und erhalten daher als Parameterdarstellung einer Minimalkurve:
X =22 () —22f () + 2£(3)
Y = /()
Z = xf"(x) — f (),
welche der Differentialgleichung d Z2 — d X.d Y geniigen miissen.

Die Gleichung einer Kurventangente lautet dann (X, usw. bedeuten
die laufenden Koordinaten):

X—X Y—Y 7z

X — ¥y T T 7

. 1 D. h. nicht alle Projektionsstrahlen Bisekanten der auf dem Kegel
ligenden Kurve sind.

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. KI., Abt. Ila, 136. Bd. 10
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Fiir ihren Schnitt mit Z = O ergibt sich

Z = Z
zn Y=Y—Y—7%

X=X—-X-

oder wegen X' = 12 f"' (x), Y' = f" (x), Z' = x f" (¥) (statt Xschreibep

wir X usw.):
X=2.f(x)—=z.f (%
Y = i S ().

Setzen wir ¥y = f(¥), so lafit sich also jede Laguerre’sche Kurvs
darstellen durch:

_ dy
X_Zy—xdx
1 ay

Y= v dux

Wir deuten nun die algebraische Funktion y = f(x) als Kurve im
Koordinatensystem XY und fragen, wie mufi diese Kurve be-
schaffen sein, damit die durch die beiden vorigen Gleichungen
dargestellte Kurve eine Laguerre’'sche ist.

Durch jedes Wertepaar x,, v, (= f(x,)) ist eine Erzeugende
der Minimaltorse bestimmt; wenn'der Schnitt derselben mit Z =0
keine Laguerre’sche Kurve ist, so gehort er der Doppelkurve der
Torse an, d. h. zu jedem Wertepaar x,, ¥, gehdrt ein zweites,
welches fiir X,Y denselben Wert liefert. Damit dies eintritt, ist

sicher notwendig, dafl fir ein solches Paar auch ;% den gleichen

Wert annimmt. Es ergibt sich:

_ _Lyl + __l_yll
ay 22 x . xy — y! o 1
d X - 2}"—1’)’” —j” T a2 (:\5_)/” ~_—yl) - 2

denn wire identisch xy” —49'=0, so ergdbe sich y =a 4%+ b
und unsere Formeln wiirden fiir diesen Fall keine Kurve, sondern
den Punkt X =205, Y=2a ergeben. Damit also zwei Punkten
Xy, ¥, und x,, v, der gleiche Punkt X, Y entspricht, muf8 not-
wendig #f =23 sein. Aus unseren Formeln folgt nun weiter:
vyl =ux.Y, dies in die andere eingesetzt, X =2y — 1Y und
analog X—=2y,—% Y, also 2(y, —9,) = (¢ — 1) Y = 0O, daher
3y =2%,; mithin kann nur ¥, = —x, sein, d. h.:

Satz 16: Bedeutet (¥, y) eine algebraische Kuwvve, die wiclt
symmetvisch zur Y-Achse ist, so stellen die Gleichungen:
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. ’ day
1Y__2}—,’L d,‘\fi)
y—_ L 4r

¥ dx

jmmer eine Laguerve’sche Kurve dar; sounst eime Doppeliiber-
Jeckung, die keine Laguerve’sche Kurve ist. Auszuschliefien ist nir
Jer Fall y = ax* + b, der einen Punkt liefert.

Im ersten Fall sind die Kurven (v, ) und (X, Y) einein-
Jeutig aufeinander bezogen und haben daher gleiches Ge-
schlecht. In obigen Formeln hat man also ein einfaches Mittel,
um Laguerre’sche Kurven beliebigen Geschlechtes zu er-
mitteln.

Die gewonnenen Formeln gelten natiirlich auch fiir Laguerre’
«chie Richtungskurven, d. h. deren absolutes Punktepaar mit den
Kreispunkten zusammenfillt. Will man aber reelle Darstellungen,
so kann man folgendermaflen vorgehen. Die Gleichung des
absoluten Kegelschnittes kann in gewdhnlichen rechtwinkeligen
oordinaten als X? 4+ Y2 = Z2 oder in Parameterform

X:Y:Z=(*—1) 2x:(22 4 1)
angenommen werden. Durch
X@—=D+Y2x—Z(2+1)+f(¥)=0

wird eine dem [Kegelschnitt umschriebene Torse dargestellt,
deren Gratlinie durch:

;o 1 i 7 '1:2_1 1
‘\—?fn 'E'f . S
Y_——if’+if”

- 2 277
7 — ~—f——f’+—‘f T f//

gegeben wird.® Fir die Schnittkurve der Torse mit Z — 0 ergibt
sich, wenn y = f(x) gesetzt wird:

X = Yz 1)}
] 1
— Xy ~+ a J,/
Y = _)
¥+ 1

—_—
1 Dicse Formeln sind das Analogon zu den Weicerstraf'schen Formeln

der gewshnlichen Minimalkurven. Man vgl. Weicrstrafi:  Monatsher.
Belin 1866, p. 619.
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Diese Gleichungen stellen im allgemeinen eine Laguerre’sche
Richtungskurve dar. Um zu untersuchen, wann dies nicht de;
Fall ist, bilden wir:

ay 11—
ax —  2x
- . , »4+1
dabei kiirzt sich der Ausdruck y—uxy' + 5 — A der i
¥ — ax®+ 2bx— a identisch verschwindet;! fiir solche Kurvep
geben aber obige Formeln einen Punkt: X—=—a, Y= —
1— % 1—23
Nun tberlegen wir genau wie frither; aus 2%, = 27,
1
folgt: (¥, %, +1) (¥, —x,) = 0, also x, = — — oder 1, = #,. Daher,

4

wenn zundchst x, = — angenommen wird:

:",1
s + ! 3
92 9 o
= Yy — Xy I3 T ¥, B ¥y, + 2,54
I T - 1+ 3
—— + 1
o
und:
B3
¥+ 1
Mithin:

x(]zj'g _.yl =+ ’1”1 (Jy_i +j/1,) — 0

Analog ergibt sich aus der Formel fiir Y-
1— i / I
% (W +3)+ —5— (1 +)=0

und durch Elimination von y; 4 y/ aus den beiden Gleichungen:
My, +3, = 0.
Die Kurve (¥,%) geht also durch die Transformation:

_ 1 — I
Yy = — y Jo &= — >
Xy X1

in sich {iiber; dieselbe ist eine involutorische quadratische
Transformation. Der noch mdgliche Fall %, = #, ist auf die

x2-1

9" =0 erhilt man

1 Durch Differenzierung der Gleichung y — x 3" + .

o

4" =0, woraus sich ¥y =ax?2+4-2bx -—a als Losung ergibt.
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(rluche Art zu behandeln und kommt nicht in Betracht, da sich
714 1= 0 ergibt. Wir kénnen sagen:

Satz 17: Durch die Formeln:

2

x?—1
*fﬁy-i--—,)—y

!

y—xy 2
_J - Y LY = i
41 r® +1
wird jeder algebraischen Kurve (x,y), die wicht duvch die quadra-
. 1
lische Transformation x, = — - Ve = — \J; 1
2 X1

cine Laguerve'sche Richtungskurve zugeordnet. Auszuschliefen sind
nny die Kurven y = ax® +2bx — a, da ihnen Punkie entsprechen.

Berichtigung zu:

H.Neudorfer: Konstruktion der Haupttangentenkurven
auf Netzflichen (Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. Wien, Bd. 134,
Abt. ITa, p. 205 bis 214).

Auf p. 210ff. wird ein quadratisches Kegelschnittsystem
untersucht. Im vorletzten Absatz von Nr. I, auf p. 211, wird be-
hauptet, dafl es zu jedem Kegelschnitt des Systems einen zweiten
géibe, der ihn in ¢ hyperoskuliert. Dieser Kegelschnitt ist jedoch
immer die doppelt gezdhlte Gerade 7, so daf die Aussage des
letzten Absatzes von II damit hinfillig wird.
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