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Zur Integration der linearen Differentialgleichungen
(VIL. abschlieffiende Mitteilung)

Von
Alfred Tauber in Wien

{(Vorgelegt in der Sitzung am 24. Mirz 1927)

Dic Integration der linearen Differentialgleichung dritter Stufe.

Nicht blof in dem bereits erdrterten Falle der allgemeinen
Lamé'schen Differentialgleichung, sondern iiberhaupt. fiir jede Dif-
ferentialgleichung dritter Stufe

1

3 2
Lo?@ﬂ’ "+ LL(Z')J’ "+ Ly(x)y'+Lyy =0 M

lassen sich die zur Integraldarstellung von 3

¢

, (r—o)ttt (c—u) Fyy (v)dv o' L,
f? © ZZ (4 1)V L, (o) e L, @
I

0

X
dienenden Polynome F, independent definieren, und zwar erreicht
man dies durch geeignete Wahl der willkiirlichen Funktionen
in der frither bewiesenen Rekursion

Fhu = ]";;, v—1+M¢—1,2 Fh—l, v—1+Mh—1,3 Lo Fh—z, v—1
- (8:/1—1, v—2+L0 %/I—?, v—1>+(L0 %;;—2, V—Q——Ml;Z,l %’1—2, v—2)r (3)
in welcher die My, My, M;s die Bedeutung
L,+hL{ Ly+hL] +<’2’) LY Ly+hLi+ (’5) L+ (g) Ly

haben. Es bestehen dann auch einfache Beziehungen zwischen
den F, insbesondere bilden sie Halphen'sche Ketten, vgl. Formel
(26) bis (27 a).

Die explizite Darstellung der Losung ¥ beruht auf deren Ent-
wicklung nach den Produkten der Konstanten Mg

S,=Mix, Sy=1, S, =My My;. .M,y fir =1, (5)
03
indes kommt, wenn man Fj, nach den S, entwickelt

Ity

J
F,, = Zﬂ"-l S, Fid von L; unabhingig, (6)
0
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wobei j irgendwie von %, v abhdngt, die Kenntnis von FI[*I ny, al
Zwischenresultat und auflerdem fiir den Grenzfall M, — L, i;
Frage, welch letzterer den Grenziiberdang L;—0 bei Lf = Lg/:G
erfordert. Sonst aber findet man mittels jener Polynome F% , welc,

aus Fi, entstehen, wenn L, durch den Wert

fimeff)are{g

ersetzt wird, direkt die Fj,

J J
) M4 . .
— A ;== -2 bei M —
Fy,= ; oji I, o __I | M, ; ei Ag=i, 6, = 1, M

i=0 0

was eine doppelreihige Entwicklung von y nach den Konstante,
Sj/M;, (bei j =i+1) involviert. Fir F[M selbst resultiert
® Fl x® ‘ .
th‘v]: 2—@’ Tui — I—I (M7\3_M3) bei )‘:*:ZJ Too — 1. (70)
Txi
i=0 0
Unter den Ansédtzen flir die zu wéihlenden Polynome § sind
jene beiden hervorzuheben, durch welche entweder die Polynome

Fy, mit h>v oder die mit 2 <<v zum Verschwinden gebrach(
werden konnen. Ersteres wird nach (3) erzielt bei

%w = Mv+1,3 F, <1_37” =0 fir h >y, (8,

denn die Substitution irgend eines Wertes 2 = v+42,v+3,. in(3)
liefert, sobald samtliche F und § verschwinden, deren erster Index
grofier ist als der zweite, beiderseits ansatzgemdB Null, hingegen
die Substitution 7 —=v41

0= LO fwvg ]"';—1, yv—1"—" LU %v—l,v—l.
Im zweiten Falle bringt man, wenn
Tw = Fopa,v—1, Jw =20 fir h<<v (8a)
erfiillt ist, alle Fj, mit %z <<v, wie durch Einsetzen von % —v—!
in (3) ersichtlich, zum Verschwinden.
§ 1. Eigenschaften der Polynome Fj,.

Die Beschrinkung der Polynome Fj, auf solche, bei denen
der Index v nicht Kkleiner ist als %, stellt den ¥, die Bedingungen (8)
fir »=v, so dafl noch eine Wahl beziiglich der iibrigen § 2t
treffen bleibt. Zunidchst werde angenommen, dafi {J;, bei v= 2 h+!
verschwinde und bei A<<v=2%k den Grad 2 h—v beziiglich
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| r\/ariabeln v besitze. Dann gilt dasselbe auch fiir die Fy,,
' T[jel'dem wird sowohl F,, als §,, vom Grade v in v. Man verifi-
‘,l;ert dies, nach sukzessiver Bestimmung der ersten Fy, fiir v=1,2,3,
it Riicksicht auf Foy =1, Fiy = F, =. .=0,
Fy= L, Fl,=— Ly, Fog = Ly Myy—L My, Fiy =0,

| 2

13

lel —= *‘2L3 M12) F33 - M22 F22+M‘23 (LOLI?_LOL3~L2 M11>—L0 %12

cbenfalls aus (3), durch Schluf§ von v auf y+1.
Nunmehr soll, in Veraligemeinerung der ersten Bedingung (8),
,wischen den Polynomen F und % ein Zusammenhang

Jer Form
%hv == qny Ml-}—],a Fhv (9)

mit Hilfe von Konstanten gz, welche fiir 2z <<v =2 erst noch zu
pestimmen bleiben, zugrundegelegt werden. Flr v= 2% darf man
von vornherein ¢z, gleich Null definieren.

Durch diesen Ansatz (9) bezlglich der §§ geht die Re-
rursion (3) tliber in

Fpy = F;l, v—1"—qn—1,v—2 MB Fh—l, y—2
- (6]1;—2, v—1— 1) Lo M1—1,3 Fh—z, v—1 +Mh—1,2 Fh—l, y—1 +
-+ qn—e, v—2 Mh—1,3 (LOF;172, *;—Q*Mz—&l P‘hfz, v—2)~ (10)
Hienach 14fit sich, wenn die ¢ unabhidngig von L, voraus-
gesetzt werden, der Grad feststellen, welchen Fj, beziiglich der
Konstanten L, besitzt und dessen Kenntnis zur Entwicklung (6)

des Polynoms Fj, nach den Produkten S, notwendig ist. Durch
Abzdhlung findet man aus (10), daf die hochste Potenz von L,,

h-+v

welche in Fj, vorkommt, gleich E< ) ist, man kann also in (6)

fir f irgend eine ZahlgE<h—;v—> nehmen, beispielsweise 7 =15, so
daf man nur jene F;'“, flir welche k=1 ist, bei der Dar-
stellung (7) von Fy, zu berlicksichtigen braucht.

Charakterisisch fiir die Polynome Fi ist aber, dafi sie flir
h=1i nur untereinander zusammenhingen. Denn die Rekursion
der Fi lautet gemaff (10):

i

7,v—1 ; ;
y A ’ — 2 i R
/2 dv Ih—1,v—2 M]za Fh—l, y—2
- (Qh—z, v=17"" 1) LO M;;—l,a F;z—z, ~a—1+M’*1:2 F;z—l, v—1 + (1 1)

; dF;.z—z v—2 i
+ qr_s,v—2 M L, dv,—- — Mys,1 F},_gy v—2

h—1,3
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unter ]l[;'l3 die Differenz M;;—M;, verstanden. Wegen ]V[;f;,:o er.
hdlt man fir 2 = i+ 1

N dF;:—I—L v—1 i <
Bl =g WM B s My By,
ohne daf} rechts ein ¥ vorkdme, dessen erster Index kleiner als 7 wip,
Die Wahl der bisher offen gelassenen Konstanten g, k'OnmL:
nach verschiedenen Gesichtspunkten geschehen. Im folgenden wipg
den Polynomen F;,, die Bedingung gestellt, dal sie unte,
einander durch Halphen’sche Relationen

I"Ilzv_Qh—], v—1 leig Fhﬁl, yv—1 — 6/zv }}1,v+1y V= 2 h_l’ (]2;

(mit gewissen noch zu bestimmenden Konstanten §j,) verbunde
sein sollen und gleichzeitig eine lineare, von Differentialquotienter
freie Rekursion der Polynome konstanter Indexdifterenz

-F/m ]'/1—-1, v—1y ]4/1—2, v—2; I"/1—3, v—3

zustande kommt. Die Gliltigkeit von (12) kann auf beliebige v aus
gedehnt werden, wenn man 8;, =0 flir v =2/ definiert.

Durch die Anwendung der Relation (12) ermoglicht man di
Eliminierung der beiden in (10) auftretenden Differentialquotienten
Fj, ,_yund F}_, ,_,, flir welche man nur die ihnen gleichen linearen
Verbindungen von Polynomen F zu substituieren braucht, um aus
(10) eine von Differentialquotienten freie Beziehung

(1_8/L,v—1) Fyy= ]l[h—1,2 Fll—i, y—1"—Y4h—29, v—2 ]l/[h~2,1 -[1/[11—1,3 Fh—z, v—2 +
+ Gn—s,v—2 qn-3,v—3 Ly My_y,3 My 0,3 Fy_g 43+ (13)
+ (Qh~2, y—2 81,_2, v—2—qh—2, yv—1+ I)Lo MIL—1,3FII—2,‘!—1

zu gewinnen, welche unter der Bedingung
qn—2,v—2 6h——?, v—2 — -9, y—2— 1 (14)

die verlangte Rekursion von Polynomen konstanter Indexdifferen:

liefert:

My_y,0 Fp1,v—1  Gi—9,v—2
l—ah,v—l 1‘_611,\&—1

Ezv = Mz—?,l MI—LS ELAE, y—o +

(15)

+ Th—2,v—3qh-3 -8 Lo My_y,s My_o3 Fy—3,y—3.
]_ah,v-—l
Sie gilt aber nur fiir v=2h—1, wihrend fiir v=2% dic
aus (13) folgende Gleichung 9 5,y = 1 an ihre Stelle tritt.

Um jetzt die ¢ zu bestimmen, muf man die Gleichung (19
nach v differentiieren
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1 ,
11—, []VI]1~1,2 Fhfl, v~1+ﬂ/1§1—1,2 El—l, */—1] -
— O, v—1
Gn—2,9—2 ]V—[h——1,3 -
— e (Mo Flig, yma Moy Frms, 0] +

1'511,-;—1

2, v—2 My_1,5 Gn—3,v—3 Mp_s
1—8]1,*;—1

qn— .3 .
+ == (L, F§1—3, v—a+Lj Fr_s, 4—3],

Jgie drei rechts stehenden Differentialquotienten durch ihre Werte,
val. (12),
]";;_-1, y—1 —= gn—2, v—2 Mh—l,3 F/l—?, -;—2+8/1——1, 9—1 Fh—l,u
F;z-‘z, 9v—2 = qn—3,v-3 11/1/1—2,3 FII—E, \,_3+8],,-3' v—2 Fh—‘z, v—1
F;:—S, 9v—83 — qh—1,v—1 jl/[ll—ﬂ,zs I:h~4, v—4+6/1—3, v—3 FI:—.‘?, v—2
orsetzen und das erhaltene Resultat derart mit
qn—1, v—1 *"ljllj_‘, Fh—l, v—1+8hv F/z, v4+1

in Ubereinstimmung bringen, daB sowohl alle F mit der Index-
differenz 7--v, wie jene mit der Indexdifferenz 7—y—1 die Re-
karsion (15) erfiillen, wenn dort r—1, v—1, respektive 7, v+1
wnstatt /z, v geschrieben wird. Beziiglich der letzteren F bedingt
dies die Ubereinstimmung des Wertes von Fj .4, aus der Gleichung

5 ~ _ Mz—l,? 6 F
Do L lryv- 1 — T‘—T‘ h—1,v—14Lh—1,v —
— Yiv—1
qn—2, v—2 ]l[h—l,:-'s Mh—e,] -
- 1 3 611—2, v—2 }11—2, v—1 =+ (16)
—UOn,9v—1

qn—2, v—2 9h—3,v—3 M11—1,3 MI:—?,S L() 3 F
-+ S h—3,v—3 L'h—3,v—2
1— hv—1
und jenes aus (15), dort v durch v+1 ersetat

My,
1 _811\1

qn—2,v—1 Mh—l,s ]lllzle o
5 Ltz y—1 +
1 Tty

Fh,v+1 f— Flzfl,v -

Gn—2,v—1 Gn—3,v—2 Mp_1,5 Mp_o 3 L (16a)
+
1_6/”

0 Al
- }'/1-—3. —2-

Weiters muf3 der restliche Teil von F},, ndmlich

1=, []Wz—m Fy_y 01 +My_y0 Gn—s,v—2 My—1,3 Fy_g, y—2] —
1,9 —1
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q}z—‘z, v—2 ]l[h—l, 3

7
[Mh~2,1Fh*2, v—2+M¢—2,1Qh—3, ‘J-—3111h~2,3F]l

1—“8};,‘1——1 vy

o v—o0n_3 y—3 My_q 3 M;_
+ qn—o,v—2 qn—3, v—3 Mn—1,3 My 23 [L(;F][_._g’y_:g—l— 1:
1—‘Sh,v—l 0

+ Lo 411—4, v—4 M:—3,3 F/I——4, ‘1—4]

mit gp_y, vy Mpy Fr—y, v—1 libereinstimmen.
Der Vergleich von (16) und (164) fithrt zu den Bedingunge,

611—1, v—1 _ Oy 811—2, v—2qh—2,v—2 Shu gn—2,v—1
— y = -
1_871, v—1 1 '_ahv 1 —Bh,v—l 1 ——-6/”
6/,_3, v—3 LI/L—Z, v—2 6]1;—3, v—3 ___ 6/w Qh—z, v—1 CIh—:-!, v—2 (18)
- b
1_811,-/—1 l—ahv

aber die vier Gleichungen (14), (18) lassen sich als Konsequen;
blo zweier betrachten

S, — (Ih,v—l_‘l C]lzv_l _ dn,v-1
v — 3 N —
qn—1,v qn—1,v—1— 1 gn—1,v—1

’ (18{1)

deren Ertiillung auBerdem noch die geforderte Ubereinstimmung
zwischen gy, y—y Mps Iy, v—y und dem Ausdruck (17) mitbewirkt,

denn wegen ¢j—y,y—1 = - bedeutet dies, daffi (Myz—Mj_,,)

l_alz,v—l
mal Fh——l, v—1 glelCh
gn—2,v—2 M71—1,3 (]‘/[11—1,2_Jl{/h—2, 1) Fh—?, v—2

— Qn—g,v—2 Gn—s,v—3 Mi_1,3 My_o 5 (Mp_5,y—Lb) Fy—3 y—3 +

+ Gn—o,v—2 Qh—3, v—3 Qh—1,v—s Mp_1,3 M1—2,3 MI—B,SLO Foyy 0
sein soll, und ganz dieselbe Rekursion erhdlt man, wenn die
Gleichung (15) fur h—1, v—1 statt %, v angeschrieben und mit
My, —Mj, s = M;,y,; multipliziert wird.

Es eriibrigt nur, die ¢, aus den Gleichungen (184),

bei gw =1 und 82,1 =1 zu berechnen. Hienach ergeben sich
die ¢, als unechte, die 3,, als echte positive Briiche

v4+12h+2—v

—ro= . <
M= aooha1—y ‘=2 (19
v+1—h2h+1—v
= — L v<<92 h—1.
9 | 5y v <2 h—1 (19(1)
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it ist die Rekursion (15) zwischen den Polynomen Fj, mit

som .
gonstanter Indexdifferenz
F
= My_1,0 Fou g, v1—qu—2,v—a My_s1 My_q,5 Flz—z, v—g =+
gn—1,v—1

-+ gn—2,v—2 qn—3,v—3 Lo Mz——l,s Mh—e,s Fh—s, v—3 (20)

y < 2 h—1 nachgewiesen.

Als Erginzung zu dieser Rekursion hat die Ermittlung der
Konstanten Fy, o5, mittels der Gleichungen (10), respektive (20) fiir
,— 2, respektive 2 kh—1,

fir

!
Fyon= Flhoon1—qn_1,9n—2 Mhs Fr_1,20-2,
Fron—1=0qn-1,2n—oMy_1,9Fp—1,01—2

;u treten. Durch Differentiation der letzen Gleichung folgt

J— 4
Fy o= (Mh—l,2_M13) qn—1,275—2 Fh——l,Zh—Z

4’ )
und nach Einsetzung des Wertes fir gp—1,90n—0

h+1

4h—2
Fh, 2 = — T_'_*l“ Mh—l,3 F/L—l, 25—2

oder, wegen F,,— 1, die independente Darstellung

2.6...4h—2 . (—1F2H)S,
GxDl T T gy @D

Durch die so vorgenommene Wahl (19) der Konstanten ¢
wird auch die Konvergenz der Doppelreihe in der Integral-
darstellung (2) von y fiir ein wirkliches (d. h. von Null verschiedenes)
Gebiet sichergestellt, weil man fir k2 =v= 24, positive Grofien

l"h, 2n = (_l)h

Fry ()l . . . .
<D,,,,>[%S% angeben kann, welche mit Hilfe einer gewissen
Iy!

positiven Grofie 9 aus den Gleichungen
(I)hv = 2[ (‘I)h—l, v—1+q)h——2, v—2+(I)h—3, v—3), ";[)h, 9 = g[h (22)

zu bestimmen sind, wodurch ®;, << (29%)* wird und

co 2n

Z Z D, £

h=0v=h

fir gentigend kleine §, 1 konvergiert. Die Grofie % mufl, im Hinblick
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ljl/fh?)l
hy (h+1)
reicht es hin, wie der Vergleich von (20) und (22) zeigt, U grige,
als das Maximum der Werte

auf (21) der Bedingung A = fir alle I entsprechen, ferpe,

qn-1, vm1| Mu—1,2| Qi1 v—1 Qi—s, v—s | Mp—1,3 My—s 1|
hv ’ h(h—1)y (v—1)

i1, v—19n—2, v—2 dh—3,v—3 'IZV[I;—L?, My_s 5 LO i
h(h—1) (h—2)v(v—1)(v—2)

fir ein irgendwie fixiertes endliches Wertgebiet von v und alle ,
sowie grofer als 1 zu wihlen. '

Eine Vereinfachung sowohl der Rekursion als de;
Halphen'schen Relationen ist zu erzielen, indem man die
Iy, mit gewissen Konstanten multipliziert. Fihrt man die Zahlep

Py = <;¢> - <h—\|)— 1) (23)
ein, welche mit den ¢z, und 8y in dem Zusammenhang
Phett,v+1 = Py Qs Py = Phyv1 Ot (23a)
stehen, und substituiert in die Rekursion (20)
Fry = (— 1) py Sy_1 Qy, (24)

so folgt, nach Kiirzung durch (—1)~*S,_, mit Riicksicht auf die
erste Gleichung (23a)

Q= M1, 1, v—1—Mu—g,1 My_1,3 Qs y—o+
+ Lo My_1,3 My_s 5 911,—3, vy (25)

als Rekursion der Polynome &, Den Ausgangspunkt von (25)
bildet die Definition &, 57, = 1.

Anderseits ergibt die Substitution des Wertes (24) von F, in
die Halphen'sche Relation (12),- ebenfalls nach Kirzung durch
(—1y—"S,_;, und wegen der zweiten Gleichung (234)

Q;zv = Mll3 Qh—l, v—1_Mv—h,3 Qh,v-{-l- (25 d}
Noch weiter geht die Vereinfachung, wenn statt der F die durch
Fyy = Psv S/z—',-l w‘hu (26)

bestimmten Polynome ¥ zugrundegélegt werden, nur sind die letzteren
dann nicht mehr ganze, sondern gebrochen-rationale Funktionen von Lg-
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Es ist Wi en = (—1)"/Mj; und fir v <2h—1
J[/,s lFlw e ]‘[h—l,‘z lIj‘h—l, ‘:~1—Mh—2, 1 th—?, ~;—2+L0 lI’rh_;g_ y—3» (27)
W = W1, v—1+ Wi vqre (27 a)

Neben den bisher bewiesenen Rekursionen der Fj,, Q,, ¥,
it wonstanter Indexdifferenz kommen auch solchz_a zwischen
ien Polynomen mit konstantem ersten Index in Betracht,
sir die W' Dbeispielsweise lauten sie, bei v=<2n—1,

L, U s+ Moy W,y +My o Wypr+My_p 3 ¥y = 0. (28)

Dic Richtigkeit von (28) ist im Falle v—= 2 h—1 schon durch die
(Jeichung (27) erwiesen, und es handeit sich noch um den Schiuf}
von v=2k—A auf v—1 =2 A—A—1.

Nun gibt die Gleichung (27), dort v durch v—1 ersetzt

J[];a III.lz,v—1 = M1~1,2 I]-J'h——l, ~a—2_‘]l/-[h—2,1 lIrlz—?, v—3 +LO q’h—s, v—4y

und weil fiir jede der drei rechts vorfindlichen Funktionen W die
Richtigkeit der entsprechend modifizierten Gleichung (28) voraus-
cesetzt werden soll, ist die rechte Seite gleich

My_y 5
- # [My_p—1,2 W1, v—1+Myp—y, 1 IIJ‘15—1,-;—|-Lo ‘1"1;--1, w1l +
v—h—1,3

My,
+ ﬁ [My_p—1,2 W a, o +M_p_1,1 qj'h—ﬁ, v—1+1L, ¥, s, +
v—li—1,3

L
-0 [jul—h—l, 2 ‘ph—S, v—3+]l/L1—ll—1, 1 lIj,lz—f}, ‘1—2+L0 lI‘.h——s, ‘1—1]
Mv-h—l, 3

ner bei Summation der senkrecht ibereinander stehenden Terme,
wegen (27) gleich

M,
— s [M,_p_1,2 W+ M, —i—1,1 Wnup1+L, llf/,,~,+g],
Af[v—h—l.:-l
q‘uher stimmt der so berechnete Wert von M, ¥, ,_; mit demjenigen
iiberein, der resultiert, wenn man die Gleichung (28) fiir -v—1 statt
v anschreibt.
Analog (28) gilt fiir die F mit konstantem ersten Index die
Beziehung

Fh,v+2

F, F,
L() AL —+ M:—h,l + ]l/fv—-h,z By HL +
D, vys DPn,v4e Phv+a
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§ 2. Der Spezialfall M; = O.

Es wurde bereits oben darauf hingewiesen, dafl die expliz,
Darstellung von y der Kenntnis der Losungen von (1) fiir g,
Fille M;; — O bedarf. Bezeichnet demnach z; die Funktion, welch
aus y durch die Substitution

iLh+ < ;) o+ @ L{{’]

entsteht, d. h. ist z; eine Losung der Differentialgleichung

Ly=—

L,(x)&l"+ L, () 2!+ L, (¥) 2i+Mi 2, =0 @

respektive zg+1) —+1; eine Losung der Lamé’schen Differentia-
gleichung
Ly (9) 0i 4 My (%) 0i+ My (%) 0, = 0, (29a)

so miissen die zugehorigen F;'N aufgesucht werden. Aber nach den
friher Bemerkten reicht zur Bestimmung der Fj, die Kenntnis jener
F ;'W hin, flir welche % =1 ist, welch letztere sich mittels der Poly-
nomiallésungen gewisser Differentialgleichungen sehr einfach dar-
stellen lassen, ndmlich durch die Polynomiallésung #-ten Grades
der mit v als Unabhédngiger umgeschriebenen Diperentialgleichung (20

Ly (v) HY )+ Ly (v) HY @)+ Ly (v) H} (0)+ Mi H; @) =0 (X

sowie durch jene Polynome Gy;(v), welche in der nach Mitteilung V!
gebildeten Parameterlosung von (29a)

y it (x—0)' (c—v)’ Gy; (v) ¢ _ M
f‘?i(’»Z yIZ L, (v) ~-dv, _'___L—1

¢ 0

X 0

auftreten und aus den fiir irgendeine Lamé’sche Differentialgleichung
L,q"+L,oy+L,q =0 definierten G, derart zu gewinnen sind
dafl man M;, M;, an Stelle von L;, L, setzt. Die Haupteigen
schaften der Gy(v) waren: G,(v) geniigt als Polynom v-ten Grades
von v der Differentialgleichung

L, GYV'—M,_,, lel—1+M—1,z G(:—Emm Gy=0 @31

(worin M,, = vL’2+(;> L’{+<§> LY = MY die in Mitteilung VI als
M,, bezeichne Konsteinte bedeutet) und auch den rekursiven Formelr
Gy=LyGl_1—M, 5 G\ +M,_y,Gy_y, Gy=1,
GL =My Gy @3
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Die Entwicklung von G, nach Potenzen von v lautete

v
Y -\

N
GV_SJ’E%ZCZ)_ (\;T)\)T’ (10_. 1, (32)

0

nit der Bedingungsgleichung fiir die Koeffizienten

E)JZ;@ a) — M)\_1’2 (0) a)\_l—M)\_2’1 (0) ah_2+Lo (0) ah—3. (32 Cl)

Soll nun M;, M;, an die Stelle von L, L, treten, so
verwandelt sich M,, M,,, M,, in
) .
Mv—i—i,l’ Mv+i,2) 9;]2‘!3 =M (33)

v+4-7, 87

daher gelten fir die G,; die Formeln

(1)
L, Gl —M,yi s G6§+M\u+i—1,2 G(‘i_gﬁvg G.w=0
Gy =L,G) 1, i—Mypio1 Gy, i+Myioy,2 Gy, (34)

v
—\

, (7) (1) A .
vi — WEV;} Gv—l, iy Gvi — ?:R'_V_ Z a({) ?V_W ) a((l]) =1
13 —A):

0
0 . . . )
Myg aD = Myyi4,2(0) a§_,— My 15,1 (0) a? ,+ L (0) afd ..

Aus der zweiten und dritten Gleichung (34) folgt noch eine lineare,
von Differentialquotienten freie Rekursion der G,

Gyi=M,piy,2Gyy,i—Mpis,1 Mi+i—1, 3 Gy, i+
+ L, M:+i—1,3 ]l[f’_+1.~2’3 Gy_y,i. (34a)

- Diese Polynome H; und G; sind es, durch welche man die
Fi, fir h=1 in einfacher Weise ausdriickt.

Zur Bestimmung der F!, gleichgiiltig ob h=i oder &<,
dient die Rekursion (20) fir den Spezialfall M;, —=0 angewandt
und durch pj,_4,,—; dividiert,

f | ;
Irv 1—1, v—1 i —2,v—2
== Mh—l,z - AMh—2,1 Mh—1,3 Em—
Py Ph—1,v—1 Pr—2,v—2
Fi (35)
1 i h—3,v—3
-+ L0M71—1,3 M;—z,a T = ’
Pr—2,v—3

und zwar fiir v==2h—1. Die Konstante F!

hoh hat nach (21)
den Wert

Fi oy =(1"pns1S] (35a)
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verschwindet daher fiir ¢<<h, so dafl Uberhaupt, vermoge (3
jedes Fi fiir << v—h verschwindet. Ferner spezialisiert sich‘di\_
Halphen’sche Relation (12) fiir die Fi in

dFi

_‘7“‘— qn—1, )—1M F’ ——alziF

dv —1, v—1 B, v41- (36’

Nach dem Obigen reicht zur Darstellung der Fj, die Kennty;
der F;fw mit =47 und fir diese wieder diejenige dg,
Polynome F{ hin. Setzt man aber A=+ in (36) und dividie,
durch pj, so ergibt sich wegen M:,: 0

a Fi Fi
- — I'—H. s (36[!,
dU Piv Pi, v+1
d. h. alle Polynome F! sind Differentialquotienten verschiedene
Ordnungen des ersten unter ihnen Fi/p; = F'.
Fi @—iFL
o ii
Piv T dv

(37)

Die Substitution dieser Werte (37) in die Gleichung (28a)
dort =4 und M;; — O angenommen, lafit F:; als Ldsung der
Differentialgleichung

v+3—in dr—2—i Fi. dri—i Fi
11 11
Lo —mgai~ + Mmiyi ez + Momipo = +
d,_i F, (38)

+Ml; i, 3 duv-—i—_
erkennen, was bei v=—1i zeigt, da F/ (v) = H;(v) der Differen-
tialgleichung (30) gentigt. Dabei 1st H; eindeutig durch di
Bedingung, vgl. (37), (35a)
dH;, _Fi,

=7 1} Si 9
- _pl, F=(—1) S (39

definiert. In der Entwicklung des Polynoms H; nach Potenzen
von v

H; = (—1)i SzZ b(‘) )\)y , =1 (40)
A=0

sind die Koeffizienten 9 = (—1)LH¢=» (0)/S! nach der Rekursion
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My B Mica, o O B 4+ Mis, OB+ Ly (050, =0 (40a)

perechnen, die eine Spezialisierung von (38), fir v=2i—),
-0 bildet.

Mit Hilfe der eben erhaltenen Darstellung der F! leitet man
ofort diejenige sdmtlicher Fi fur h=1 ab, die Formel lautet,
mn verallgemeinerung von (37)

ar— hH
=P Gi—i, i fir k=1, (41)

Fl d/h

13

denn erteilt man % in (35) den Wert i+1, so folgt mit Ricksicht

auf (37) i Fi
: 4 v—1—i. LT.
i+1,v :]l/[m i, v—1 :Mio d : IHI
Pig1, v Y Pijv—1 = duvTt!

wmit ist wegen M;, = G,; die Gleichung (41) fir A =1i+1 be-
wiesen. Allgemein verifiziert man (41) durch den Schiuf von /&
wf k41, weil die Rekursionen (35) flir F! /py, und (34a) fir

(14—, i offenbar zusammenfallen.

§ 3. Darstellung von .
Die independente Definition (41) der F% fiir i =1 bietet Ver-
anlassung, die Zahl j in (7) gleich % zu wihlen, dann wird, weil
Fi fiir i <<y—Ah verschwindet

I
— dr=" H’I
Fyy = puy z oni G—i, i ST (42)

i=v—I
welche Formel zugleich die in § 2 noch nicht explizit bestimmten
I mit h < angibt, wenn rechts L, durch einen Wert aus
M, =0 ersetzt wird

n

(Zl—h H
i It o ;
Fh: =P Z . Ch_" gt h<i

p=v-"n
1%3 ,5 . (42a)
= )\ .
II;L H ]l/l)s_ ]l/[ bei 4: [

Durch Einsetzung der in (42) gefundenen Werte der Fj, er-
angt das Integral (2), wenn noch statt v der Summationsbuchstabe
4\ verwendet wird, mit Rlcksicht auf den Wert von py,



die explizite Gestalt

— Ve (c— YA
f‘?(v) Zh' Z (‘(‘h 4_“)1)'2 )<\TL ‘? 0 (I 1—X) 63 Gy, s (v) HO (v) ay
(43,

und hierin kann nach Vertauschung der Summationsfolge
i

DD

die Summierung iiber A ausgefiihrt werden

HMw

Z 19 CZT I 1) 1,0 )

weil H,~,(v) ein Polynom ¢-ten Grades von v ist.

Solcherart wird die gesuchte Losung y durch ein Integral
liber eine Doppelreihe dargestellt

c

oo I
. Vi1 1\
fq)(v) ¢ i%h—?l)! [H()(c -

x 0 0

— Hi(o) (C—V)'H'lJ 6ni G—i, i (V) dv (44)
(h+1)! L, vy
Die Reihe in (43) besitzt nach dem friiheren jedenfalls ein

wirkliches Konvergenzgebiet, hingegen von der durch eine Trans
formation entstandene Reihe in (44) muB dies noch dargetan werden.

Fir die Grofienordnung von oj; ist diejenige der Konstanten

M _M II

1

+ ((ei—1) (b +i—2)—hi) L'é’

mafigebend. Da v die Dimension (h+i4)? besitzt, wird der
Nenner von

(—1)" Mll M;Z-1L3
il (h—i3)! i =i
0; /z+1 i

Oni —

mit 4! (h—1)! ['l.—jr‘—l]zvergleichbar, der Zihler von oy; hat die Dimen-
sion %!3, deshalb wird oj; ~ 1.
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Ferner ermittelt man aus der Rekursion (34a) die Dimension
jes Polynoms Gyi(v) in einem irgendwie fixierten endlichen Wert-

«ebiet von ¥ gleich [+1] und aus (40), (40a), wegen 0 ~ 1))
e Grofenordnung von H;(c), ebenso von H(c) gleich der von

i i12

1
5 Si= (=1~ [,

Dies besagt die Vergleichbarkeit der Terme der Doppelreihe in
(14) mit

1 i 2
h!Z [|HI-1:| [l]-l-l] - ('llli <211<24h

Verschwinden alle drei GroSien Lb, LY, LY, so ist zur
Bestimmung von Fy,, vgl. (6)

Fyy = D (lim F) Lz, L5—~0

der Grenziibergang Lj—0 bei LY = L{’ =0 durchzufiihren. Die
Auswertung des Polynoms F) “] nach (7a) und (41) ergibt, da sich
fir LY = LY =0 auf (—I)z'(n—z)'L”‘ reduziert,

. (=1 HO=" (v) Gij, : (v)
] F[ Y l m ’ b
m £05 = ppy 11 Z i (n—@' 17

man muf also die Polynome H;(v), G; (), bei LY = L{’ =0 nach
Potenzen von Ls ordnen

’ () iﬂ )
Gu (@)= Gy, ) Ltf, Hi() = ) Hi(0) L
r=0 5=0

und findet dann den Grenzwert

%
*—S5)

(s)
—1y @~ H; (1) ¢
im P = o 3 S SO ).

il(e—i)! L, dvh
i=0 §=0

§ 4. Bemerkung iiber die Speziallosungen.

Nachdem die Speziallésungen z; gewissermafien als Grund-
elemente fiir die Darstellung von y fungieren, erscheint es von
1nte1esse inre Eigenschaften zu untersuchen.
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Geht man von der Differentialgleichung (294) aus, welcp,,
2@+ geniigt und fiir die man nach Mitteilung VI diejenige Losun,

8* angeben kann, die als Funktion von # und e = c¢—x angesepe,
eine Potenzreihenentwicklung beziiglich ¢ mit dem Anfangsterm

. gi+? o' M;
1Y () ——— O — T
P e o = 7L

besitzt, ndmlich

o [ oy O @) e—0) Gy (v) du
3F = J;(l)z (i1 Ly () ’

so ist der Zusammenhang zwischen der gesuchten Losung ZF vop
. . 1 . . .
(29), deren Entwicklung mit —-g'p(x) e? beginnt, und dieser Funk-

tion BF folgenderart herzustellen: Fir die Ldsungen Z, 3; von
(29), respektive (29a), welche mit e?/2 L, (x),_respektive e +2/(i+2)!.
«L,(x) beginnen, gilt die Beziehung Z; ._3 Bi/9¢’, anderseits wieder
smd die zwei Parameterlosungen %, und 8, von (29a) schon durch-
einander bestimmt
O e Ve
8=
Ly(c) @i "’
daher folgt die independente Darstellung von Zj mittels 3f

o Ly~ 8F
* = (—1) . 45
ZF = (—1)e(e) Ly (©) 4 36, BT (454)
Allerdings besagt diese Form der Darstellung von Z¥ nur
eine Eigenschaft der ZF, sie gestattet aber nicht, tiber die Kon-
J
vergenz der Reihe fiir Y*=—lim vcﬂ Z# ein Urteil abzugeben, weil

Jj—> o0
i=0

hiezu erst eine Untersuchung der ZF bei grofiem 4 notig wiére.

§ 5. Der zweite Ansatz (8a) fiir die .

Auch in dem Fall, dafl man die in (2) auftretenden Polynome
Fy, nicht wie in § 1 bis 3 auf solche mit # <v, sondern auf di¢
die mit #==v beschrinken will, kénnen explizite Darstellungen fit
die Fi, respektive Fy, gefunden werden, z. B. wenn L, (x) blof
quadratisch, L, (#) blof linear in x ist, was insbesondere fiir der
Grenzfall M, _L zutrifft. Vorerst aber werde von der erwéihnten

Voraussetzung L” L’ = 0 abgesehen.
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Wenn keine Fj, flir 2 <<v im Integral (2) vorkommen .sollen
and die zugehorigen Bedingungen (8a) beziiglich der §, erfiillt
<nd, kann fir die noch Ubrigen zur Wah! stehenden s

Jer Ansatz
Fy,
o . ] — 1
T = S o1, w1 S = Th=y (46)
0

sewihlt werden, durch welchen die Rekursion (3) der Fy, in
cine solche der f, {ibergeht

fin =+ 1—) Lo f, s—1—Fh—1, v My 5 s, v—1 +
-+ fwh—l "ﬁl 1, l—l_/Wl—" lf/I—l /—1+Lof/t—1 y—1- (47)

Durch Schluf§ von 2 auf k+1 beweist man, daf f,, vermoge
(47) fiir = 2v verschwindet, hingegen fiir Z=2v ein Polynom
des Grades 2v—7 bezliglich v ist, wie aus

Joo=1 fio=fw=- =0
und der sukzessiven Berechnung von
S =Ly, foy = Ly, fro = Lo Ly—L Li+ L, (L,+ L)
hervorgeht. Der Grad von f;, beziiglich L, ergibt sich aus (47)
durch Abzéhlen gleich E(l ), es wird also in der Entwicklung
J
S = Z =1 S, (48)

0

5\
Jdurch jede Zahl >E< ) beispielsweise durch v ersetzbar.

—4 /
Nennt man wieder f7 jenes Polynom, das aus f,, resultiert,
Iy o ’
wenn der Konstanten L, der Wert

——(7’L.’_>+< | LY+ <\Lm

erteilt wird, so folgt, vgl. (7), (7a),

J )
ﬁ” — \: Gﬁj ;.'v’ ‘Illll = /\ ,__]L_)‘ (48 a)
Coi
i=0 ‘I':()

und die Bestimmung dieser Polynome fi hat gemdffi der Re-
Kursion (47) fiir den Spezialfall M;, = O zu geschehen

Sitzungsbcriclne d. mathem.-natuy KL, Abt. 1Ta, 136. Bd. 18
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dft
h—1,9 ;
- 7,, (h+l V)L f/l =1 gy + J[;r 1,3 ;;—2, v—1 +
. fll 1,9—1 dzﬁ"_ly"_l
+ My Moy Ly T e T (49

Fir den Fall nun, daf L;(¥) bloB quadratisch, L, (¥) blog
linear in x ist, 148t sich fI explizit nach den Polynomen G
entwickeln

Y=py

f§1v<v) _ Llh Y v (_1)“ pi+l~p 1 G p,z(U)
TV T () L =) (e v—h)! (—p)!

w=n—v

(494)

R 1
Hier bedeutet p; die Konstante L}-+ 5 1 LY und konform der song

=

gebrauchten Bezeichnungsweise
i0 o sa R
pr =1 py = upntr  pryp—r fUr p=1 (49

Es erlibrigt nur, weil die durch (49a) bestimmte Funktion f,
fur » = 0, 1 die vorgeschriebenen Werte 1, L, annimmt, der Nach-
weis, daB sie der Rekursion (49) genligt, wobe1 die dem vorliegenden
Falle L = L' = 0 entsprechenden Vereinfachungen

Mi =(h—1—0) L}, G,y =vL,Gy,;

h—1,3 7

zu berticksichtigen sind. Die zu beweisende Rekursion (49) erhilt,
durch die Substitution 2 =v+) und die abgekiirze Schreibweist

iv
i 23
vA Y L'Z A A GJ [T -
W el
i Iy v (y— p)'
p=h

wenn beiderseits durch v!L}/A! dividiert wird, die Form

o (;‘ FL’ 1 7! " (71 t—yp, !
\.‘ & (y—n)! =T L 5 Ay (v 1_:,le -
) ‘ " (;) —1— IL‘_. \ 1 ‘"\ G' 1__”.’—-‘
’Z_Ll) T '(‘I I—L)' +)V+l 1 l) ) 1, v— 1(,/*1_,01-"-

. (;.,_1__L i Gy 2—p, 1
My N Ar R, | S 5 A N Tk L
r—1,2 ) =1 (‘J—l—{l)' 2 X v—1 (V----z—[l«)!

+ Ly N 4 Gygop, i (1)
Lyt (;—-3-1})!
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Nun kann man den letzten Term auf der rechten Seite
ermbge der Rekursion (34a)
11/[*;——;L+i—1, 2 G‘;—;L—l, i—(—u—1) L} ﬂ[‘l—u-{—i—z, 1 GV-;L»?,L’ +
4 (v—p—)(v—p—2)LE L, Gy_y 3 ;

(;-;——-]L, i—

ersetzten durch

G.,_,L i Gv— —1,17
O ke L, Pk et LA
DA gy T I g T T
F/ —p—2, )
+L) 11[, —pti—2,17 ( u—'))'

und diejenigen drei Terme rechts in (51) + (514), wo L} in der
osten Potenz vorkommt, heben sich auf, denn als ihre Summe
orhdlt man, wenn -+1 im ersten Term auf der rechten Seite der
Gleichung (51) statt p. geschrieben wird,

G} —p—2,1

L;Z[A;H-l Lh—Ar M,y At Moy Ty 62)

1, v—1
und der Klammernausdruck in (52) verschwindet fiir jedes v.

Anderseits ergibt die Vereinigung des ersten Summanden von
(mla) mit der linken Seite der Gleichung (51)

Gv-—;. i
Z[ = —p) A ] (\,_:,jg_:

= ) A —O—p— 1 AL

G;,Llf

(v—p—1)!

und jetzt 148t sich nachweisen, dafl die Koeffizienten von
(tyy—y,i/v—p—1)! auf beiden Seiten von (31) 4+ (5la) iden-
tisch sind, d. h. die Identitdt besteht

At —(y—p—1) Apft = —hA4r N+ 1—i) A

Ay v—1 A—1,v— 1+

+ Mop—1,0 A;\,‘ — Myt 1,214)\ y—1" (53)

Es existieren auch Halphen’sche Relationen fir die f;‘w
und fy,. Beziiglich der ersteren zeigt die Definitionsgleichung (49), daf}

dfi,(v)  ilvILih— ’ (4)» r”;'ﬂf Gupyi
dv — (h—v)! (=) (gv—nyl G—p—1)!

w=n—v

ds Summe der beiden benachbarten Polynome fi_ 1,v—1 und
mit konstanten Koeffizienten ausdriickbar ist

hal
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i . 1 .
gfi = ‘/L::)f;I—l, b+ o v (h—v+1) L{"ﬂ;,v—r

dv 4

Diese Beziehung tibertrdgt sich, da die Koeffizienten auf der rechte,
Seite nicht von 7 abhdngen, wegen (48a), auf die f?

[lﬁl‘l . 7 1 "
Tdv T v Lo fi—s, 91+ 2 v (h—‘/—i-l)l,oﬁ,,‘,_.l (54u)
h—w)! f,
ind vereinfacht sich flir die Polynome o, = G lsz“ 2u
! L]
1
")Zv = 0)—1,v—1 + 7[16/ Ofy—1- (541))

Die Gr6Benordnung von fI /h!v! Ubersteigt keinesfalls

die von (W;i)_, denn aus (49a) folgt flr 2 = v+

\iI—H;, v o 7! \ 7(7—1)1 ‘rrlz%?;;fﬁl Gv—p.,{ .
TOENILE T 0! = (= 0! O—p)! (53
p=

und weil einerseits p; mit /z oder 2+2, anderseits G,; mit [’z_’}

vergleichbar ist, besitzt die reclite Seite von (55) keine hohere
Dimension als

i,V | P | v—pt.
7! \' 1 h+i—p+l [i—l—l]
M+ L= G—p)! (p—N)! (v—p)! ’
n

ein Ausdruck, der mit wachsendem A abnimmt und fir A=20
den Wert

S Ry PAHEI
#=0 0

als Maximum aufweist. Daher konvergiert die Doppelreihe
der Integraldarstellung

7% — f‘P ® S\ Z (x—v)" 1 (c—v)" fi_ (V) dv o)

I+ L, (v)

v=0l=v

in einem wirklichen Konvergenzgebiet. Dasselbe trifit fiir die
Integraldarstellung der Losung y

O () f )
o 5’ (i 1TV Ly )

v()lz:
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o, weil in der Formel fiir f5,, vgl. (48a)

flz; _\ . ;” y 5 (/v+i>2
vt 2% A AR A
=0 =0

«les der o die Dimension 1 und keiner der Summanden eine
. 2y

- . H : v

pohere Dimension als (\ , | =<4’ hat.

Der Grenziibergang L)—0 ist analog wie in § 3 anzu-

J
fihren. Es wird dann f,, = Z S Lx und das Polynom

0

Sﬂ (—1f, @

i (1) =
fiu ) LI/ 7! (4_1)'

i=lh—vy

nihert sich fiir L, —0 dem Grenzwert

g * R
PN N DT Bmes Gy
(h—v)'LJ Lo (a—1)! (i—)! (p4+v—n)! (v—p)!

i=h—v p=0
Ein resumierender Vergleich der Resultate fiir beide Ansétze (8)

und (8a) zeigt, dal im allgemeinen der erstere, in Ausnahmsfillen
der letztere zu einfacheren Darstellungen fithrt.
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