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I. Einleitung.

1. Die Entwicklung der Theorie der Mefifehler hat sich bisher
vornehmlich auf mathematische Grundlagen gestlitzt. Nur nebenbei
wurde die geometrische Bedeutung der gewonnenen Gleichungen
und Ergebnisse hervorgehoben. Im Gegensatze hiezu soll in dieser
Studie die Theorie der Mefifehler auf vorwiegend geometrischer
Basis behandelt werden.

Die Untersuchung der Fehlergesetze vom geometrischen Stand-
punkte bietet den Vorteil der grofleren Anschaulichkeit und Un-
abhingigkeit von Schwierigkeiten analytischer Natur, wie sie in der
Fehlertheorie hdufig auftreten. Die Ergebnisse der Fehlergeometrie
sind ohne Rucksicht auf die Funktionsform der Fehlergesetze all-
gemein giiltig und liefern die Grundlage zu einer Reihe von Unter-
suchungen und Beweisflihrungen, die nach der Ublichen analytischen
Methode #duflerst schwierig oder liberhaupt in einwandfreier Weise
nicht moglich sind.

2. Jede Messung kann in ihrer geometrischen Bedeutung als
die Bestimmung der Lédnge einer Strecke aufgefait werden. Wird
angenommen, dafi die Strecke in der Abszissenachse eines recht-
winkeligen Koordinatensystems liegt, so besteht das Ziel der Messung
in der Bestimmung der Lage des Endpunktes bei als bekannt
vorauszusetzender lage des Anfangspunktes der Strecke. Da
Messungen stets mit Fehlern behaftet sind, so wird hiebei nicht
die wahre Lage des Endpunktes, sondern nur ein Wahrscheinlichkeits-
wert fiir die Lage desselben innerhalb gewisser Abschnitte der
Abszissenachse gewonnen. Werden die den einzelnen, gleichen
Elementarintervallen dx entsprechenden, unendlich kleinen Wahr-
scheinlichkeitswerte durch denselben proportionale Ordinaten endlicher
GroBe dargestellt, so entsteht eine Wahrscheinlichkeitskurve — die
MeBkurve — welche im Sinne der Fehlergeometrie als das eigent-
liche Gesamtergebnis der Messung anzusehen ist.

3. Man unterscheidet zwei im Grunde verschiedene Arten von
Messungen: die quantitative und die qualitative Messung. Bei
esterer wird das Mefigerdt auf die Ldnge der zu messenden Strecke
ingestellt und das Ergebnis an jenem abgelesen. Man erhilt also
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einen quantitativ bestimmten MeBwert. Bei der qualitativen Messy,
wird dagegen am Mefigerdt eine frei gewdhlte Mafigrofie ei“gesmlf»
und nun verglichen, ob diese gréfler oder Kkleiner sei, als dj, '/1:
messende Strecke. Eine qualitative Messung liefert demnach keinén
bestimmten Mefiwert, sondern nur entweder ein Gberwerti,..
(positives) oder ein unterwertiges (negatives) Ergebnis, je nacildé||~\
sich die zu messende Strecke als grofier oder kleiner erweist e
das Maf.

II. Die quantitative Messung.
4. Die Fehlerkurve.

Es werde die Linge einer Strecke, deren Wahrwert |/ sei, mij
einem bestimmten Mefigerdat sehr oft (theoretisch genommen yp.
endlich mal) gemessen. Das Ergebnis jeder einzelnen Messung wirg
eine Streckenldnge 7z sein, die vom Wahrwert / um einen jedesmg;
verschiedenen Wert, den Fehler f=—m—I] abweicht. Nimmt map
jenen Strahl, auf dem die zu messende Strecke liegt, als Abszissen-
achse eines rechtwinkeligen Koordinatensystems an und denkt man
sich diese Achse in sehr kleine (unendlich kleine) untereinander
gleiche Teile eingeteilt, so wird in jedem solchen Zwischenraum
eine Anzahl Messungen enthalten sein. Diese Anzahl verhiltnis-
gleicher Ordinaten in jedem Elementarintervalle aufgetragen, ergeben
die Fehlerkurve.

Die Fehlerkurve hat in vielen Fillen ungefdhr den in Fig. |
zur Darstellung gebrachten Verlauf, im mittleren Teile ein Maximum
mit allmdhlicher (asymptotischer) Anschmiegung an die Abszissen-
achse nach beiden Seiten.

Die gesamte, zwischen der Kurve & und der X-Achse ein-
geschlossene Fldache F hat endlichen Inhalt. Symmetrie der Kurve
in bezug auf die Maximalordinate ist ein Sonderfall, der flr die
Fehlergeometrie jedoch keine tiefere Bedeutung hat. Ebenso ist es
nur Gegenstand der Eichung des Mefigerdtes, die Anordnung so zu
treffen, daf der Fulpunkt der Maximalordinate mit dem wahren
Endpunkt Ubereinstimmt.

Aus der Art der Entstehung der Fehlerkurve folgt unmittelbar,
daB die unendlich kleine Wahrscheinlichkeit dw dafiir, dafi der
Fehler bei einer Messung in den Grenzen f bis f+dx liege, gleich
sein muff dem Quotienten aus der zugehédrigen Elementarfldche
».dx in die ganze Kurvenfldche:

aw :;—; ax.

Die Wahrscheinlichkeit, daffi der Fehler in dem endlichen
Intervalle f, bis f, enthalten sei, wird ausgedriickt durch den

Quotienten aus der Uber dem Intervall liegenden Teilfliche F; in
die Gesamtflache:
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1
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Wy = “F' .

Die Fehlerkurve eines Mefigerdtes wird im allgemeinen Falle
it der Ldnge der zu messenden Strecke verdnderlich sein. Es
L,m;pricht dann jedem einzelnen Falle eine besondere Fehlerkurve.
pie Wirkungsweise eines Mefigerdtes kann erst dann richtig be-
vertet werden, wenn die Gesamtheit der Fehlerkurven innerhalb
&s in Betracht kommenden Mefibereiches bekannt ist.

In manchen Fillen ist es zweckmiflig, den Ordinatenmafistab
Jjor Fehlerkurve so zu wihlen, daff der Inhalt der Kurvenfliche
Jeich Eins wird. Diese Form der Kurve soll als reduzierte
}T‘ehlerkurve bezeichnet werden. Um eine beliebige Fehlerkurve
aif diese Form zu bringen, dividiert man deren Ordinaten durch die
Gesamtfliche. Die Uber einem Abschnitt der Abszisse liegende
Kurvenfliche ist dann gleich der Wahrscheinlichkeit dafiir, dafi der
Fehler in diesem Abschnitte liege.

5. Die MeSkurve.

Werden aus einer sehr groflen Anzahl von quantitativen
Messungen mit demselben Mefigerdt, die an Strecken verschiedenster
Lingen vorgenommen wurden, alle jene Messungen herausgegriffen,
die einen bestimmten MefBwert # ergaben, so gehdrt zu jeder
solchen Messung ein anderer wahrer Wert der Streckenldnge ! und
ein Fehler J—m. Werden diese Fehler in gleicher Weise, wie im
vothergehenden Abschnitte angegeben, zur Konstruktion einer Wahr-
scheinlichkeitskurve verwertet, so erhdlt man die dem quantitativen
Meflwerte #2 entsprechende Mefikurve.

Die Mefikurve kann auch als die Wahrscheinlichkeits-
kurve fiir die Lage des Endpunktes einer Strecke aufgefafit
werden, deren Meflwert 7z ist.

Im allgemeinen entspricht bei gegebenem Mefigerdt jedem
verschiedenen Meflwerte eine besondere MefBlkurve. Die Mefikurven
sind mit den Fehlerkurven nicht identisch, stehen aber mit ihnen
in einem bestimmten Zusammenhange. Aus der Schar der Fehler-
kurven kann die Schar der MeSlkurven des betreffenden MeBgeriites
abgeleitet werden.

In Fig. 2 sei m die gemessene Ldnge einer Strecke, M die
durch die Messung bestimmte Endpunktslage. Die wahre Lage des
Endpunktes und der Wahrwert der Streckenlinge sind unbekannt.
Wiren dieselben L,, beziehungsweise ,, so wire y,.dx die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daB eine Messung das Ergebnis 2 liefert,
Wenn 3 die Ordinate im Punkte M der zur Streckenldnge I,
gehdrigen reduzierten Fehlerkurve @, vorstellt. Dies gilt fir alle
moglichen Werte 1, Iy 1. der Streckenldnge, wobei aber
ledesmal eine andere Fehlerkurve ®,, ®,.. . und eine andere
Ordinate zur Geltung kommen. Da die Wahrscheinlichkeit des
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Vorhandenseins einer bestimmten Ursache verhiltnisgleich ist .
Wahrscheinlichkeit des Eintreffens des Ereignisses beim Wil‘ksuni'
werden dieser Ursache, so istin dem vorliegenden Falle y,, y,, 5
proportional der Wahrscheinlichkeit fiir die Lage des Eﬁdpf{nlﬂ;
der gemessenen Strecke in den Punkten L,, L,, L,. Werden
diese Ordinaten in den genannten Punkten aufgetragen, so ergn\:
die Verbindung der Endpunkte die gesuchte Mefikurve ¥ des ).
gerites fiir den MefSwert 1.

Aus dem dargelegten Zusammenhange der MeBSkurve mit g,
Fehlerkurven folgt, daff die beiden in ihrer Form einander zy-,
dhneln werden, aber keineswegs identisch sein miissen. Nur wenn
die Fehlerkurve unabhdngig ist von der Lédnge der zu messengey,
Strecke und in bezug auf ihre Maximalordinate symmetrisch yor.
lduft, dann ist sie zugleich auch Mefikurve und als solche yp.
abhidngig vom Mefiwerte. Ist die Fehlerkurve zwar unabhéngig vop
der Streckenlédnge, aber nicht symmetrisch, dann wird die MeBkur
zu ihrem Spiegelbilde.

Die dem MeBwerte 72, beziehungsweise dem Punkte M et
sprechenden Koordinaten der MeBkurve sollen als Haupt-
koordinaten bezeichnet werden, wobei vorausgesetzt wird, da
die Eichung des Mefigerdtes derart erfolgte, dafl der MeBwert stuts
mit dem wahrscheinlichen Wert der gemessenen Strecke {iber-
einstimmt. Dies ist dann der Fall, wenn die Hauptordinate di
Gesamtfliche der Mefkurve halbiert. Die Wahrscheinlichkeit, dali
der Wahrwert grofier oder kleiner sei als der MeBSwert, ist damn
gleich Einhalb.

Wohl zu unterscheiden vom wahrscheinlichen Wert der ge-
messenen Grofie ist der wahrscheinlichste Wert. Dieser wird
durch jene Abszisse der MeBkurve dargestellt, flir welche di
Ordinate den Maximalwert erreicht. Ist die MeBkurve symmetriscn
in bezug auf die Maximalordinate, dann féllt der wahrscheinliche
Wert mit dem wahrscheinlichsten Uberein.

Der Genauigkeitsgrad einer Messung wird durch die positive
und negative wahrscheinliche oder 50°/ ige Abweichung des
Wahrwertes vom MeBwerte ausgedriickt. Werden die beiderseits
der Hauptordinate liegenden gleich groBen Fldchenteile der Melk-
kurve nochmals durch zwei Ordinaten halbiert, so bedeuten di¢
Abstidnde dieser Halbierungsordinaten von der Hauptordinate den
wahrscheinlichen positiven, beziehungsweise negativen Fehler der
Messung. Die Summe der Absolutwerte der 50°/,igen Fehler wird
als 50%/,ige Streuung bezeichnet. Es ist mit der Wahrscheinlichkeil
einhalb zu erwarten, daB der Wahrwert innerhalb der 50°/,igen
Streuung liege.

Bei symmetrisch angeordneten MeBkurven, wo der Schwel
punkt der Kurvenfliche in der Hauptordinate liegt, kommen aufie!
dem 509/,igen noch der durchschnittliche und der mittlel':3
Fehler in Betracht. Der durchschnittliche Fehler ist gleichbedeutent
mit den Schwerpunktabstinden der durch die Hauptordinaifj
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_schiedenen Fldchenhilften von derselben. Der mittlere Fehler ist
“uch dem Trégheitsradius der Gesamt-Kurvenfliche in bezug auf
Hauptordmate

Die auf die Hauptkoordinaten bezogene Gleichung einer Mef-
.arve soll als deren Hauptgieichung bezeichnet werden.

Gleichwie bei der Fehlerkurve, ist es auch hier manchmal
awveckmdfig, den OrdinatenmafBstab so zu wéhlen, dafi die Gesamt-
tiche gleich Eins wird. Diese Form der Mefikurve wird reduzierte
\leBkurve genannt werden.

Es ist flir die fehlergeometrischen Untersuchungen ganz
rlelchgll tig, woher die Kenntnis der Meflkurve stammt. Sie muf
nicht gerade von einer Inst1umentalmessung herriihren. Es kann
.. B. von einer Gréfle bekannt sein, dafi sie jeden Wertes innerhalb
Jer Grenzen /, und /, mit gleicher Wahrscheinlichkeit fdhig ist. In
diesem Falle wird die MeBkurve durch den Linienzug ABCDEF
(Fig. 3) dargestellt.

Die Gesamtflache ist ¥ .a. Soll die Meikurve in der reduzierten
Form erscheinen, so muf} ¥ so gewdhlt werden, dafi die Fldche
deich Eins wird, also y =1:a.

Die der Form und Lage nach gegebene Meflkurve ist
Jer geometrische Ausdruck des Messungsergebnisses und
bildet das Grundelement der Fehlergeometrie.

6. Die zusammengesetzte Mefikurve.

Wird eine und dieselbe Strecke mit beliebigen Mefigeréten
mehrmals gemessen, so kann das Gesamtergebnis dieser Messungen
wieder durch eine Mefikurve zum Ausdruck gebracht werden,
welche zum Unterschied von den Mefikurven der Einzelmessungen
ds zusammengesetzte MeBkurve bezeichnet werden soll

Der Zusammenhang zwischen den einzelnen Mefikurven und
der zusammengesetzten Mefkurve wird durch den I Hauptsatz
der Fehlergeometrie ausgedriickt:

Die =zusammengesetzte MefBkurve ist die Multi-
plikationskurve der einzelnen MefBkurven.

Unter Multiplikationskurve wird jene Kurve verstanden, deren
Ordinaten sich aus der Multiplikation der zu gleichen Abszissen
Zehdrigen Ordinaten der einzelnen Kurven ergeben.

Zum Beweise des ersten Hauptsatzes sei angenommen, dafl
0 Abb. 4 das Ergebnis zweier Messungen derselben Strecke durch
lie MeBkurven W, und W, dargestellt sei. Wenn der Wahrwert der
Strecke [ wiéire, dann ist d1e ‘Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen
des 1\Ieﬁweltes m, mit dem ersten Mefigerdt proportional der
Ordinate 2, der ersten Mefikurve im Punkte L. Dies folgt unmittelbar
s den im vorhergehenden Abschnitte erlduterten Beziehungen
Zwvischen MeBkurve und Fehlerkurve.
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In gleicher Weise ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintrefy,,
des Mefiwertes 72, mit dem zweiten Mefigerite, wenn der Wahpy(y,
der Strecke ! ist, proportional der Ordinate y, der zweiten Kury,
im Punkte L. Die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit fiir das
Eintreffen der beiden MeBwerte, wenn der Wahrwert / ist, ist dang
proportional dem Produkte aus den beiden Ordinaten y,.y, =,
Dies gilt fiir jede beliebige Lage des Punktes L. S

Nach dem Satze von der Wahrscheinlichkeit der wirkendey,
Ursache ist nun auch die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf degy Wap,.
wert / sei, wenn die beiden Mefiwerte mz, und mz, vorliegen, ver.
héltisgleich dem genannten Ordinatenprodukte, welches somit djc
Ordinate der Wahrscheinlichkeitskurve W/ fiir die Lage des End.
punktes der gemessenen Strecke auf Grund der beiden Mefwer,
darstellt. Da dies fiir jede mogliche Lage des Endpunktes L gil,
so ist hiemit der Beweis erbracht, daf die zusammengesetzte Mej-
kurve zweier Einzelmessungen tatsdchlich die Multiplikationskurve
der einzelnen Mefikurven ist.

In ganz analoger Weise kann der Beweis fiir den Fall geliefert
werden, dafi nicht blol zwei, sondern eine beliebige Anzahl von
Einzelmessungen vorliegen.

Man kann den Satz von der zusammengesetzten Mefikure
auch in folgender Form zum Ausdruck bringen:

Das Ergebnis mehrerer Messungen ist gleich dem
Ergebnisse einer einzigen Messung, deren Mefkurve
identisch ist mit der Multiplikationskurve der einzelnen
MefSikurven.

Es sei noch bemerkt, dafl dieser Satz nicht nur fur die
quantitative Messung, sondern ganz allgemein auch fiir die qualitative
Messung und Uberhaupt flir jede Wahrscheinlichkeitsbestimmuny
des Wertes einer Grofie Giiltigkeit besitzt.

7. Die Wahrscheinlichkeit des Eintreffens bestimmter
Mefiwerte bei wiederholter Messung einer und derselben
Grofle wird durch den II. Hauptsatz der Fehlergeometrie fes!-
gestellt. Er lautet:

Liegt eine durch die reduzierte Mefikurve zum Ausdrucks:
gebrachte Messung einer Strecke vor, so ist die Wahrscheinlichkeit,
bei n folgenden Messungen die bestimmten Mefwerte ms,, m2,, 112,
zu erhalten, unendlich klein der n-ten Ordnung und proportional
der Fldche der Multiplikationskurve sdmtlicher 72 4-1 reduzierten
Mefkurven.

In Abb. 4 sei ¥, die vorliegende Meflkurve in reduzierle’
Form mit dem zugehorigen Mefiwerte m2,. Wire / der Wahrwetl
der gemessenen Strecke, dann ist die Wahrscheinlichkeit, bei einet
folgenden Messung den Mefiwert 2, mit der zugehdrigen reduzierten
MeBkurve W, zu erhalten, gleich y,.dx. Nun ist aber die Waht-
scheinlichkeit, dafl 7 der Wahrwert sei, auf Grund der ersten
Messung gleich ,.d4x. Die zusammengesetzte Wahrscheinlichkett
fiir das Zusammentreffen beider Ereignisse ist daher y, .1, dx.dy
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Die totale Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen des Mefi-
wertes 11, bei beliebiger GroBe des Wahrwertes / ergibt sich aus
Jer Integration sdmtlicher Elementarwahrscheinlichkeiten innerhalb
der Grenzen — o<, —+ ©0O

+ o0

w= dxf}'l .y dx

— o0

Da aber das bestimmte Integral die Fliche // der aus den
\leBkurven W, W, gewonnenen Multiplikationskurve W’ darstellt,
0 ist hiemit der II. Hauptsatz zundchst flir die einmalige Wieder-
nolung einer Messung bewiesen. Der Beweis fiir die mehrmalige
Wiederholung der Messung erfolgt in analoger Weise.

Bei dem hier behandelten Problem bedeutet die erste Mef-
krurve den wahrscheinlichkeitsgeometrischen Ausdruck fiicr  ein
apriorisches Wissen von der Endpunktslage der Mefistrecke. Dieses
\Vissen kann auch auf eine andere Weise als durch eine Instrumental-
messung gewonnen werden. Ein hdufig vorkommender Fall ist der,
daB apriori bekannt ist, der Endpunkt einer Strecke liege mit
gleicher \Wahrscheinlichkeit irgendwo auf der Abszissenachse im
Bereiche — oo, 4+ oo.

Der wahrscheinlichkeitsgeometrische Ausdruck fiir dieses
apriorische Wissen ist eine MefBkurve mit konstanten Ordinaten.
Da die Wahrscheinlichkeit fir die Lage des Endpunktes der Mef-
strecke innerhalb eines endlichen Abschnittes der Abszissenachse
unendlich klein der ersten Ordnung ist, so miissen die Ordinaten
der reduzierten Mefikurve einen unendlich kleinen, konstanten Wert
der ersten Ordnung besitzen. Man kann daher die Gleichung der
reduzierten MeBkurve in der Form ausdriicken:

y=c da,

wobei ¢ einen konstanten Faktor vorstellt.

Es kann nun die Frage auftauchen, wie grofi dic Wahrschein-
lichkeit ist, bei n-Messungen der in Rede stehenden Strecke die
bestimmten MefBwerte 1z, 111,, 112, zu erhalten. Zur Losung
dieser Aufgabe bildet man die Multiplikationskurve aus der gegebenen
Wahrscheinlichkeitskurve 3 == ¢ dx und den u MeBkurven, welche

den MeBwerten 1, 1125, 112, . zugehdren. lhre Gleichung hat die
Form

M=c dy.y .y,.v,. Ay
wenn 1y, 9, die zusammengehorigen Ordinaten der einzelnen

Mefikurven bedeuten. Die Flidche der Kurve ist unendlich klein und
wird dargestellt durch das Produkt aus der endlichen Fliche der
Multiplikationskurve und dem unendlich kleinen Ordinatenwert o
der apriorischen Wahrscheinlichkeitskurve:

Sitzungsherichte Jd. mathem.-naturw KL, Abt. Tla. 136, Bd. 26
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+o00
F=c. dxf‘yl e Ay .da.
— O

Nach der Regel des II. Hauptsatzes ist die Wahrscheinlichieg;,
fir das Eintreffen der fraglichen n Mefiwerte durch die Gleichyy,

+ oo + oo
w=c. (dx)”.dx[yl Soe Yp.dx = c.(dx)”“f_yl Dee o 3y dy
oo — 00

Sie besagt: Wenn ein Wert apriori jeder Grofle mit gleichey
Wahrscheinlichkeit fahig ist, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir da,
Auftreten bestimmter Meflergebnisse bei 7 maliger Messung up.
endlich Kklein der (n-+1)ten Ordnung und proportional der Fliche
der Multiplikationskurve aus den 7 Mefikurven.

Dieser Wahrscheinlichkeitswert gilt fir eine bestimmte
Reihenfolge der Meflwerte. Bei beliebiger Reihenfolge des FEin-
treffens der Mefwerte wire die Wahrscheinlichkeit 7/-mal gréger,

[II. Anwendung der Fehlergeometrie auf Probleme der
direkten Messung.

8. Ein Sonderfall der quantitativen Messung ist die direkte
Messung. Bei dieser wird die MeBkurve durch die Gaufische
Funktion

Y= e—h2 (v—m)*

dargestellt und ist unabhédngig von der Griofe der zu messenden
Strecke.

Der Parameter /2, Genauigkeitsmafi genannt, kennzeichnet die
Genauigkeit der Messung und ist verkehrt proportional dem wahi-
scheinlichen, mittleren und durchschnittlichen Fehler. 2 ist der
Mefwert.

Die Gaufi’sche Funktion ist symmetrisch beziiglich der Haupt-
ordininate, welche zugleich Maximalordinate ist. Die reduzierte
Hauptgleichung lautet:

Bl h ) e—lz'f at

9. Ableitung des Gaufi’schen Fehlergesetzes.

Die Grundlage des Gauf'schen Fehlergesetzes bildet dit
Annahme, daf der wahrscheinlichste Wert einer mehrmals mil
gleicher Genauigkeit gemessenen Grofie das arithmetische Mittel de!
einzelnen Mefiwerte ist. Nach der Anschauungsweise der Fehler
ceometrie bedeutet dies, dafli die Mefikurve eine solche Iorm
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sesitzen mufi, daBl die aus mehreren Mefikurven resultierende
\1ult1p11kat10nskurve ihre Maximalordinate stets im arithmetischen
viittel der einzelnen Hauptabszissen (Meflwerte) aufweist.

Es seien my, 11, 1124. die einzelnen Mefiwerte und #,
s arithmetische Mittel derselben. Es besteht dann das Kriterium.

y—1y) = (=2, + (2 —mg). . . =0= (m,—my,). (=)
Die Gleichungen der einzelnen MeSlkurven — in reduzierter
lorm — seien:

y=F (e—imy), ¥ = flr—m,).

Soll die Multiplikationskurve bei x = #z,, ihr Maximum haben,
« mufl der erste Differentialquotient fiir diesen Aszissenwert Null
umd der zweite Differentialquotient negativ werden. Der erste
Differentialquotient ist

J_v: {f’ (x —mm,y) _|_f/ (x—1m,) + } {f(x—ml).f(x—m.z).

oy TV f(v—m))  f (x—m,)
o { dlog f(v—mm,) 4 dlog f(x—am,

dx dx

Fiir 2+ = ms,, soll dieser Ausdruck verschwinden. Es muB also
die Beziehung bestehen:

dlog f (112,,,—11,) + dlog f (11, —my) 4

— 0=
dx dx
d .
= Tr log f(m,,—m;) ®
und zwar fiir beliebige Werte von mz,, und ey, 1m1,, m, ., in-

sofern nur das Kriterium des arithmetischen Mittels aufrecht
erhalten bleibt. Multipliziert man, um die Losung moglichst allgemein
2u gestalten, die beiden Seiten der Gleichung o mit einer Kon-
stanten %, so ergibt sich

k (e, —m)) 4 k (112,,—m1,) + =k (m,—m)=0

und es ist ersichtlich, daB der gleichzeitige Bestand dieser Gleichung
und der Differentialgleichung (B) an die Bedingung geknlpft ist:

71 2 — 190
: ngglim ) = k (m,,—m;).
Wobei 172; jeden beliebigen Wert » annehmen kann.

Die Integration liefert die Gleichung der gesuchten Fehler-
funktion -
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. .
log f(111,,—x) — log K = ; (112,)—1)?

k (M- -.')7,

Sy, —x)=K.¢

K ist eine Integrationskonstante.

Die Forderung, daﬁ der zweite Differentialquotient fiir Ky,
negatlv werden soll, bedingt, dafl der Koeffizient & kleiner als Ny,
sein muB, weshalb die Gaufi'sche Fehlerfunktion zweckméflig in 4.

tiblichen Form
Fa)=Ke¢ 7w 1

angeschrieben wird.

10. Nachweis, dafi nach dem Gaufi'schen Gesetz die 7-malig
Messung gleichwertig ist einer einmaligen Messung von \/n—fachcr

Genauigkeit.
Die Gleichung der zusammengesetzten Mefl<urve, wenn dic
einzelnen Mefikurven den Genauigkeitsgrad /2 besit~en, ist:

y = C-JI" [(v—np)* (v —m)* . A= N2 1

Wird diese Kurve auf die Hauptkoordinaten transformier.

Eom
hat,

d. h. auf ein System, dessen Ursprung die Abszisse X =

so gelangt man zur Hauptgleichung der zusammengesctzten Mel:-
kurve, welche lautet:

P . X (nr?) Y \?
— it n* 4=
i v ¢ ’”{ n (11)}

und bei Weglassung des konstanten Faktors in der Form erscheini

4=

Die zusammengesetzte Mefikurve ist also wieder eine Gaufi’sche
Kurve, bei der aber an Stelle des GenauigkeitsmaBes /i der Wer

I \/12 auftritt.

11. Bestimmung des wahrscheinlichsten Wertes des aprioti
unbekannten Genauigkeitsmafles /;, wenn die n-malige Messung
ciner Grofie die Mefiwerte w2, m,, m,,. .1z, geliefert hatte.

Jener Wert dss Genauigkeitsmafies ist der \fvahrscheinlichst.e‘
der dem [Eintreten des vorliegenden Messungsergebnisses die
ordfte Wahrscheinlichkeit verleiht.

Wird angenommen, daf die gemessene Grofle apriori jeden
beliebigen \Wertes mit gleicher \Wahrscheinlichkeit fihig ist, dan®
ist nach Punkt 7 die Wahrscheinlichkeit des Eintreffens bestlmmte
MefBwerte proportional der Gesamtfliche der aus den einzelne!



Fehlertheorie aut’ geometrischer 'Grundlage. 389

eduzierten MeBkurven gebildeten Multiplikationskurve. Fur diese
wstent nach Punkt 10 die Hauptgleichung

o\ e . X DTN
yY=|—,=1 ¢ e 771‘”{ n ¥( n )}
\V7)
. . . m .
\Werden die Differenzen mm,—| ———| zwischen den Mefiwerten
7
/

und dem arithmetischen Mlittel, die sogenannten scheinbaren Fehler,
v, bezeichnet, so kann die Gleichung ir der Form

mit gy gy Uy

n
g = l j e—h"—lu"c—/l",‘.‘(n'-')
\/7r /
angeschricben werden. Die Gesamtfliche dieser Kurve ist
+ oo
1
_1 .

= }'.dﬂ,': == ¢ _hz\“‘(lﬂ).]?”_l.
\/7:“ i)
=)

Sic erreicht ihren Hochstwert fiir jenen Wert von 7 =17%' der
Jen Differentialquotienten nach % zu Null macht. Man findet

o /”;:1;’_
V ez

Dies ist der wahrscheinlichste Wert des Genauigkeits-
mafles auf Grund der vorliegenden 7 Messungen.
Wird an Stelle des Genauigkeitsmafies der mittlere Fehler

1 . .. . . .
:l,:h \/,,, eingefiihrt, so ergibt sich zur Bestimmung des wahr-
2
scheinlichsten Wertes desselben die bekannte Formel
v | @

n—1

. Die mehrfache direkte Messung einer und derselben Grofie
Ist zugleich eine indirekte, quantitative Messung des apriori un-
bekannten Genauigkeitsmaflies £. Der Wahrscheinlichkeitsausdruck

y = e—h" Sy | pn—1

ﬁtellt die Mefikurve des Genauigkeitsmafies vor, wenn % als ver-
dnderlicher Abszissenwert aufgefafit wird.

Diese Mefikurve ist unsymmetrisch bezliglich der Maximal-
O‘I'dinate und es ist daher der wahrscheinlichste Wert 7/ des
lienauigkeitsmafes nicht zugleich der wahrscheinliche oder Mef-
wert 7, dieser Gréfe.
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Um letzteren zu ermitteln, ist jene Ordinate aufzusuchen, die
die Gesamtfliche der Mefikurve halbiert. Die zugehdrige Abgyj.
liefert dann laut Definition nach Punkt 5 den MefBwert.

Da das Genauigkeitsmafi nicht negativ sein kann, so |y,
die Gleichung fiir die Flidche der Mefikurve: )

I

Fir—= [e 20y Ju—t g,

0

Fiir den MeBwert /,, mufl die Beziehung bestchen:

1
A/ — __ Foo
]O‘m =3 FO s
wonach derselbe berechnet werden kann.
Um den positiven und den negativen 509/;igen Fehler bej
der Bestimmung des Genauigkeitsmafles festzustellen, sind jenc
Abszissenwerte /;; und %, aufzuzuchen, fiir welche

3 1
o — 2 g Tty — 2
For=p By, Fp= [ Fge.

Es ist dann f, =h,—h, der positive, f, _ =T,—h, der
negative 50/ ige Fehler, wahrend /i, —h, = f, . + f, - die 50%ige
Streuung bedeutet.

IV. Das aposteriorische Fehlergesetz (Gesetz der schein-
baren I[Fehler).

12. Bestimmung der Mefikurve auf Grund mehrerer direlter
Messungen einer Grofie bei apriori unbekanntem Genauigkeitsmafe.

In vielen Fillen der direkten Messung ist das Genauigkeits-
maf der Einzelmessung apriori unbekannt. Erst das bei wiederhoiter
Messung entstehende Mefibild gibt Anhaltspunkte hieftir und
ermoglicht die Bestimmung des wahrscheinlichsten oder des wahi-
scheinlichen Wertes desselben, wie im Punkte 11 gezeigt wurde

Es handelt sich jetzt darum, die einer solchen mehrfachen
Messung entsprechende (zusammengesetzte) Mefkurve abzuleiten,
deren Gleichung dann der analytische Ausdruck des aposteriorischen
Fehlergesetzes oder wie es auch genannt wird, des Gesetzes der
scheinbaren Fehler sein wird.

Es seien wieder m, m,, m,,. .m, die bei der n-maligen
Messung derselben Grofie erhaltenen Mefiwerte. Unabhéngig vor
der GroBe des GenauigkeitsmafBes liegt der wahrscheinlichste und
zugleich MeBwert im arithmetischen Mittel 2, der einzelnen
MeBwerte.
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Wire das Genauigkeitsmafl /2 apriori bekannt, so wiirde die
I,{auptgleichung der zusammengesetzten Mefikurve in der reduzierten
Form nach Punkt 10 lauten.

— {Z \/{l e—h" na

Die Walrscheinlichkeit, dafi die wahre Lage des Endpunktes
um das Mafl » bis ¥ + dx vom arithmetischen Mittel abweiche,
wire dann:

dyr — k. \/ﬂ 67715 nx* dx.

Nun ist aber die unendlich kleine Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB das Genauigkeitsmafl eben den bestimmten Wert 2 besitze,
nach Punkt 11 proportional dem Ausdrucke

eI pu—1 gp,

Die Wahrscheinlichkeit flir das Zusammentreffen der beiden
Ereignisse, daf} die Abweichung des Wahrwertes vom arithmetischen
Mittel «» bis v+ dx betrage und dafl das Genauigkeitsmafi die
GroBe 1 bis h + dh besitze, ist proportional dem Produkte

e—lﬁux'—’ e~]12£(v)3 =1 dy dh:e—-hz[nxz+2:(1/2)] =1 dx dh.

Die totale Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen der Abweichung »
des Wahrwertes vom arithmetischen Mittel bei beliebigem Werte
des Genauigkeitsmafies ist verhéltnisgleich dem bestimmten Integrale
des obigen Ausdruckes in den Grenzen 1 =0, 7» = oo, welches bei
Hinweglassung der konstanten Faktoren lautet:

co
dxfe—”ﬂ 42 @) =t dh.
0

Hieraus ergibt sich als analytischer Ausdruck der gesuchten
zusammengesetzen \Wahrscheinlichkeitskurve die Gleichung

o c]
Y= e~ E2 (Y] -1 d],,
0
welche mach Ausmittlung des Integrals und Kiirzung in der Form
1

{nx‘-’ + X (L'?j} "

erscheint. Diese Gleichung ist der analytische Ausdruck des
aposteriorischen Fehlergesetzes oder des Gesetzes der
Scheinbaren Fehler.

y=
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Das aposteriorische Fehlergesetz besitzt eine sehr einfaep,
geometrische Bedeutung. Schreibt man dasselbe in der Form

- 1

1 1 5
T R e e R e NUEE
1 (\/xg_*_ L (v )\' ( /,1"3+ ),',,@_)\
noJ o)

an, so stellt der Wurzelausdruck im Nenner den Trédgheitsradiys
des Mefibildes in bezug auf einen Punkt der Abszissenachse
vor, der vom arithmetischen Mittel um das Mafl = abweicht. Dje
Walrscheinlichkeit dafiir, daff irgend ein Abszissenpunkt der walye
Endpunkt der gemessenen Strecke sei, ist somit verkehrt proportional
der (z+1)ten Potenz des Trégheitsradius des Mefbildes in bezuy
auf diesen Punkt.

Der Bruch X 7(;—-—)

bedeutet das Quadrat des Tréagheitsradius s,

des Mefbildes in bezug auf das arithmetische Mittel oder den
Schwerpunkt desselben. Der reziproke Wert des Trigheitsradius

1 . . L

k= kann als das Genauigkeitsmafl der aposteriorischen
17
0

Messung aufgefait werden. Setzt man kx =1, so erscheint das
Fehlergesetz in der flir die weiteren Untersuchungen bequemeren
Form

1
41
(14 u?) 2

Y= —

Diese Formel ist sehr bemerkenswert, weil sie zeigt, dafi das
Resultat einer mehrfachen Messung, bei der das Genauigkeitsmall
der Einzelmessung apriori unbekannt ist, nicht durch die Gaufi'sche
Exponentialfunktion darstellbar ist. Das Gesetz der scheinbaren
Fehler ist somit wesentlich verschieden vom Gesetze der
wahren Fehler.

13. Das aposteriorische Fehlergesetz der Einzelmessung.

Mit apriori unbekannter, jedoch gleicher Genauigkeit seien
direkte Messungen einer und derselben Grofie / ausgefiihrt worden,
wobei sich die MeBwerte #2,, m,, m,,  .m, ergaben. Sodann werde
eine andere Grofle 7 mit derselben Genauigkeit einmal direkt
cemessen. Der Melwert sei #2/. Es soll die dieser Einzelmessung
entsprechende Mefkurve bestimmt werden.

Der Vorgang zur Ermittlung der Gleichung dieser Mefikurve
ist ganz analog dem im Punkte 12 zur Bestimmung der zusammen-
gesetzten Mefikurve eingeschlagenen. Wire & der Wahrwert des Ge-
nauigkeitsmafes, so hitte die Wahrscheinlichkeit einer Abweichung ¥
des Wahrwertes der gemessenen GroBe vom MeBwerte 72/ den Wert
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h -
. e—h~ R x;

1 = \/:_
1%

qaun ist aber die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl 2 der Wahrwert des
genauigkeitsmaBes sei, proportional dem Ausdruck

dw

== 1 (g,
Hieraus ergibt sich die totale Wahrscheinlichkeit fiir die Ab-
weichung v vom Mefiwerte

(o]
d 1?]6_7’2 [+ ) =1 g

1)

und nach entsprechender Umformung die Gleichung der Me8-
kurve der aposteriorischen Einzelmessung

y= FNE T
(1 —+ _E(:IE)> 2 (1422 2

wvelche der analytische Ausdruck des aposteriorischen Fehlergesetzes
der Einzelmessung ist.

Dieses Fehlergesetz ist dem der zusammengesetzten Messung
ganz dhnlich, nur geht an Stelle des Argumentenwertes 7 — kx der

Wert - = — —=.x in die Formel ein. Es ist somit der Genauigkeits-
n
grad der Einzelmessung \/lz-mal kleiner als der der zusammen-

gesetzten Mlessung.

14, Analytische Untersuchung des aposteriorischen Fehlergesetzes.

Die Fehlerfunktion des aposteriorischen Fehlergesetzes

_ 1
V= 41

(1+u2) 2

ist fiir ganzzahlige Werte von n, wie sie hier ausschlieBlich in
Betracht kommen in geschlossener Form integrierbar. Die Integration
Wurde ausgearbeitet im Jahre 1917 durch Herrn J. Kutlik, damals
Beamter der Ungarischen Kanonenfabrik in Gydor.
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Das allgemeine Integral lautet:

a) flir ungerade #

3 1 u +i y
1= R 5 arctgu
. 1 7/ + 3 i 3
=2 4 (A+u2? " 4.2 14w Ty Al
I 1 % 4 5 1 +
T 6 (1422 = 6.4 (1+u2)p2
" 5.3 u 5.3.1
y.du= — . ) .
J T8 a2 (vw) T ez Mok
n—09 RS 1 i 7 17
= 8 Ut " 8.6 (I+up =
. 7.5 1 n 7.5.3.1 7
86.4 (1+u? ' 8.6.4.2 (+u) &
+Z£)_'_3_'1 -arc te
8.6.4.2 MCiH
usw.,
b) fir gerade #
i,
11=2 u'< 19>
1422
= |l
"= 3 I\ 1422 1422/ 1
‘ (N L L
= ﬁ'~d1¢:. 5—'[<1+1t2) +(1+zt‘z 3
(L)
T\ 1) 30
" 1 Vi ( 1 Vo6
n=38 7'[<1+n2) + 1+u‘2) 5t
1 6.4 < 1 o 6.4.2
+<1+u‘3> 53+ 1+u‘3> B30
usw.

Die Fldache der Mefikurve

+o00

+o00
F :f_j'.
— o0

— oo

ist, entsprechend der Formel

oo

du = 2]_y.du,

0
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i ungerade 7:

;}”_ 5, M—2)(1—4)...5.3.1 =
o (m—1D(n—3). 6.4.2 4’
iir gerade 11:
‘ oo 1 n—2)(n—4). 4.2

F =2-—. .
— o0 n—1 (n—3)(m—>5)...3.1

Der mittlere Fehler f, und der durchschnittliche Fehler f,
wsnnen nach den Formeln

+co —+ oo

f.,,.::l;‘f‘)“z.du; Jfa= —Tlg a.du

b o b
serechnet werden.

Der wahrscheinliche Fehler f,, und die 50prozentige Streuung
werden durch Aufsuchen der den Halbierungsordinaten entsprechen-

den Abszissen ermittelt.

In der nachstehenden Tabelle sind die den genannten Fehler-
wroBen entsprechenden Argumentenwerte u,, 7y, 1, flir die Mef3-
sahlen 2 bis 10 eingetragen. Hiebei ist zu setzen:

a) fur den Fall der aposteriorischen Einzelmessung:

Y /ex_\/ o
T VE@) T

b) fir den Fall der zusammengesetzten aposteriorischen Messung

n=rkx= -—fﬁ~;-v
=kr=\/3 Gy "

Durch Auflosung nach » konnen die betreffenden Fehlergrofien
in konkreten Fillen berechnet werden.

[
|\ 2 3 4 5 6 8 9 10

N

! 0-578(0°444|0°369|0°320(0-288| 0-264 | 0:247 | 0-233 | 0-221

-1 /'i_ -1 “1_ 717 71 ”1 |
1 1 — _ - T - !
B e Vz|Vs \/4 \/5 \/6 \/7 \/8‘

Al
—_
RN
wW
—
D
—_
(9]
©
(o>}
—_
o
(7]
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15. Da die Mehrzahl der praktisch vorkommenden diey,..
Messungen auf aposteriorischer Bestimmung des Genauigkeitsma[.’.c}\
beruht, so verdient das aposteriorische Fehlergesetz eine besondey..
Beachtung. Trotzdem ist es allgemein iiblich, solche Messungen nuc]\\1
dem Gaufi’chen Gesetz zu behandeln. Dies ist vom theoretischm
Standpunkt betrachtet, entschieden unrichtig und gibt bei klejpe,
Mefizahlen ein unrichtiges Bild vom Genauigkeitsgrade des )|y
resultats.

Mit zunehmender MefB3zahl verschwindet der UUtel‘SChic“
zwischen dem aposteriorischen und dem Gaufi’'schen Gesetze imp,
mehr und mehr. Der Grenzwert fiir die aposteriorische Fehlerfunktic,
fur die Mefizahl 7 — oo ist die Gaufi’sche Exponentialfunktion,

V Die qualitative Messung.
16. Die qualitative Mefikurve.

Wie schon in der Einleitung dargelegt wurde, gibt es auf
der quantitativen Messung noch ein anderes Mefiverfahren zur Be.
stimmung einer Grofle, ndmlich die qualitative Messung. Bei dies
wird ein willkiirlich gewdéhltes Mafli mit der zu messenden Grofic
verglichen und festgestellt, ob letztere gréfier oder kleiner sei, al:
ersteres. Das Ergebnis einer einzelnen Qualitidtsmessung kann daher
nur entweder ein positives oder ein negatives sein und es lieferl
eine solche Messung keinen quantitativ feststehenden MeBwert,

In Abbildung 5 sei die Strecke OM — m das zur Ausfiihrung
einer qualitativen Messung verwendete Mafl. Das FKrgebnis der
Messung sei positiv, d. h, es habe sich die zu messende Strecke
grofler erwiesen als das MaB. Es soll die Meflkurve dieser Qualitiits-
messung bestimmt werden.

Zur Losung dieser Aufgabe mufl vor allem die zum MaBe
gehdrige, quantitative, reduzierte Meflkurve y — v (x) bekannt sein,
welche in Abbildung 5 mit ® bezeichnet ist. Wenn die gemessene
Strecke den Wert x besdfle, dann wire die Wahrscheinlichkeit, mit
dem MafBe 2 ein positives Ergebnis zu erhalten, gleichbedeutend
mit der Wahrscheinlichkeit dafiir, daf der zum Mefiwerte 72 gehorige
\Wahrwert kleiner als x sei, also links vom Abszissenpunkt X liege.
Diese Wahrscheinlichkeit ist aber gleich dem links von X liegenden
Fldchenteil der reduzierten MeBkurve oder analytisch ausgedriickl,
gleich dem bestimmten Integrale der MefSkurvenfunktion von — oo bis

A
z= o). dx
—CO

Diese Beziehung gilt fiir jeden beliebigen Wert von x. Der
Wahrscheinlichkeitswert z wird daher allgemein durch die Ordinatel
einer Kurve W, mit der Gleichung
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e

:wo:ﬁ (0).dx

— 00
aum Ausdrucke gebracht.

Die Ordinaten dieser Kurve sind die bestimmten Integrale der
eduzierten, quantitativen Mefkurvengleichung, von — oo bis zum
ieweiligen Abszissenwerte x. Sie soll als positive Integralkurve
der quantitativen Mefikurve bezeichnet werden.

Nach dem Satze von der Wahrscheinlichkeit der Ursachen
quf die unendlich kleine Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl der Endpunkt
Jer qualitativ gemessenen Strecke einen bestimmten Abszissenwert x
pis ¥ v aufweise, wenn die Messung ein positives Ergebnis ge-
jiefert hat, proportional sein dem oben berechneten Wahrscheinlich-
keitswerte Die MeBkurve einer positiven Qualititsmessung ist
demnach die positive Integralkurve der zum angewendeten MaBe m
cehorigen reduzierten, quantitativen Mefikurve. Thre analytische Dar-
stellung erfolgt durch die Gleichung

r=d ()= f o (¥).d x.
— o0

Die MeBkurve der positiven Qualitdtsmessung bewegt sich
zwischen zwei Asymptoten, der X-Achse und der hiezu Parallelen
im Abstande eins. Ihre Ordinaten wachsen mit zunehmender Abszisse
vom unteren Grenzwerte Null bis zum oberen Grenzwerte eins. Die
zum Mafle 72 gehorige Ordinate hat den Wert 1/,. Die zwischen Kurve
und Abszissenachse liegende Fldche ist unendlich grof. Die Wahr-
scheinlichkeit fiir die Lage des Endpunktes der gemessenen Strecke
in einem Abschnitte der Abszissenachse von endlicher Ausdehnung
ist daher unendlich klein. Der wahrscheinlichste Wert und der Mefiwert
der gemessenen Strecke sind unendlich gro8.

In gleicher Weise ldfit sich zeigen, dafi die Mefikurve der ne-
gativen Qualitdtsmessung durch die negative Integralkurve

-+ o0
f:fcp (¥).dux,

der zum MeBwerte 2 gehdrigen quantitativen MeBkurve dar-
gestellt wird.

Aus diesen Betrachtungen folgt der V. Hauptsatz: Die qua-
litativen MeBkurven sind die Integralkurven der quanti-
tativen MeBkurve.

Der Zusammenhang zwischen der positiven und der negativen
qualitativen Mefkurve ergibt sich aus der Beziehung



398 E.-Roggla,

x 4+ -+ oo
f@(x).dx+ c@).dr=[p@).dyr=1,
—Cc0 x — 00

daher z+¢=1, £ = 1—=. Die Ordinaten der positiven und der p,.
gativen qualitativen Meflkurve ergédnzen sich auf eins.
Ferner sind noch folgende Beziehungen beachtenswert:

dz
firx=mistz=t="1,, flrr=4ocistz =1, =8, flir v = —

ist t=6, t=1.

Ist die quantitative Meflkurve symmetrisch beziiglich ihyer
Hauptordinate, so besteht noch folgender Zusammenhang zwischen
den beiden qualitativen Meflkurven: zp, 14 = fu—q)-

17. Zusammengesetzte qualitative Messungen.

Die Zusammensetzung der qualitativen Messungen untereinander
oder mit quantitativen Messungen erfolgt genau nach den in Punkt
entwickelten Regeln, wonach die zusammengesetzte Mefikurve dic
Multiplikationskurve der einzelnen Mefikurven ist. Fiir die Fehler
geometrie existiert kein prinzipieller Unterschied zwischen quant-
tativer und qualitativer Messung.

Wird eine Grofie nur qualitativ gemessen, so missen zumindest
eine positive mit einer negativen Messung zusammentreffen, damit
die Mefigenauigkeit einen endlich grofien Wert aufweise. Einen
solchen Mefivorgang bezeichnet man als einfache Gabelbildung.

Die hiebei verwendeten Mafle mz, flir die positive und m, fiir
die negative Messung werden als untere und obere Gabelgrenzen,
der Unterschied m,—m, =g wird als Gabelweite bezeichnet. In
Abbildung 6 ist die einer einfachen Gabelbildung entsprechende
Zusammensetzung der Meflkurven dargestellt.

Von besonderem Interesse ist die mit einem und demselben
Mefigerdt erzielte Nullgabel, das ist das Eintreffen eines positiven
und eines negativen Resultats bei Verwendung des gleichen Mafies #
oder was gleichbedeutend ist, das Eintreffen einer Gabel von der
Gabelweite Null. Die zusammengesetzte Mefikurve einer solchen Null-
gabel besitzt die Gleichung

18. Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines bestimmten Ergebnisses
der Qualitdtsmessung.

In Abbildung 7 stelle ® die gegebene Mefkurve eines Strecken-
endpunktes dar. Es soll die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnet werden,
dafl eine folgende, mit dem Mafle m ausfiihrende Qualitdtsmessung.
ein positives Ergebnis liefern werde.
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Die Kurve ¥, sei die zum Mafle # gehdrige, positive MeSkurve-
wire ¢ der Wahrwert der zu messenden Strecke, dann wiirde die
\w | gehorige Ordinate  der Kurve W, die Wahrscheinlichkeit
.ostellen, bei Anwendung des Mafles m eine positive Qualitats-
qessung zu erzielen. Nun ist aber die Wahrscheinlichkeit, daf / der
wahrwert sei, gleich dem Quotienten aus der Elementarfliche y.dx
 die Gesamtflache F der Kurve &.

Die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit filir das Eintreten

z.dx
g FJ-. Die totale Wahrschein-

weider Ereignisse ist das Produkt

ichkeit fiir das Auftreten eines positiven Ergebnisses der Qualitdts-
nessung ist daher

Dieses bestimmte Integrale ist aber die Fldche der Multipli-
kationskurve aus der gegebenen Mefikurve ® und der qualitativen
\leBkurve W, oder die Fldche der aus der vorhandenen und der
erwarteten Messung entspringenden Mefikurve.

In analoger Weise wire die Ableitung fiir die Bestimmung der
Wahrscheinlichkeit eines negativen Ergebnisses der qualitativen Mes-
sung durchzufithren und es ergibt sich die allgemeine, durch den
V[ Hauptsatz ausgedriickte Regel:

Die Wahrscheinlichkeit des Eintreffens eines be-
stimmten Ergebnisses der qualitativen Messung einer schon
durch eine Meflkurve festgelegten Grofie ist der Quotient
ler Fldche der zusammengesetzten Mef3ikurve in die Fldache
der gegebenen Mefikurve.

Dieser Satz ist das Analogon zum II. Hauptsatz, der sich auf
das Eintreten eines bestimmten Mefiwertes der quantitativen Messung
bezieht. Da aber bei dieser unendlich viele Moglichkeiten vorliegen,
so ist die Wahrscheinlichkeit des Eintreffens einer derselben un-
endlich klein. Bei der qualitativen Messung aber, die nur entweder
¢in positives oder ein negatives Ergebnis liefern kann, ist der Wahr-
scheinlichkeitswert fiir das Eintreffen eines derselben im allgemeinen
von endlichem Werte.

Der VI. Hauptsatz gilt nicht nur fiir die Einzelmessung,
sondern bestimmt auch die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen
bestimmter Ergebnisse bei mehreren qualitativen Messungen, gleich-
giltig ob dieselben mit gleichen oder mit verschiedenen Mafien
ausgefiihrt werden. In solchen Fillen sind sdmtliche in Frage kom-
Menden positiven und negativen Mefikurven mit der gegebenen
ZUsammenzusetzen.
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x “+co

+o0
f@(m)dt—l— L.D(x).dx:fq:(x).dx:l,
: —o0

— 00 Py

daher z+¢=1, t= 1—=. Die Ordinaten der positiven und der p.
gativen qualitativen Meflkurve ergédnzen sich auf eins.
Ferner sind noch folgende Beziehungen beachtenswert:

dz

VYV =_—0C(r) — ——

y=9W=_—
firr=mistz=t=1),,flrr=4ocoistz=1,=86, flir t = — .

ist 2=0, t=1.

Ist die quantitative Meflkurve symmetrisch beziiglich ihrer
Hauptordinate, so besteht noch folgender Zusammenhang zwischen
den beiden qualitativen Mefikurven: 2,44 = fan—a)-

17. Zusammengesetzte qualitative Messungen.

Die Zusammensetzung der qualitativen Messungen untereinander
oder mit quantitativen Messungen erfolgt genau nach den in Punkt ¢
entwickelten Regeln, wonach die zusammengesetzte Mefikurve die
Multiplikationskurve der einzelnen Mefkurven ist. Fiir die Fehler-
geometrie existiert kein prinzipieller Unterschied zwischen quanti-
tativer und qualitativer Messung.

Wird eine Grofle nur qualitativ gemessen, so miissen zumindest
eine positive mit einer negativen Messung zusammentreffen, damit
die Mefigenauigkeit einen endlich grofien Wert aufweise. Einen
solchen Mefivorgang bezeichnet man als einfache Gabelbildung.

Die hiebei verwendeten Mafle #2, fiir die positive und mz, fiir
die negative Messung werden als untere und obere Gabelgrenzen,
der Unterschied m,—m, — g wird als Gabelweite bezeichnet. In
Abbildung 6 ist die einer einfachen Gabelbildung entsprechende
Zusammensetzung der Meflkurven dargestellt.

Von besonderem Interesse ist die mit einem und demselben
MefBigerdt erzielte Nullgabel, das ist das Eintreffen eines positiven
und eines negativen Resultats bei Verwendung des gleichen Mafles
oder was gleichbedeutend ist, das Eintreffen einer Gabel von der
Gabelweite Null. Die zusammengesetzte Mefikurve einer solchen Null-
gabel besitzt die Gleichung

n=—z.(l—z)=zs—22

18. Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines bestimmten Ergebnisses
der Qualititsmessung.

In Abbildung 7 stelle ® die gegebene Mefikurve eines Strecken-
endpunktes dar. Es soll die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnet werden,
dafl eine folgende, mit dem Mafle #2 ausflihrende Qualitdtsmessung.
ein positives Ergebnis liefern werde.
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Die Kurve ¥, sei die zum Mafle  gehorige, positive MeBkurve.
wire / der Wahrwert der zu messenden Strecke, dann wiirde die
n | gehorige Ordinate der Kurve W, die Wahrscheinlichkeit
qorstellen, bei Anwendung des Mafles m eine positive Qualitéts-
qnessung zu erzielen. Nun ist aber die Wahrscheinlichkeit, dafi / der
\Vahrwert sei, gleich dem Quotienten aus der Elementarfliche y.dx
o die Gesamtfliche F der Kurve &.

Die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten

y.z.dx

peider Ereignisse ist das Produkt Die totale Wahrschein-

lichkeit fiir das Auftreten eines positiven Ergebnisses der Qualitits-
messung ist daher
+o0
1 £oAr d "
L [erae
—o0

Dieses bestimmte Integrale ist aber die Fldche der Multipli-
kationskurve aus der gegebenen Mefikurve ® und der qualitativen
MeBkurve W, oder die Fldche der aus der vorhandenen und der
erwarteten Messung entspringenden MeBkurve.

In analoger Weise wiare die Ableitung fiir die Bestimmung der
Wahrscheinlichkeit eines negativen Ergebnisses der qualitativen Mes-
sung durchzufithren und es ergibt sich die allgemeine, durch den
VL. Hauptsatz ausgedriickte Regel:

Die Wahrscheinlichkeit des Eintreffens eines be-
stimmten Ergebnisses der qualitativen Messung einer schon
durch eine Mefikurve festgelegten Grofie ist der Quotient
der Fldche der zusammengesetzten Meflkurve in die Fldache
der gegebenen MeBikurve.

Dieser Satz ist das Analogon zum II. Hauptsatz, der sich auf
das Eintreten eines bestimmten Mefiwertes der quantitativen Messung
bezieht. Da aber bei dieser unendlich viele Moglichkeiten vorliegen,
so ist die Wahrscheinlichkeit des Eintreffens einer derselben un-
endlich klein. Bei der qualitativen Messung aber, die nur entweder
ein positives oder ein negatives Ergebnis liefern kann, ist der Wahr-
scheinlichkeitswert fiir das Eintreffen eines derselben im allgemeinen
von endlichem Werte.

Der VI Hauptsatz gilt nicht nur fir die Einzelmessung,
sondern bestimmt auch die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen
bestimmter Ergebnisse bei mehreren qualitativen Messungen, gleich-
glltig ob dieselben mit gleichen oder mit verschiedenen Mafien
ausgefiihrt werden. In solchen Fillen sind sdmtliche in Frage kom-
menden positiven und negativen Meflkurven mit der gegebenen
Zusammenzusetzen.
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19. Die qualitative Messung als WahrscheinlichkeitsmesSung‘

Wird eine Grofle mehrmals qualitativ gemessen, so gt G
Multiplikationskurve aus den einzelnen qualitativen MeBKkurvep d.»\.
fehlergeometrische Ausdruck des Messungsergebnisses und es fyp,
aus dieser Kurve, wie bei der qualitativen Messung, der Mefyy,,.
und der wahrscheinlichste Wert der gemessenen Grofle ermi,,
werden. Der Mefiwert entspricht dem Fufipunkte der Halbieryp..
ordinate der Kurvenfldche, der wahrscheinlichste Wert wird du?ﬁ‘;,
die zur Maximalordinate gehorige Abszisse bestimmt.

Um eine zusammengesetzte Qualitdtsmessung in dieser Weis,
auszuwerten, mufy die Gestalt und Lage der einzelnen MeSkuryey
bekannt sein. Ist dies nicht der Fall, so beschrdnkt sich das Ey.
gebnis auf die Feststellung der Zahl der positiven und negativen
Resultate.

Von besonderem Interesse ist hiebei der Fall, daff eine Grig.
mit demselben Gerédte und gleichem Mafle wiederholt qualitativ
messen wird. Das Ergebnis ist eine aus p positiven und ¢ negativen
Messungen zusammengesetzte Nullgabel. Das Verhdltnis der Zal
der positiven und negativen Messungen zur Gesamtzahl aller )es.
sungen, dargestellt durch die echten Briiche p:n und ¢ #, steht im
Zusammenhang mit der Wahrscheinlichkeit des Eintreffens positiver
oder negativer Ergebnisse bei IFortsetzung der Qualitdtsmessung mil
demselben Mafi. Die angegebenen Verhiltniszahlen bedeuten den
wahrscheinlichsten Wert des Verhdltnisses der zu erwartenden
positiven und negativen Resultate zur Gesamtzahl der Messungen.

Das unmittelbare Ergebnis einer Gruppe von Qualitits-
messungen mit gleichen Mafien ist demnach ein Wahrscheinlichkeits-
wert, weshalb ein solcher Messungsvorgang auch als Wahrschein-
lichkeitsmessung bezeichnet werden kann.

Um die erwidhnte Bedeutung des Verhiltnisses p u nachzu-
weisen, soll die einer Nullgabel von p positiven und ¢g=wu—p
negativen \essungen entsprechende, zusammengesetzte Mefkurne
untersucht werden. Fiir deren Ordinate # gilt die Gleichung

0=t (1— 2 = 20 (1 —2)0),

wobei und 1-—=z die Ordinaten der positiven und der negativen
MeBkurve vorstellen.

Die Ordinate der zusammengesetzten Mefikurve erreicht ihr
Maximum bei jenem Abszissenwerte, fiir den der erste Differential-
quotient nach & Null wird. Die Differentiation ergibt:

!
% =p. ~(r—1) (] ﬁg)(”*[’)_ (” __]7> L (1 __:v)(n—p»-l)‘
Dieser Ausdruck wird Null flir = r
7

Die zusammengesetzte MeSkurve hat daher dort ihr Maximumn.
wo die Ordinate der positiven Meflkurve den Wert p n erreicht
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Der zugehorige Abszissenpunkt stellt die wahrscheinlichste Lage
jes Endpunktes der gemessenen Grofle vor.

Der wahrscheinlichsten Lage des Endpunktes gehort also das
Verhdltnis p:m der positiven zur Gesamtzahl der Messungen an.
iolglich ist dieser Bruch der wahrscheinlichste Wert des Verhilt-
aisses der zu erwartenden positiven Messungen zur Gesamtheit der
\lessungen.

Diese Beziehung gilt allgemein, ohne Riicksicht auf die ana-
Iylische Form des Fehlergesetzes.

vI. Anwendung der Fehlergeometrie auf Probleme der
Qualitdtsmessung und der allgemeinen Wahrscheinlich-
keitslehre.

20. Ableitung des verallgemeinerten Laplace’schen Theorems.

Eine Strecke werde einmal quantitativ gemessen. Der Me6-
wert sei m. Nun werden mit diesem Mafl und demselben In-
strumente noch 7 qualitative Messungen derselben Strecke
ausgefithrt, von denen p ein positives und ¢ ein negatives Ergebnis
liefern. Es soll die Wahrscheinlichkeit dafiir ermittelt werden, daf
eine folgende (4 1)te Qualitdtsmessung ein positives Resultat
liefern werde.

Vor Durchfithrung der (n+1)ten Messung ist die Endpunkts-
lage der Strecke durch eine quantitative Messung mit dem Mef6-
werte m und durch p positive, ¢ negative Qualitatsmessungen fest-
gelegt. Allen diesen Messungen entspricht als zusammengesetzte
Mefikurve die Multiplikationskurve

nw=y.20. (1—2)
oder, weil
dz dz
) = = - b — )4,
3 PRl is (1—=2)

Die Flache der zusammengesetzten Meflkurve ist

z=1

+o00
F=|u.dx :fz'l’.(l —z).dz.
— 00 z2=6

Nach Durchfiihrung der (»+41)ten Qualititsmessung ergibt
sich, falls diese ein positives Resultat liefert, die zusammengesetzte
MeBkurve .

w=y.2P1 (1 —2)

deren Fliche F' durch das bestimmte Integrale

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. Kl., Abt. Ila, 136. Bd. 27
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F’:fn’.dx:
—co

dargestellt wird.

Nach dem VI Hauptsatz ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit
daftir, daff die (74 1)te Qualititsmessung ein positives Ergebnis
liefere, gleich dem Quotienten aus der Fldche Fin die Flache /7, gl

=1
2D (1 —z).dz
=9

L=

1

fz(l’+1) Al—2) . dx
1,/

A 1
le’.(l £).dz
0
Die Ausrechnung ergibt:
_ p+1 _ p+l

V= —— .
! p+qg+2 n42

Diese Gleichung besagt folgendes: Wird eine Gréfe einmal
quantitativ und hierauf mit dem erhaltenen Mefiwerte mehrmal:
qualitativ gemessen, so ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer
neuerlichen Qualitdtsmessung ein positives Resultat zu
erzielen, gleich dem Quotienten aus der um eins vermehrten Zahl
der positiven Resultate geteilt durch die um zwei vermehrte Gesamt-
zahl der vorliegenden Qualitdtsmessungen.

Dieser Satz beinhaltet das verallgemeinerte Laplace’'sche
Theorem. Die iibliche Formulierung des Theorems ist ein Sonder-
fall der eben ausgesprochenen Regel.

21. Ableitung des van Loon’schen Fehlergesetzes.

Eine apriori unbekannte Grofle werde mit demselben Mafie
1-mal qualitativ gemessen. Hiebei haben sich p positive und ¢ ne-
gative Ergebnisse eingestellt. Das Fehlergesetz des verwendeten
Mefigerdtes sei als vollkommen unbekannt betrachtet.

Wie im Punkt 19 ausgefiihrt, ist ohne Riicksicht auf das
Fehlergesetz p:n der wahrscheinlichste Wert des zu erwarten-
den Verhidltnisses der positiven Resultate zur Gesamtzahl der Mes-
sungen. Hievon wohl zu unterscheiden ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, bei einer folgenden Messung ein positives Ergebnis
zu erzielen. Zur Berechnung derselben ist nach Punkt 18 die
Kenntnis des Verlaufes der Meflkurven erforderlich.

Dafl aber diese sogenannte aposteriorische Wahrschein-
lichkeit vom wahrscheinlichsten Werte nicht allzusehr ver-
schieden sein kann, geht aus der Betrachtung der Grenzfille hervor.
Enthélt die Messungsserie nur negative Ergebnisse, so ist die Waht-
scheinlichkeit, bei der Wiederholung der Messung ein positives
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gesultat zu erzielen, gleich Null, stimmt also mit dem wahrschein-
jichsten Werte ftiberein. Dasselbe findet statt, wenn nur positive
Ergebnisse vorliegen.

Es ist auch Kklar, dafl sich der wahrscheinlichste Wert um so

mehr der aposteriorischen Wahrscheinlichkeit ndhern muB, je gréBer
die Zahl der Messungen ist. Ferner ist aus Griinden der Symmetrie
cinzusehen, dafl bei gleicher Anzahl positiver und negativer Er-
webnisse der aposteriorische Wert gleich dem wahrscheinlichsten,
:leich einhalb sein muf.
" Wenn nun das Fehlergesetz apriori unbekannt ist, so liegt die
Annahme nahe, demselben eine solche Form zuzuschreiben, daf die
;lposteriorische Wahrscheinlichkeit nicht nur in den erwédhnten
Grenz- und Sonderfdllen, sondern liberhaupt mit dem wahr-
scheinlichsten Werte {ibereinstimmt.

Dieser Annahme kommt etwa dieselbe Bedeutung zu, wie dem
Satze vom arithmetischen Mittel in der Theorie der direkten Messung.
Gleichwie dieser das Gaufi’sche Fehlergesetz zur notwendigen Folge
hat, so wird auch durch die Gleichsetzung der aposteriorischen
Wahrscheinlichkeit mit dem wahrscheinlichsten Werte ein bestimmtes
Fehlergesetz, das van Loon’sche, bedingt.

Zur Ableitung dieses Fehlergesetzes denke man sich aus den
vorliegenden 72 qualitativen Messungen eine Nullgabel ausgeschieden,
so daff der ganze Messungskomplex aus einer Nullgabel und n#—2
Qualitdtsmessungen besteht, wovon p—1 — s positiv und g—1 =1
negativ sind.

Der Wert der aposteriorischen Wahrscheinlichkeit fiir die Wieder-
holung eines positiven Ergebnisses soll p:n = (s—1):(r—2) sein.
Dies ist aber dieselbe Formel, wie sie fiir die aposteriorische Wahr-
scheinlichkeit beim verallgemeinerten Laplace’schen Theorem in
Punkt 20 vorkommt.

Soll dieser Wahrscheinlichkeitswert zu Recht bestehen, so muf3
offenbar zwischen der Nullgabelkurve und den qualitativen Mef3-
kurven dieselbe Beziehung herrschen, wie beim verallgemeinerten
Laplace’schen Theorem zwischen der quantitativen und den quali-
tativen MeSkurven. Es mufl also die Nullgabelkurve identisch
sein mit der quantitativen Meikurve oder mit der Differential-
kurve der positiven, qualitativen MeBkurve.

Werden die Ordinaten der letzteren mit z, die der Nullgabel-
kurve mit # bezeichnet, so besteht die Gleichung

n==z.(l—z),

welche gleichbedeutend sein soll mit dem Differentialquotienten ?%

C}er positiven Meflkurve. Man hat somit zur Bestimmung des frag-
lichen Fehlergesetzes die Differentialgleichung
dz
dx

=z.(l —2).
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Ihre Auflosung ergibt zunidchst die Gleichung der POSitive
qualilativen Mefikurve: n.

%4

e

(h ist eine Integrationskonstante).
Die Differentiation liefert die Gleichung der quantitativen Meg.

kurve:
dz I.ohe

dy ~ (142,

Dies ist der analytische Ausdruck des van l.oon’schen Feh]e,.
geselzes, welches dem Gaufi’schen Gesetz édhnlich ist und infolge
seiner Integrierbarkeit besonders fiir Aufgaben aus der Theoric (¢,
Qualitdtsmessungen brauchbar ist. Die grundlegende Abhandlung
iiber dieses Fehlergesetz wurde vom Urheber verdffentlicht in dey
»Mitteilungen {iber Gegenstdnde des Artillerie- und Geniewesens.
Wien 1914.

22. Das Gesetz des mittelsten Wertes.

Nicht immer kann oder will man den einer mehrfachen quan-
titativen Messung entsprechenden Meflwert nach dem Gesetze des
arithmetischen Mittels berechnen. Es kommen Félle vor, in denen
es bequemer oder auch notwendig ist, den mittelsten Wert des
Meflergebnisses als den Mefiwert der zusammengesetzten Messung
gelten zu lassen.

Wenn eine ungerade Zahl 7 —=2s+1 gleich genauer, quan-
titativer Messungen vorliegt, deren einzelne Mefiwerte nach der
Grofle geordnet me,, m,,  .m,, sein modgen, so ist der Melwert 71y,
der mittelste Wert. Es handelt sich nun darum, das Fehlergeset
dieses mittelsten Wertes aufzusuchen oder mit anderen Worten, die
Wahrscheinlichkeitskurve fliir die Lage des Endpunktes der
Strecke zu bestimmen, wenn der mittelste Wert einer
Messungsserie bekannt ist.

Bei einer nach dem Prinzipe des mittelsten Wertes durch-
gefiihrten Messung wird nur der mittelste Wert als bekannt
vorausgesetzt. Dieser ist also bestimmt durch eine quantitative
Messung und durch die {brigen 2 s qualitativen Messungen, von
denen s mit positivem und s mit negativem Resultat ausgefiihrt
wurden. Die diesem Messungskomplexe entsprechende, zusammen-
gesetzte Mefikurve ist der geometrische Ausdruck des Fehlergesetzes
des mittelsten Wertes.

Die zusammengesetzte Mefikurve aller n-Messungen ist die
Multiplikationskurve aus den s positiven, den s negativen qualitativen
und der quantitativen Meflkurve. Bezeichnet man die Ordinaten der
positiven Mefikurven mit z, so ist die zugehorige Ordinate der ne-

”
w

gativen Meflkurve 1—z und die der quantitativen Mefikurve v
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Fiir die Ordinaten 7 der zusammengesetzten MeBkurve besteht so-
mit die Gleichung
1=z (l—z)s-ﬁi
o dx’
welche das Fehlergesetz des mittelsten Wertes darstellt.
Die Entwicklung der obigen Funktion und I[ntegration ergibt
den Ausdruck fiir die Kurvenfliche

25kt ~S+2 S o5 b3
F=lu.dx= —s. +<) ~
f s+1 sS4 2 2/ s+3

welcher die Kurvenfliche als Funktion der Ordinaten der positiven
MeBkurve zum Ausdruck bringt.

Die Gesamtfliiche ergibt sich durch Einsetzen der Integrations-
grenzen = =0 (entsprechend x=—= -—o0) und =z=1 (entsprechend
v = + OO)

Fir bestimmte Werte von # und s ergeben sich folgende Aus-
driicke fur die Kurvenflichen:

23 1
=3, s==1 F= 3 5 Fl = L
=8 ! 1
=25, s=2 IF= e 2 i + 5 Fl = 30
ot b 1
7.7, s==3: F:r—zr—S-A—S +3-6 7’F‘1':l4~0’
usw.,

Um jene Ordinaten der positiven MeB3kurve zu finden, die den
50prozentigen IFehlern der Messung entsprechen, sind die Gleichungen

2y,

2y,

3
n.dx:z F, fﬂ.d:\::%— Fi
0 0

nach z, und z,, zu ldsen. Zwischen diesen beiden Groflen besteht
librigens die einfache Beziehung z,, = 1—z,,

Den so berechneten Werten von z,, und z,, entsprechen be-
stimmte Abszissenwerte, deren Abstinde vom mittelsten Wert die
gesuchten 50 prozentigen Messungsfehler bedeuten. Sie sind gleich
den 100.(2,, -— zu,)-prozentigen Fehlern der quantitativen Einzel-
messung.

Liegt eine gerade Anzahl von Messungen vor, so befindet sich
der mittelste Wert zwischen den beiden mittleren MeBwerten. Mit
Bezug auf den mittelsten Wert sind von den # = 2 s-Messungen
— insofern der numerische MeBBwert derselben nicht in Rechnung

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. KI., Abt. IIa, 136. Bd. 28
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gezogen wird — s als positive und s als negative Qualité’.tsmessungen
zu betrachten. Das Fehlergesetz des mittelsten Wertes wird dem-
nach in diesem Falle dargestellt durch die Multiplikationskurve der
positiven und s negativen, qualitativen Meflkurven und wird dg,.
gestellt durch die Gleichung

uw =25 (1 —2)

Die Untersuchung dieser Fehlerfunktion ist nur unter Annahme
eines konkreten Fehlergesetzes der quantitativen Einzelmessung
moglich. Fiir das Gaufi'sche Gesetz treten hiebei Schwierigkeiten
auf, weil dessen qualitative Meflkurve in geschlossener Form nicht
darstellbar ist. Bei Zugrundelegung des van Loon’schen Gesetzes
kann hingegen das Problem auf die Gesetze des mittelsten Werteg
bei ungerader Mefizahl zurlickgefiihrt werden. Bei diesem Fehler-
gesetz ist die Nullgabel gleichbedeutend mit der einmaligen
quantitativen Messung. Wenn nun s positive und ebenso viele negative
Qualitidtsmessungen vorliegen, so kann die mittelste dieser s Null-
gabeln als quantitative Einzelmessung angesehen werden, wodurch
der ganze Messungskomplex auf eine quantitative und je (s—1)
positive und negative Qualititsmessungen zuriickgefithrt wird.

Pilsen, Februar 1927.



R@g'gla, E.: Fehlertheorie auf geometrischer Grundlage. Taf. L

" Abb. 7,

0-

|

{

<
7z

|'

Abb. 3.
’ y/j
5

I/}
0

}g

SitZl-lng;sberichte d. Akad. d. Wiss.,, math.-naturw. KI,, Abt. I, 136. Bd., 1927.



©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Rﬁggla E.: Fehlertheorie auf geometrischer Grundlage. Taf. II

Sltzungsberichtc d. Akad. d. Wiss,, math.-naturw. Kl., Abt. I, 136. Bd.,, 1927.



ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database
Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften
mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse

Jahr/Year: 1927

Band/Volume: 136_2a

Autor(en)/Author(s): Réggla Edmund

Artikel/Article: Die Fehlertheorie auf geometrischer Grundlage

(Fehlergeometrie). 379-406



https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=7341
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=35756
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=185303

