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I. Einleitung.
1 . D ie  E n t w i c k l u n g  d e r  T h e o r i e  d e r  M e ß fe h le r  h at  s ic h  b is h e r  

vornehmlich a u f  m a th e m a t i s c h e  G r u n d l a g e n  g e s tü tzt .  N u r  n e b e n b e i  

wurde die  g e o m e t r i s c h e  B e d e u t u n g  der  g e w o n n e n e n  G l e i c h u n g e n  

und E r g e b n is s e  h e r v o r g e h o b e n .  Im G e g e n s ä t z e  h i e z u  s o l l  in d ie s e r  

Studie die T h e o r i e  d e r  M e ß fe h le r  a u f  v o r w i e g e n d  g e o m e t r i s c h e r  

Basis b e h a n d e l t  w e r d e n .

D ie  U n t e r s u c h u n g  de r  F e h l e r g e s e t z e  v o m  g e o m e t r i s c h e n  S t a n d 

punkte b ie te t  den  V o r t e i l  d e r  g r ö ß e r e n  A n s c h a u l i c h k e i t  u n d  U n 

abhängigkeit v o n  S c h w i e r i g k e i t e n  a n a l y t i s c h e r  Natur, w i e  sie  in der  

Fehlertheorie h ä u f i g  a u ftreten. D ie  E r g e b n i s s e  de r  F e h l e r g e o m e t r i e  

sind o h n e  R ü c k s i c h t  a u f  die F u n k t i o n s f o r m  der F e h l e r g e s e t z e  a ll

gemein g ü lt ig  u n d  liefern  die G r u n d l a g e  z u  e in er  R e ih e  v o n  U n t e r 

suchungen u n d  B e w e i s f ü h r u n g e n ,  die  n a c h  d e r  ü b l ic h e n  a n a l y t i s c h e n  

Methode ä u ß e r s t  s c h w i e r i g  o d e r  ü b e r h a u p t  in e in w a n d f r e ie r  W e i s e  

nicht m ö g l ic h  sind.

2. J e d e  M e s s u n g  k a n n  in ih rer  g e o m e t r i s c h e n  B e d e u t u n g  als 

die B e s t im m u n g  der  L ä n g e  e in e r  S t r e c k e  a u fg e fa ß t  w e r d e n .  W i r d  

angenom m en, d a ß  d ie  S t r e c k e  in d e r  A b s z i s s e n a c h s e  e in e s  r e c h t 

winkeligen K o o r d i n a t e n s y s t e m s  liegt, s o  b e s t e h t  d a s  Z ie l  de r  M e s s u n g  

in der B e s t i m m u n g  d e r  L a g e  d e s  E n d p u n k t e s  bei  a ls  b e k a n n t  

v o r a u s z u s e tz e n d e r  L a g e  d e s  A n f a n g s p u n k t e s  d e r  S t r e c k e .  D a  

M essungen ste ts  m it  F e h l e r n  b e h a fte t  sind, s o  w ir d  h ie b e i  n ich t  

die w a h r e  L a g e  d e s  E n d p u n k t e s ,  s o n d e r n  n u r  ein  W a h r s c h e i n l i c h k e i t s 

wert für die  L a g e  d e s s e lb e n  in n e rh a lb  g e w i s s e r  A b s c h n it t e  der  

A b s z is s e n a c h s e  g e w o n n e n .  W e r d e n  die  d e n  e in z e ln e n ,  g l e i c h e n  

E lem en tarin terva llen  dx  e n t s p r e c h e n d e n ,  u n e n d l ic h  k le in e n  W a h r 

sche in lich keitsw erte  d u r c h  d e n s e l b e n  p ro p o rt io n a le  O rd in a te n  e n d l ic h e r  

Größe da rg este l l t ,  s o  e n ts te h t  e ine  W a h r s c h e i n l i c h k e i t s k u r v e  —  die 

Meßkurve  —  w e l c h e  im S in n e  d e r  F e h le r g e o m e t r ie  a ls  d a s  e ig e n t 

liche G e s a m t e r g e b n i s  d e r  M e s s u n g  a n z u s e h e n  ist.

3. M a n  u n te r s c h e id e t  zw^ei im  G r u n d e  v e r s c h i e d e n e  A r t e n  v o n  

M essu ngen : d ie  q u a n t i t a t i v e  u n d  die  q u a l i t a t i v e  M e s s u n g .  B e i  

ersterer wrird d a s  M e ß g e r ä t  a u f  d ie  L ä n g e  der  z u  m e s s e n d e n  S t r e c k e  

eingestellt u n d  d a s  E r g e b n i s  an  je n e m  a b g e le s e n .  M a n  e rhält  a lso
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e in e n  q u a n t ita tiv  b e s t im m t e n  M e ß w e r t .  B e i  d e r  q u a lita t ive n  Messun 

w i r d  d a g e g e n  a m  M e ß g e r ä t  e in e  frei g e w ä h l t e  M a ß g r ö ß e  eingesteli- 
u n d  n u n  v e r g l ic h e n ,  o b  d ie se  g r ö ß e r  o d e r  k le in e r  sei, als die 

m e s s e n d e  S tre c k e .  E i n e  q u a li ta t iv e  M e s s u n g  liefert d e m n a c h  keinen 

b e s t im m t e n  M e ß w e r t ,  s o n d e r n  n u r  e n t w e d e r  ein ü b e rw ert ig  

(p o s it iv es)  o d e r  ein  u n t e r w e r t ig e s  (n e g a t iv e s )  E r g e b n is ,  j e  nachdem 

s ic h  die z u  m e s s e n d e  S t r e c k e  a ls  g r ö ß e r  o d e r  k le in e r  erweist aK 

da s  M a ß .

II. Die quantitative Messung.
4. Die Fehlerkurve.

E s  w e r d e  die  L ä n g e  e in er S t r e c k e ,  d e re n  W a h r w e r t  l sei, mit 

e in e m  b e st im m te n  M e ß g e r ä t  s e h r  oft  ( t h e o re t is c h  g e n o m m e n  un

e n d lich  m a l)  g e m e s s e n .  D a s  E r g e b n i s  j e d e r  e in z e ln e n  M e s s u n g  wird 

e in e  S t r e c k e n l ä n g e  m  sein, die v o m  W a h r w e r t  l u m  einen jedesmal 

v e r s c h i e d e n e n  W e r t ,  d e n  F e h l e r  fz=.m — l a b w e ic h t .  N im m t man 

j e n e n  Stra h l,  a u f  d e m  die  z u  m e s s e n d e  S t r e c k e  liegt, a ls  A bszissen

a c h s e  e in e s  r e c h t w in k e l i g e n  K o o r d i n a t e n s y s t e m s  a n  u n d  denkt man 

s ic h  d ie s e  A c h s e  in s e h r  k le in e  (u n e n d l ic h  kle ine) untereinander 

g l e i c h e  T e i l e  eingeteilt ,  s o  w ir d  in j e d e m  s o l c h e n  Zwischenraum  

ein e  A n z a h l  M e s s u n g e n  e n th a lte n  s e in .  D ie s e  A n z a h l  verhältnis

g l e i c h e r  O r d in a t e n  in j e d e m  E le m e n ta r in t e r v a l le  a u fg e tr a g e n ,  ergeben 

d ie  F e h le r k u r v e .

D ie  F e h l e r k u r v e  h a t  in v ie le n  F ä l l e n  u n g e f ä h r  den  in Fig. I 

z u r  D a r s t e l l u n g  g e b r a c h t e n  V e r la u f ,  im m itt leren  T e i l e  ein Maximum 

mit a l lm ä h lic h e r  ( a s y m p t o t is c h e r )  A n s c h m i e g u n g  an  die A b sz issen 

a c h s e  n a c h  b e id e n  S e ite n .

D ie  g e s a m t e ,  z w i s c h e n  der K u r v e  u n d  de r  X - A c h s e  ein

g e s c h l o s s e n e  F l ä c h e  F  h a t  e n d l ic h e n  Inhalt. S y m m e t r i e  der Kurve 

in b e z u g  a u f  die M a x im a lo r d in a te  ist  e in  S o n d e r fa l l ,  der  für die 

F e h l e r g e o m e t r ie  j e d o c h  k e in e  t ie fe re  B e d e u t u n g  hat. E b e n s o  ist es 

n u r  G e g e n s t a n d  der  E i c h u n g  d e s  M e ß g e r ä t e s ,  d ie  A n o r d n u n g  so zu 

tre ffen, d a ß  d e r  F u ß p u n k t  de r  M a x im a lo r d in a te  mit d e m  wahren 

E n d p u n k t  ü b e re in s t im m t.

A u s  der  A r t  de r  E n t s t e h u n g  d e r  F e h l e r k u r v e  fo lg t  unmittelbar,  
d a ß  d ie  u n e n d l ic h  k le in e  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  dw' dafür, daß der 

F e h l e r  bei  e in e r  M e s s u n g  in d e n  G r e n z e n  f  bis f + d x  l iege, gleich 
s e in  m u ß  d e m  Q u o t ie n te n  a u s  d e r  z u g e h ö r i g e n  E le m e n ta r f iä c h e  
y.dx  in d ie  g a n z e  K u r v e n f l ä c h e :

ydw =  — dx.F

D ie  W a h r s c h e i n l i c h k e i t ,  d a ß  de r  F e h l e r  in  d e m  endlichen  
In terva l le  f a bis fi, e n th a lte n  se i ,  w ir d  a u s g e d r ü c k t  d u r c h  den 

Q u o t ie n te n  a u s  der  ü b e r  d e m  I n te r v a l l  l i e g e n d e n  T e i l f l ä c h e  Fa 'n 

die  G e s a m t f l ä c h e :
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Die F e h le r k u r v e  e in e s  M e ß g e r ä t e s  w i r d  im a l lg e m e in e n  F a l l e  

nljt der L ä n g e  der  z u  m e s s e n d e n  S t r e c k e  v e r ä n d e r l ic h  sein. E s  

s p r i c h t  d a n n  j e d e m  e in z e ln e n  F a l le  e in e  b e s o n d e r e  F e h le r k u r v e .  

l)ie W i r k u n g s w e i s e  e in e s  M e ß g e r ä t e s  k a n n  erst d a n n  r ic h t ig  b e 

wertet w e r d e n ,  w e n n  die  G e s a m t h e i t  d e r  F e h le r k u r v e n  in n e rh a lb  

les in B e tr a c h t  k o m m e n d e n  M e ß b e r e ic h e s  b e k a n n t  ist.

In m a n c h e n  F ä l le n  ist es  z w e c k m ä ß i g ,  den  O r d in a t e n m a ß s t a b  

jer F e h le r k u r v e  so  z u  w ä h l e n ,  d a ß  d e r  Inhalt  d e r  K u r v e n f l ä c h e

gleich E in s  w ird . D i e s e  F o r m  de r  K u r v e  so ll  a ls  r e d u z i e r t e

| . 'e h l e r k u r v e  b e z e i c h n e t  w e r d e n .  U m  e in e  b e lie b ig e  F e h l e r k u r v e  

auf diese F o r m  z u  brin ge n , d iv id ier t  m a n  d e re n  O rd in ate n  d u r c h  die 

Gesamtfläche. D ie  ü b e r  e in e m  A b s c h n it t  de r  A b s z i s s e  l ie g e n d e

Kurvenfläche is t  d a n n  g l e i c h  d e r  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  d afü r, da ß  der 

Fehler in d ie s e m  A b s c h n it t e  l iege.

5. Die Meßkurve.

W e r d e n  a u s  e in e r  s e h r  g r o ß e n  A n z a h l  v o n  q u a n t ita t iv e n

Messungen mit d e m s e lb e n  M e ß g e r ä t ,  d ie  an S t r e c k e n  v e r s c h ie d e n s t e r  

Längen v o r g e n o m m e n  w’u rd en , alle  j e n e  M e s s u n g e n  h e r a u s g e g r i f fe n ,  

die einen b e s t im m t e n  M e ß w e r t  m e rg a b e n , s o  g e h ö r t  z u  j e d e r  

solchen M e s s u n g  ein a n d e re r  w a h r e r  W e r t  der  S t r e c k e n l ä n g e  l u n d  

ein F ehler l— m. W e r d e n  d ie s e  F e h l e r  in g l e ic h e r  W e i s e ,  w i e  im  

vorhergehenden A b s c h n it t e  a n g e g e b e n ,  z u r  K o n s t r u k t io n  e in e r  W a h r 

scheinlichkeitskurve v e r w e r t e t ,  s o  erhält  m a n  die d e m  q u a n t i ta t iv e n  

Meßwerte m  e n t s p r e c h e n d e  M e ß  k u r v e .

Die M e ß k u r v e  k a n n  a u c h  a ls  die  W a h r s c h e i n l i c h k e i t s -  

ku rve  f ü r  d i e  L a g e  d e s  E n d p u n k t e s  e iner S t r e c k e  a u fg e fa ß t  

werden, d e re n  M e ß w e r t  m  ist.

Im a l lg e m e in e n  e n ts p r ic h t  b e i  g e g e b e n e m  M e ß g e r ä t  j e d e m  

verschiedenen M e ß w e r t e  e in e  b e s o n d e r e  M e ß k u r v e .  D ie  M e ß k u r v e n  

înd mit d e n  F e h l e r k u r v e n  n ich t  id e n tis ch ,  s te h e n  a b e r  mit ih n e n  

in einem b e s t im m t e n  Z u s a m m e n h a n g e .  A u s  de r  S c h a r  d e r  F e h l e r 

kurven k a n n  die S c h a r  der  M e ß k u r v e n  d e s  be tre ffen d e n  M e ß g e r ä t e s  

abgeleitet w e r d e n .

In F i g .  2 s e i  m  die g e m e s s e n e  L ä n g e  e in e r  S t r e c k e ,  M  die 

durch die M e s s u n g  b e s t im m te  E n d p u n k t s l a g e .  D ie  w a h r e  L a g e  d e s  

Endpunktes u n d  der  W a h r w e r t  d e r  S t r e c k e n l ä n g e  sind u n b e k a n n t .  

Wären d ie s e lb e n  L v b e z i e h u n g s w e i s e  lv s o  w ä r e  y x.dx  d ie  W a h r 

scheinlichkeit dafür, d a ß  e in e  M e s s u n g  d a s  E r g e b n i s  m  l iefert, 

"'enn y x die O rd in a te  im P u n k t e  M  der  z u r  S t r e c k e n l ä n g e  lx 
gehörigen r e d u z ie r te n  F e h l e r k u r v e  <3̂  vorste llt .  D ie s  g i l t  fü r  a lle  

möglichen W e r t e  l2, /3, Z4 . d e r  S t r e c k e n l ä n g e ,  w o b e i  a b e r

Jedesmal e ine  a n d e re  F e h l e r k u r v e  <J>2, . u n d  e in e  a n d e r e

Ordinate z u r  G e l t u n g  k o m m e n .  D a  die W a h r s c h e in l i c h k e i t  d e s
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V o r h a n d e n s e i n s  e in er  b e s t im m t e n  U r s a c h e  v e rh ä ltn is g le ic h  ist u 

W a h r s c h e i n l i c h k e i t  d e s  E in tr e f fe n s  d e s  E r e i g n i s s e s  b e im  Wii*kSanV 

w e r d e n  d ie se r  U r s a c h e ,  s o  ist in d e m  v o r l ie g e n d e n  F a l l e y v y^ y u' '' 

p r o p o r t io n a l  d e r  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  für  die L a g e  d e s  Endpunkte 

d e r  g e m e s s e n e n  S t r e c k e  in d e n  P u n k t e n  L v L 2, Lz . Werden 

d ie s e  O rd in a te n  in d e n  g e n a n n t e n  P u n k t e n  a u fg e tr a g e n , so ergib' 

d ie  V e r b in d u n g  d e r  E n d p u n k t e  die  g e s u c h t e  M e ß k u r v e  des Mei;! 
g e r ä t e s  fü r  d e n  M e ß w e r t  m.

A u s  d e m  d a r g e le g t e n  Z u s a m m e n h a n g e  der  M e ß k u r v e  mit der 

F e h l e r k u r v e n  folgt, d a ß  d ie  b e id e n  in ihrer  F o r m  e in ander zwar 

ä h n e ln  w e r d e n ,  ab er  k e i n e s w e g s  id e n t is c h  se in  m ü s s e n .  N ur wenn 

die  F e h l e r k u r v e  u n a b h ä n g i g  ist  v o n  der  L ä n g e  der  z u  messenden 

S t r e c k e  u n d  in b e z u g  a u f  ihre M a x im a lo r d in a te  s y m m e tr isc h  ver

läuft, d a n n  ist s ie  z u g l e i c h  a u c h  M e ß k u r v e  u n d  als solche un

a b h ä n g ig  v o m  M e ß w e r t e .  Ist d ie  F e h l e r k u r v e  z w a r  u n a b h ä n g ig  von 

d e r  S t r e c k e n l ä n g e ,  a b e r  n ic h t  s y m m e t r is c h ,  d a n n  w i r d  die Meßkurve 
z u  ihrem  S p ie g e lb i ld e .

D ie  d e m  M e ß w e r t e  m, b e z i e h u n g s w e i s e  dem  P u n k t e  M ent

s p r e c h e n d e n  K o o r d i n a t e n  d e r  M e ß k u r v e  so l len  a ls  H a u p t 

k o o r d i n a t e n  b e z e i c h n e t  w e r d e n ,  w o b e i  v o r a u s g e s e t z t  wird, dat.; 

d ie  E i c h u n g  d e s  M e ß g e r ä t e s  dera rt  e rfo lgte ,  d a ß  der  M e ß w e rt  stets 

m it  d e m  w a h r s c h e i n l i c h e n  W e r t  der  g e m e s s e n e n  S tre c k e  über

ein stim m t. D ie s  ist d a n n  der  F a ll ,  w e n n  die H a up tordin ate  die 

G e s a m t f lä c h e  der M e ß k u r v e  halbiert. D ie  W a h r s c h e in l ic h k e i t ,  dali 

de r  W a h r w e r t  g r ö ß e r  o d e r  k le in e r  s e i  als  der  M e ß w e r t ,  ist dann 

g l e i c h  E in h a lb .

W o h l  z u  u n t e r s c h e id e n  v o m  w a h r s c h e i n l i c h e n  W e r t  der ge

m e s s e n e n  G r ö ß e  ist d e r  w a h r s c h e i n l i c h s t e  W e r t .  D ie s er  wird 

d u r c h  j e n e  A b s z i s s e  d e r  M e ß k u r v e  dargestellt ,  für w e l c h e  die 

O rd in a te  den M a x i m a l w e r t  erreicht. Ist die M e ß k u r v e  symmetrisch 

in b e z u g  a u f  d ie  M a x im a lo r d in a te ,  d a n n  fällt  d e r  wahrscheinliche 

W e r t  mit d e m  w a h r s c h e i n l i c h s t e n  ü bere in .

D e r  G e n a u ig k e i t s g r a d  e in e r  M e s s u n g  w ir d  d u r c h  die positive 

u n d  n e g a t i v e  w a h r s c h e i n l i c h e  o d e r  5 0 % i g e A b w e i c h u n g  des 

W a h r w e r t e s  v o m  M e ß w e r t e  a u s g e d r ü c k t .  W e r d e n  die b e id e rse its  

de r  H a u p t o r d in a t e  l ie g e n d e n  g le i c h  g r o ß e n  F lä c h e n t e i le  der Mell- 

k u r v e  n o c h m a l s  d u r c h  z w e i  O r d in a t e n  halbiert, s o  b e d eu te n  die 

A b s t ä n d e  d ie s e r  H a lb ie r u n g s o r d in a t e n  v o n  der H a u p to r d in a te  den 

w a h r s c h e in l i c h e n  p o sit iv en ,  b e z i e h u n g s w e i s e  n e g a t iv e n  F eh ler  der 

M e s s u n g .  D ie  S u m m e  d e r  A b s o l u t w e r t e  de r  50°/0ig e n  F eh ler  w ird  

als  5 0 ° / 0i g e S t r e u u n g  b e z e ic h n e t .  E s  ist mit der  W a h r s c h e in l ic h k e i t  

e in h a lb  z u  e rw a r te n ,  d a ß  de r  W a h r w e r t  in n e rh a lb  d e r  5 0 % i g en 

S t r e u u n g  liege.
B e i  s y m m e t r is c h  a n g e o r d n e te n  M e ß k u r v e n ,  w o  der Schwer

p u n k t  der  K u r v e n f l ä c h e  in d e r  H a u p t o r d in a t e  liegt, k o m m e n  außer 

d e m  5 0 °/0ig e n  n o c h  de r  d u r c h s c h n i t t l i c h e  u n d  der  m it t le r e  

F e h l e r  in B etrach t .  D e r  d u r c h s c h n it t l ic h e  F e h l e r  ist g l e i c h b e d e u t e n d  

m it d en  S c h w e r p u n k t a b s t ä n d e n  d e r  d u r c h  die Hauptordinale
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.schiedenen F l ä c h e n h ä l f t e n  v o n  d e rs e lb e n .  D e r  m ittlere  F e h l e r  ist 

-rjich dem  T r ä g h e i t s r a d i u s  der  G e s a m t - K u r v e n f l ä c h e  in b e z u g  a u f  

j,'e H auptordinate.

Die a u f  die H a u p t k o o r d i n a t e n  b e z o g e n e  G l e i c h u n g  e in e r  M e ß -  

.-irve soll a ls  d e re n  H a u p t g l e i c h u n g  b e z e i c h n e t  w e r d e n .

G le ic h w ie  b e i  de r  F e h le r k u r v e ,  ist e s  a u c h  h ier  m a n c h m a l  

z w e c k m ä ß ig , den  O r d in a t e n m a ß s t a b  s o  z u  w ä h le n ,  d a ß  die G e s a m t -  

liäche g le ic h  E i n s  w ir d .  D ie s e  F o r m  der M e ß k u r v e  w i r d  r e d u z i e r t e  

y e ß k u r v e  g e n a n n t  w e r d e n .

E s  ist fü r  d ie  f e h le r g e o m e t r is c h e n  U n t e r s u c h u n g e n  g a n z  

G le ic h g ü lt ig , w o h e r  die  K e n n t n i s  der  M e ß k u r v e  s tam m t. S ie  muß- 

nicht g e r a d e  v o n  e in e r  I n s t r u m e n t a l m e s s u n g  h e rrühren . E s  k a n n  

i, B. v o n  e in er  G r ö ß e  b e k a n n t  se in , d a ß  sie  j e d e n  W e r t e s  in n e r h a l b  

jer G re n z e n  lx u n d  /2 mit  g l e i c h e r  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  fä h ig  ist. In 

diesem F a l le  w i r d  die M e ß k u r v e  d u r c h  d e n  L i n i e n z u g  A B C D E F  
F̂ig. 3) da rg este l l t .

Die G e s a m t f l ä c h e  ist y  . a. S o l l  die  M e ß k u r v e  in der r e d u z i e r t e n  

Form e rsch e in e n , s o  m u ß  y  s o  g e w ä h l t  w e r d e n ,  d a ß  die  F l ä c h e  

gleich E in s  w ird ,  a lso  y  =  1 : a.
D i e  d e r  F o r m  u n d  L a g e  n a c h  g e g e b e n e  M e ß k u r v e  i s t  

Jer g e o m e t r i s c h e  A u s d r u c k  d e s  M e s s u n g s e r g e b n i s s e s  u n d  

bildet d a s  G r u n d e l e m e n t  d e r  F e h l e r g e o m e t r i e .

6. Die zusammengesetzte Meßkurve.

W i r d  e ine  u n d  d ie se lb e  S t r e c k e  mit b e l ie b ig e n  M e ß g e r ä t e n  

mehrmals g e m e s s e n ,  s o  k a n n  d a s  G e s a m t e r g e b n i s  d ie se r  M e s s u n g e n  

wieder d u r ch  e in e  M e ß k u r v e  z u m  A u s d r u c k  g e b r a c h t  w e r d e n ,  

welche z u m  U n t e r s c h i e d  v o n  d en  M e ß k u r v e n  d e r  E i n z e l m e s s u n g e n  

als z u s a m m e n g e s e t z t e  M e ß  k u r v e  b e z e i c h n e t  w e r d e n  soll.

Der Z u s a m m e n h a n g  z w i s c h e n  den  e in z e ln e n  M e ß k u r v e n  u n d  

Jer z u s a m m e n g e s e t z t e n  M e ß k u r v e  w i r d  d u r c h  d e n  I. H a u p t s a t z  

Jer F eh le r g e o m e trie  a u s g e d r ü c k t :

D i e  z u s a m m e n g e s e t z t e  M e ß k u r v e  i s t  d i e  M u l t i 

p l i k a t i o n s k u r v e  d e r  e i n z e l n e n  M e ß k u r v e n .

U n ter  M u lt ip l ik a t io n s k u r v e  w i r d  j e n e  K u r v e  v e r s t a n d e n ,  d e re n  

Ordinaten s ich  a u s  de r  M u lt ip l ik a tio n  der  z u  g l e i c h e n  A b s z i s s e n  

gehörigen O rd in a te n  der e in z e l n e n  K u r v e n  e rg e b e n .

Z u m  B e w e i s e  d e s  e rsten  H a u p t s a t z e s  sei  a n g e n o m m e n ,  d a ß  

Abb. 4  d a s  E r g e b n i s  z w e i e r  M e s s u n g e n  d e rs e lb e n  S t r e c k e  d u r c h  

die M e ß k u r v e n  VF 1 u n d  *F2 d a r g e s t e l l t  sei. W e n n  der  W a h r w e r t  der  

Strecke l w ä r e ,  d a n n  ist. d ie  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  für  d a s  E in tre f fen  

des M e ß w e r t e s  m1 m it  d e m  e rsten  M e ß g e r ä t  p ro p o rt io n a l  der 

Ordinate y x der  ersten  M e ß k u r v e  im  P u n k t e  L. D ie s  fo lgt  u n m it t e lb a r  

aus den im  v o r h e r g e h e n d e n  A b s c h n it t e  e r läu terte n  B e z i e h u n g e n  

zwischen M e ß k u r v e  u n d  F e h l e r k u r v e .
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In g l e i c h e r  W e i s e  ist  die W a h r s c h e i n l i c h k e i t  fü r  d a s  Eintreffen 

d e s  M e ß w e r t e s  m 2 mit  d e m  z w e i t e n  M e ß g e r ä t e ,  w e n n  de r  Wahnvcrt 

der  S t r e c k e  l ist, p ro p o rt io n a l  der  O rd in a te  y 2 de r  z w e i t e n  I<urvL. 

im  P u n k t e  L. D ie  z u s a m m e n g e s e t z t e  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  für das 

E in tr e f fe n  der  b e id e n  M e ß w e r t e ,  w e n n  der W a h r w e r t  l ist, ist dann 

p ro p o rt io n a l  d e m  P r o d u k te  a u s  d e n  b e id e n  O rd in a te n  y  ,y0 =  v 

D i e s  gilt  für  j e d e  b e l ie b ig e  L a g e  d e s  P u n k t e s  L.
N a c h  d e m  S a t z e  v o n  der W a h r s c h e i n l i c h k e i t  der  wirkenden 

U r s a c h e  ist  n u n  a u c h  die W a h r s c h e i n l i c h k e i t  dafür, d a ß  de;- Wahr

w e r t  l sei, w e n n  die b e id e n  M e ß w e r t e  mt u n d  m2 vo r l ieg en ,  ver- 

h ä l t n is g le ic h  d e m  g e n a n n t e n  O r d in a t e n p r o d u k t e ,  w e l c h e s  somit die 

O r d in a te  der  W a h r s c h e i n l i c h k e i t s k u r v e  fü r  d ie  L a g e  des End

p u n k t e s  der  g e m e s s e n e n  S t r e c k e  a u f  G r u n d  der  b e id e n  Meßwerte 

darste llt .  D a  d ie s  für  j e d e  m ö g l i c h e  L a g e  d e s  E n d p u n k t e s  L  gilt, 

s o  ist h iem it  de r  B e w e i s  e rb ra ch t ,  d a ß  die z u s a m m e n g e s e t z t e  Melj- 

k u r v e  z w e i e r  E i n z e l m e s s u n g e n  t a t s ä c h l i c h  die M ultiplikationskurve 
d e r  e in z e l n e n  M e ß k u r v e n  ist.

In g a n z  a n a l o g e r  W e i s e  k a n n  der B e w e i s  für  den  F all  geliefert 

w e r d e n ,  daß n ich t  b lo ß  z w e i ,  s o n d e r n  e in e  b e lie b ig e  A n z a h l  von 

E i n z e l m e s s u n g e n  v o r l ie g e n .

M a n  k a n n  den S a t z  v o n  der z u s a m m e n g e s e t z t e n  Meßkurve 

a u c h  in f o lg e n d e r  F o r m  z u m  A u s d r u c k  b rin ge n :

D a s  E r g e b n i s  m e h r e r e r  M e s s u n g e n  i s t  g l e i c h  dem 

E r g e b n i s s e  e i n e r  e i n z i g e n  M e s s u n g ,  d e r e n  M  e ß k  u r v e 

i d e n t i s c h  i s t  m i t  d e r  M u l t i p l i k a t i o n s k u r v e  d e r  e i n z e l n e n  

M e ß  k u r v e n .

E s  s e i  n o c h  b e m e r k t ,  d a ß  d ie s e r  S a t z  n ich t  n ur für die 

q u a n t ita t iv e  M e s s u n g ,  s o n d e r n  g a n z  a l lg e m e in  a u c h  für d ie  qualitative 

M e s s u n g  u n d  ü b e r h a u p t  für j e d e  W Ta h rs ch e in l ich k e itsb e s tim m u n g  

d e s  W e r t e s  e in er  G r ö ß e  G ü lt ig k e i t  b esitzt.

7. D i e  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  d e s  E i n t r e f f e n s  b e s t i m m t e r  

M e ß w e r t e  b e i  w i e d e r h o l t e r  M e s s u n g  e in e r  u n d  derselben 

G r ö ß e  w ir d  d u r c h  d e n  II. H a u p t s a t z  der F e h l e r g e o m e t r i e  fest- 

g'estellt. E r  lautet:

L ie g t  e in e  d u r c h  d ie  r e d u z ie r t e  M e ß k u r v e  z u m  Ausdruck':: 

g e b r a c h t e  M e s s u n g  e in er S t r e c k e  v o r ,  s o  ist die W a h rsch ein lich k eit ,  

b e i  n f o lg e n d e n  M e s s u n g e n  die  b e s t im m te n  M e ß w e r t e  m t, m.2> in.A. 
z u  erhalten , u n e n d l ic h  k le in  de r  n-ten O r d n u n g  u n d  proportional 
de r  F l ä c h e  der  M u lt ip l ik a t io n s k u r v e  s ä m tl ic h e r  n +  1 reduzierten 

M e ß k u r v e n .
In A b b .  4  sei  ^  die v o r l i e g e n d e  M e ß k u r v e  in reduzierter 

F o r m  m it  d e m  z u g e h ö r i g e n  M e ß w e r t e  mv W ä r e  / de r  Wahrwert, 

d e r  g e m e s s e n e n  S t r e c k e ,  dann  ist d ie  W a h r s c h e i n l i c h k e i t ,  bei einer 

f o lg e n d e n  M e s s u n g  d e n  M e ß w e r t  m2 mit d e r  z u g e h ö r ig e n  r e d u z i e r t e n  

M e ß k u r v e  *F2 z u  erhalten, g l e ic h  y  2 . dx. N u n  ist a b e r  die Wahr

s c h e in l ic h k e i t ,  daß / der  W a h r w e r t  sei,  a u f  G r u n d  der  ersten 
M e s s u n g  g l e ic h  . dx. D ie  z u s a m m e n g e s e t z t e  W a hrschein lichkeit  

f ü r  d a s  Z u s a m m e n t r e f f e n  b e id e r  E r e i g n i s s e  ist d a h e r  y x .y 2 . d$-dx-
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D ie  totale  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  für d a s  E in tr e f fe n  d e s  M e ß 

wertes m x bei b e l ie b ig e r  G r ö ß e  d e s  W a h n v e r t e s  / e rg ib t  s ic h  a u s  

Jer Integration s ä m tl ic h e r  E l e m e n t a r w a h r s c h e i n l i c h k e i t e n  in n e rh a lb  

^er G r e n z e n  —  oo, +  o o

+  OO

w =. dx^ V j  .y2 dx

—  OO

D a  a b er  d a s  b e s t im m t e  In teg ra l  die F l ä c h e  F' d e r  a u s  d en  

Meßkurven V j ,  Mj\2 g e w o n n e n e n  M u lt ip l ik a t io n s k u r v e  darstellt ,  

so ist h iem it  der  II. H a u p t s a t z  z u n ä c h s t  für die e in m a lig e  W i e d e r 

holung e in e r  M e s s u n g  b e w i e s e n .  D e r  B e w e i s  für  die  m e h r m a l i g e  

W iederholun g der  M e s s u n g  e rfo lgt  in a n a l o g e r  W e i s e .

B e i  d e m  hier  b e h a n d e lte n  P r o b le m  b e d e u t e t  die e rste  M e ß -  

kurve den  w a h r s c h e i n l i c h k e i t s g e o m e t r i s c h e n  A u s d r u c k  für  ein 

apriorisches W i s s e n  v o n  de r  E n d p u n k t s l a g e  der M e ß s tr e c k e .  D i e s e s  

Wissen k a n n  a u c h  a u f  e ine  a n d e re  W e i s e  als  d u r c h  e in e  I n s t r u m e n t a l 

messung g e w o n n e n  w e r d e n .  E in  h ä u f ig  v o r k o m m e n d e r  F a l l  ist der, 

daß apriori b e k a n n t  ist, d e r  E n d p u n k t  e in e r  S t r e c k e  l ie g e  mit 

gleicher W a h r s c h e i n l i c h k e i t  i r g e n d w o  a u f  der A b s z i s s e n a c h s e  im 

Bereiche — - o o ,  + 00.

D e r  w a h r s c h e i n l i c h k e i t s g e o m e t r i s c h e  A u s d r u c k  für d ie s e s  

apriorische W i s s e n  ist e ine M e ß k u r v e  mit k o n s ta n te n  O rd in ate n .  

Da die W a h r s c h e i n l i c h k e i t  für  die L a g e  de s  E n d p u n k t e s  d e r  M e ß 

strecke in n e rh a lb  e in e s  e n d l ic h e n  A b s c h n it t e s  der  A b s z i s s e n a c h s e  

unendlich k le in  d e r  e rs te n  O r d n u n g  ist, so  m ü s s e n  d ie  O rd in a te n  

der re d u z ie r te n  M e ß k u r v e  e in e n  u n e n d l ich  k le in en , k o n s ta n te n  W e r t  

der ersten  O r d n u n g  b e s itz e n .  M a n  ka n n  d a h e r  die G l e i c h u n g  der 

reduzierten M e ß k u r v e  in d e r  F o r m  a u s d r ü c k e n :

y  =  c dx,

wobei c e in e n  k o n s ta n te n  F a k t o r  vorstellt.

E s  ka n n  n u n  die F r a g e  a u f ta u c h e n ,  w i e  g r o ß  die W a h r s c h e i n 

lichkeit ist, b e i  « - M e s s u n g e n  d e r  in R e d e  s t e h e n d e n  S t r e c k e  die 

bestimmten M e ß w e r t e  mv m2, m,, z u  erhalten. Z u r  L ö s u n g

dieser A u f g a b e  b ildet  m a n  die M u lt ip l ik a t io n s k u r v e  a u s  der  g e g e b e n e n  

W a h r s c h e in l ic h k e i t s k u r v e  y =  c dx  u n d  d e n  11 M e ß k u r v e n ,  w e l c h e  

den M e ß w e r t e n  m l} m2, m;, . z u g e h ö r e n .  Ihre G l e i c h u n g  hat  die  

Form

y  = =  C dx .y± . JJ\,  . r 3 . .y,„

wenn j ^ ,  y.,. die z u s a m m e n g e h ö r i g e n  O rd in a te n  de r  e in z e ln e n

Meßkurven b e d e u te n .  D ie  F l ä c h e  d e r  K u r v e  ist u n e n d l ic h  k le in  u n d  

u’ird d a r g e s t e l l t  d u r ch  d a s  P r o d u k t  a u s  de r  e n d l ic h e n  F l ä c h e  der  

M ultip likatio n skurve  u n d  d e m  u n e n d lic h  k le in e n  O r d in a t e n w e r t  dx 
der a p r io r is c h e n  W a h r s c h e i n l i c h k e i t s k u r v e :

S i t z u n g s b e r i c h t e  m a t h e m . - n a l u n v  K l . .  A b t .  H a .  l.'iti. Bel
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+  00

b —  c . dx^j)’y . j ’2 . ‘J'/i • dx.

N a c h  der  R e g e l  d e s  II. H a u p t s a t z e s  ist die Wahrscheinlichkeil 
für d a s  E in tre ffen  de r  f ra g l ic h e n  n M e ß w e r t e  d u r c h  die Gleichung

+  00 +00

w =  c . (dx)n . dx .y2. .yn .dx =  c. (dx)l,+1J ‘y 1 •J'2 ■ ■ y» dx.
— 00 — 00

S ie  b e s a g t :  W e n n  ein W e r t  aprio ri  j e d e r  G r ö ß e  mit gleicher 

W a h r s c h e i n l i c h k e i t  f ä h i g  ist, s o  ist d ie  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  für das 

A u ftr e t e n  b e st im m te r  M e ß e r g e b n i s s e  b e i  n m a l ig e r  M e s s u n g  un

e n d lich  k le in  der  ( « + l ) t e n  O r d n u n g  u n d  p ro p o rt io n a l  der Fläche 
d e r  M u lt ip l ik a t io n s k u r v e  a u s  d e n  n M e ß k u r v e n .

D i e s e r  W a h r s c h e i n l i c h k e i t s w e r t  g i l t  für eine b e s t i m m t e  

R e ih e n f o lg e  der M e ß w e r t e .  B e i  b e l i e b i g e r  R e i h e n f o l g e  des Ein

tre ffens  der  M e ß w e r t e  w ä r e  die  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  « / - m a l  größer.

III. A nwendung der Fehlergeom etrie auf Probleme der 
direkten Messung.

8. E in  S o n d e r fa l l  d e r  q u a n t i ta t iv e n  M e s s u n g  ist die d i r e k t e  

M e s s u n g .  B e i  d ie s e r  w ir d  die  M e ß k u r v e  d u r c h  die G a u ß ’sche 

F u n k t io n

y  —  g —h 2 (x —n i f

d a rg e s te l l t  u n d  ist u n a b h ä n g i g  v o n  der G r ö ß e  de r  z u  messenden 

S tre c k e .

D e r  P a r a m e te r  h, G e n a u i g k e i t s m a ß  ge n an n t,  k e n n z e ic h n e t  die 

G e n a u i g k e i t  d e r  M e s s u n g  u n d  ist v e r k e h r t  p ro p o rt io n a l  d e m  wahr

s c h e in l ic h e n ,  m ittleren  u n d  d u r c h s c h n it t l ic h e n  F e h le r ,  m ist der 

M e ß w e rt .
D ie  G a u ß ’s c h e  F u n k t io n  is t  s y m m e t r i s c h  b e z ü g l i c h  der Haupt- 

o rd in in ate , w e l c h e  z u g l e i c h  M a x im a lo r d in a te  ist. D ie  reduzierte 

H a u p t g l e i c h u n g  lautet:

h
y — t~h'

S / tc

9. Ableitung des Gauß’schen Fehlergesetzes.
D ie  G r u n d la g e  d e s  G a u ß ’s c h e n  F e h l e r g e s e t z e s  bildet die 

A n n a h m e ,  daß der w a h r s c h e i n l i c h s t e  W e r t  einer m e h rm a ls  mit 

g l e i c h e r  G e n a u ig k e i t  g e m e s s e n e n  G r ö ß e  d a s  a r ith m e tisch e  Mittel der 

e in z e ln e n  M e ß w e r t e  ist. N a c h  der A n s c h a u u n g s w e i s e  der  Fehler

g e o m e t r ie  b e d e u t e t  dies, daß die M e ß k u r v e  e in e  s o lc h e  Form
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besitzen m u ß , daß die a u s  m e h re re n  M e ß k u r v e n  re s u lt ie r e n d e  

^lultiplikationskurve ihre M a x i m a lo r d i n a te  ste ts  im  a r i th m e tis c h e n  

Mittel der e in z e ln e n  H a u p t a b s z i s s e n  (M e ß w erte )  a u f w e is t .

E s  s e ie n  mv m2, m3 . die e in z e ln e n  M e ß w e r t e  u n d  inm 
las arithm etisch e  M ittel d e rs e lb e n .  E s  b e ste h t  d a n n  d a s  K r ite r iu m .

lllm-—inl) +  +  (1Hm— 111 ?,) • • • =  0 =  («*,„— «*/). (a)

Die G l e i c h u n g e n  d e r  e in z e ln e n  M e ß k u r v e n  —  in r e d u z ie r t e r  

l'orm —  s e ie n :

y —f  (x— ;»i),  y — f ( x — m2) .

Soll  die M u lt i p l i k a t i o n s k u r v e  be i  x =  mm ihr M a x i m u m  h a b e n ,  

so muß der erste  D i f fe r e n t ia lq u o t ie n t  für d ie s e n  A s z i s s e n w e r t  N ull  

Und der z w e i t e  D if fe r e n t ia lq u o t ie n t  n e g a t iv  w e r d e n .  D e r  e rste  

Differentialquotient ist

f  =  +  ]  { f ( x - m i ) . f ( x - m , ) .  )  =
Jx { / { x  — ni ,)  f ( x — m 2) j  ( I

d \ogf(x— mx) t d\ogf(x—mt>) _ |

Tx +  Tx +  j •-*'

F ü r x = m m s o l l  d i e s e r  A u s d r u c k  v e r s c h w in d e n .  E s  m u ß  a lso  

die B e z i e h u n g  b e s t e h e n :

t/ lo g / (m m— mx) d log f (m ,n— m2) —  n —

dx dx
d

— ({') a x

und z w a r  für b e l ie b ig e  W e r t e  v o n  m m u n d  m v m2, m .. .,  in

sofern n ur d a s  K r ite r iu m  d e s  a r i th m e tis c h e n  M itte ls  a u fr e c h t  

erhalten bleibt. M u lt ip l iz ie rt  m a n , u m  die L ö s u n g  m ö g l i c h s t  a l lg e m e in  

zu ge stalten , die b e id e n  S e i te n  d e r  G l e i c h u n g  a  mit e in e r  K o n 

stanten k, s o  ergibt  s ic h

k (inm — m  J  +  k (mm— m.,) +  =  k (m,n—mi) =  0

und es ist ers ich t l ich ,  d a ß  de r  g l e i c h z e i t i g e  B e s t a n d  d ie se r  G l e i c h u n g  

und der D i f f e r e n t ia lg le ic h u n g  (ß) an die  B e d i n g u n g  g e k n ü p f t  ist:

tn o g / i > „ , -> » ,■ )  =

d x  '

wobei mi j e d e n  b e l i e b i g e n  W e r t  x a n n e h m e n  kann.

Die  In te g ra t io n  liefert  d ie  G l e i c h u n g  d e r  g e s u c h t e n  F e h l e r -  

funktion:
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K  ist e in e  In t e g r a t io n s k o n s t a n t e .

D ie  F o r d e r u n g ,  d a ß  d e r  z w e i t e  D if feren tia lq u o tien t  für x— 
n e g a t i v  w e r d e n  soll, b e d in g t ,  d a ß  der K o e f f iz ie n t  k k le iner als Nui 

s e in  m u ß , w e s h a l b  die  G a u ß ’s c h e  F e h le r fu n k tio n  z w e c k m ä ß i g  in de 

ü b l ic h e n  F o r m

a n g e s c h r i e b e n  w ird .

10. Nachweis, daß nach dem Gauß’schen Gesetz die «-malige 
Messung gleichwertig ist einer einmaligen Messung von \f  //-facher 
Genauigkeit.

D ie  G l e ic h u n g  de r  z u s a m m e n g e s e t z t e n  M e ß x u r v e ,  w en n  die 

e in z e l n e n  M e ß k u r v e n  den G e n a u ig k e i t s g r a d  h b e s i tz e n ,  ist:

W i r d  d ie se  K u r v e  a u f  d ie  H a u p t k o o r d in a t e n  transformier!.

s o  g e l a n g t  m a n  z u r  H a u p t g l e i c h u n g  der z u s a m m e n g e s e t z t e n  Me(.i- 

k u r v e ,  w e l c h e  lautet:

u n d  bei W e g l a s s u n g  d e s  k o n s ta n te n  F a k t o r s  in der  F o r m  erscheini

Die  z u s a m m e n g e s e t z t e  M e ß k u r v e  ist a lso  w i e d e r  e ine  G a u ß ’schi' 
K u r v e ,  bei der a b e r  an  S te l le  d e s  G e n a u i g k e i t s m a ß e s  h der Wert 

\ / u auftritt.

11. Bestimmung des wahrscheinlichsten W ertes des apriori 

unbekannten Genauigkeitsmaßes h, wenn die «-malige Messun.u 
einer Große die Meßwerte w t, m 2, m.,,. .in,, geliefert hatte.

J e n e r  W e r t  d s s  G e n a u i g k e i t s m a ß e s  ist d e r  w ah rsch ein lich ste , 
d e r  d e m  E in trete n  d e s  v o r l i e g e n d e n  M e s s u n g s e r g e b n i s s e s  die 
g r ö ß te  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  verle iht .

W i r d  a n g e n o m m e n ,  daß die g e m e s s e n e  G r ö ß e  apriori jeden 

b e lie b ig e n  W e r t e s  mit g l e i c h e r  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  fä h ig  ist, dann 

ist  n a c h  P u n k t  7 die W a h r s c h e i n l i c h k e i t  d e s  E in tr e f fe n s  bestimmte'- 
M e ß w e r t e  p ro p o rt io n a l  d e r  G e s a m t f l ä c h e  d e r  a u s  den  einzelne1

f  (u) - - K i~ h~-

li 111
d. h. a u f  ein S y s t e m ,  d e s s e n  U r s p r u n g  die A b s z i s s e  A" = ------ hal,

e
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reduzierten M e ß k u r v e n  g e b i ld e t e n  M u lt ip l ik a t io n s k u r v e .  F ü r  d ie s e  

njsteht n a c h  P u n k t  10 die H a u p t g l e i c h u n g

,  =  (  *  Y V * * " *  - ( ¥ ) } •
\ V 71/

( Yi in \
\\Terden  die  D i f f e r e n z e n  nij— ------- z w i s c h e n  den M e ß w e r t e n

\ 11 I
und dem a r i th m e tis c h e n  M ittel,  die  s o g e n a n n t e n  s c h e in b a r e n  F eh ler ,  

mit vv i’2, vv . v„ b e z e ic h n e t ,  s o  k a n n  die G l e i c h u n g  in der  F o r m

W * )
ungeschrieben w e r d e n .  D ie  G e s a m t f l ä c h e  d ieser  K u r v e  ist

+  OO

F  =  Cy. dx  =r  ̂ —  e . h"-*.
J  s/^'-Ku
—  OO

Sie  e rre ich t  ihren  H ö c h s t w e r t  für  j e n e n  W e r t  v o n  h =  // der 

Jen D if feren tia lq u o tien ten  n a c h  h z u  N u ll  m a ch t .  M an  findet

h' zu 1 u~ l

Fehlertheorie auf geometrischer Grundlage. 389

2 S  (v2)

D ie s  ist der  w a h r s c h e i n l i c h s t e  W e r t  des  G e n a u i g k e i t s 

maßes a u f  G r u n d  der  v o r l ie g e n d e n  11 M e s s u n g e n .

W ir d  an S t e l le  d e s  G e n a u i g k e i t s m a ß e s  der  m ittlere  F e h le r

 ̂ e in gefüh rt,  s o  e rg ib t  s ich  z u r  B e s t i m m u n g  d e s  w a h r -  
h y/2

scheinlichsten W e r t e s  d e s s e l b e n  die b e k a n n te  F o r m e l

11— 1

Die m e h r f a c h e  d irek te  M e s s u n g  e iner u n d  d e rs e lb e n  G r ö ß e  

ist z u g le ic h  e ine  in d ire kte ,  q u a n tita tiv e  M e s s u n g  d e s  a prio ri  u n 

bekannten G e n a u i g k e i t s m a ß e s  h. D e r  W a h r s c h e i n l i c h k e i t s a u s d r u c k

y  : e - ;,i 1 ("') . /7 " -1

stellt die M e ß k u r v e  d e s  G e n a u i g k e i t s m a ß e s  vo r ,  w e n n  h a ls  v e r 

änderlicher A b s z i s s e n w e r t  a u f g e fa ß t  w ird .

D ie s e  M e ß k u r v e  ist  u n s y m m e t r i s c h  b e z ü g l i c h  der  M a x im a l -  

°i'dinate u n d  e s  ist d a h e r  d e r  w a h r s c h e i n l i c h s t e  W e r t  h' d e s  

(ie n a u ig k e its m a ß e s  n ic h t  z u g l e i c h  der  w a h r s c h e in l ic h e  o d e r  M e ß 
wert /?,,, d ie se r  G rö ß e .
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U m  le t z t e r e n  z u  erm itteln , ist j e n e  O rd in ate  a u fzu su ch e n  j  

die G e s a m t f l ä c h e  der  M e ß k u r v e  halbiert .  D ie  z u g e h ö r ig e  Absziss 
liefert  dann  laut  D e f in it io n  n a c h  P u n k t  5 den  M e ß w e rt .

D a  d a s  G e n a u i g k e i t s m a ß  n ich t  n e g a t iv  s e in  ka n n , so iaul , 

die G l e i c h u n g  für  d ie  F l ä c h e  der  M e ß k u r v e :

h

jF * =  J ^ h2 2 (t’!) h’l~x d!l-
o

F ü r  den M e ß w e r t  hm m u ß  die B e z i e h u n g  b e s te h e n :

w o n a c h  d e r s e lb e  b e r e c h n e t  w e r d e n  k a n n .

U m  den p o s i t iv e n  u n d  den n e g a t i v e n  5 0 % i g e n  F eh ler  bei 

de r  B e s t i m m u n g  d e s  G e n a u i g k e i t s m a ß e s  fe s tzu s te l le n ,  sind jene 

A b s z i s s e n w e r t e  ht u n d  h2 a u f z u z u c h e n ,  für w e l c h e

3-----------------------------i p l,  ----  poo p l ---- _ _  L ' O O

J o —  4 ° ’ —  4  ° '

E s  ist d a n n  f M+z=.hx— hm der  p o sit iv e ,  f sa_ =  hm— h2 der 

n e g a t iv e  5 0 % i g ' e  F eh ler ,  w ä h r e n d  — /z2 = / 55+ + / , 0-  die  50 !’/Oii4e 

S t r e u u n g  b e d eu te t .

IV. Das aposteriorische Fehlergesetz (Gesetz der schein
baren Fehler).

12. Bestimmung der Meßkurve auf Grund mehrerer direkter 
Messungen einer Größe bei apriori unbekanntem Genauigkeitsmaße.

In v ie len  F ä l le n  d e r  d irekten  M e s s u n g  ist  d a s  G en au igke its

m a ß  der  E i n z e l m e s s u n g  apriori  u n b e k a n n t .  E r s t  da s  bei w iederholter 

M e s s u n g  e n ts te h e n d e  M e ß b i l d  g ib t  A n h a l t s p u n k t e  hie für  und 

e r m ö g l ic h t  die  B e s t i m m u n g  d e s  w a h r s c h e i n l i c h s t e n  o d e r  de s  wahr

s c h e in l ic h e n  W e r t e s  d e s s e lb e n ,  w i e  im P u n k te  11  g e z e i g t  wurde.

E s  h a n d e lt  s ic h  j e t z t  d a ru m , die e in er  s o lc h e n  mehrfachen 

M e s s u n g  e n t s p r e c h e n d e  ( z u s a m m e n g e s e t z t e )  M e ß k u r v e  abzuleiten, 

d e re n  G l e i c h u n g  d a n n  d e r  a n a l y t i s c h e  A u s d r u c k  d e s  aposteriorischen 

F e h l e r g e s e t z e s  o d e r  w i e  es  a u c h  g e n a n n t  w ird , d e s  G e s e t z e s  der 

s c h e in b a r e n  F e h l e r  s e in  w ird .

E s  se ie n  w i e d e r  mv m2, m.d>. .m n die b ei  d e r  «-maligen 

M e s s u n g  d e r s e lb e n  G r ö ß e  e rh a lte n e n  M e ß w e r t e .  U n a b h ä n g i g  vor

de r  G r ö ß e  de s  G e n a u i g k e i t s m a ß e s  l iegt  der  w a h r s c h e in l i c h s t e  und 

z u g l e i c h  M e ß w e r t  im a r i t h m e t is c h e n  M ittel m,n d e r  einzelnen 

M e ß w e r t e .

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Fehlertheorie auf geometrischer Grundlage. 3 9 1

W ä r e  d a s  G e n a u i g k e i t s m a ß  h apriori  b e k a n n t,  s o  w ü r d e  die 

l^ u p tg le ich u n g  d e r  z u s a m m e n g e s e t z t e n  M e ß k u r v e  in der  r e d u z ie r t e n  

|,-orm n a c h  P u n k t  10 l a u t e n .

h s j n  .y  —  _______ V ______  Z~ V "V"

\ /  *

Die W a h r s c h e i n l i c h k e i t ,  d a ß  die w a h r e  L a g e  d e s  E n d p u n k t e s

um das M a ß  x b is  x +  dx  v o m  a ri th m e tis c h e n  Mittel a b w e i c h e ,

wäre da n n :

h .\ J  n 7.y  dx =  — — e- 7i-«.v- dx.
V 7 %

N u n  ist  a b e r  die  u n e n d l ic h  k le in e  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  dafür, 

daß das G e n a u i g k e i t s m a ß  e b e n  d e n  b e s t im m t e n  W e r t  h b e s i tz e ,

nach P u n k t  11 p r o p o rt io n a l  d e m  A u s d r u c k e

c-a *  z  (vy- h n - \ ' d h .

D ie  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  für  d a s  Z u s a m m e n t r e f f e n  der  b e id e n

Ereignisse, daß die A b w e i c h u n g  d e s  W a h r w e r t e s  v o m  a r i th m e tis c h e n  

Mittel x bis  ,r 4- dx  b e tr a g e  u n d  d a ß  das  G e n a u i g k e i t s m a ß  die

Größe h bis  h +  dh b e s i t z e ,  ist p ro p o rt io n a l  d e m  P r o d u k t e

r2 100' ä—i dx dh ~  + - ’̂2)] h1l~l dx dh.

Die to ta le  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  für d a s  E in tre f fen  der A b w e i c h u n g  ,r 

des W a h r w e r t e s  v o m  a r i t h m e t is c h e n  Mittel be i  b e l i e b ig e m  W e r t e  

des G e n a u ig k e i t s m a ß e s  ist v e r h ä l t n is g le ic h  d e m  b e s t im m te n  I n te g ra le  

des o b ig e n  A u s d r u c k e s  in d e n  G r e n z e n  h =  0, h =  oo, w e l c h e s  bei 

H in w e g la s su n g  d e r  k o n s ta n te n  F a k t o r e n  lautet:

C O

dxj~e~;i" l1lx-+ - ('’")! . hn~l dh.

0

H ie ra u s  erg ibt  s i c h  a ls  a n a ly t i s c h e r  A u s d r u c k  de r  g e s u c h t e n  

Z u sa m m e n g ese tz en  W a h r s c h e i n l i c h k e i t s k u r v e  die G l e ic h u n g

O O

y  —  J * £-7/2 [>;.r- +  v ( r 1)] fr it - 1 dh,

0

welche n a c h  A u s m i t t l u n g  d e s  In teg ra ls  u n d  K ü r z u n g  in der  F o r m

1

r "i " - 1
{n x 9- +  S  ( f 2)}

erscheint. D i e s e  G l e i c h u n g  ist der  a n a l y t i s c h e  A u s d r u c k  d e s  

a p o s t e r i o r i s c h e n  F e h l e r g e s e t z e s  o d e r  d e s  G e s e t z e s  d e r  

s c h e i n b a r e n  F e h l e r .
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D a s  a p o s t e r io r is c h e  F e h l e r g e s e t z  b e s i t z t  e in e  s e h r  einfache 
g e o m e t r i s c h e  B e d e u t u n g .  S c h r e ib t  m a n  d a s s e l b e  in der  F orm

an, so  stellt d e r  W u r z e l a u s d r u c k  im N e n n e r  d e n  T r ä g h e i t s r a d i u s  

d e s  M e ß b i l d e s  in b e z u g  a u f  e in e n  P u n k t  der  A b sz is s e n a c h s e  

vor , de r  v o m  a r i t h m e t is c h e n  Mittel u m  d a s  M a ß  x a b w e ic h t .  Die 

W a h r s c h e i n l i c h k e i t  dafür, d a ß  irg e n d  ein A b s z i s s e n p u n k t  der wahre 

E n d p u n k t  der  g e m e s s e n e n  S t r e c k e  sei, ist s o m it  v e rk e h rt  proportional 

d e r  (7z + l ) t e n  P o t e n z  d e s  T r ä g h e i t s r a d i u s  d e s  M e ß b ild es  in beziu; 

a u f  d ie s e n  P u n k t.

D e r  B r u c h  - - -  b e d e u t e t  d a s  Q u a d r a t  d e s  T r ä g h e i ts r a d iu s  u 
n  111

d e s  M e ß b ild e s  in b e z u g  a u f  d a s  a r i t h m e t is c h e  M ittel  o der  den 

S c h w e r p u n k t  d e s s e lb e n .  D e r  r e z ip r o k e  W e r t  d e s  T rägh eitsradius

/v’ =  * k a n n  a ls  d a s  G e n a u i g k e i t s m a ß  d e r  a p o s t e r i o r i s c h e n

M e s s u n g  a u fg e fa ß t  w e r d e n .  S e t z t  m a n  k x = u ,  so e rs ch e in t  das 

F e h l e r g e s e t z  in der  für die w e i t e r e n  U n t e r s u c h u n g e n  bequem eren 

F o r m

D ie s e  F o r m e l  ist s e h r  b e m e r k e n s w e r t ,  w e i l  s ie  ze ig t ,  daß das 

R e s u lta t  e in er  m e h r f a c h e n  M e s s u n g ,  bei der  d a s  Genauigkeitsmal.i  

d e r  E i n z e l m e s s u n g  apriori  u n b e k a n n t  ist, n i c h t  d u rch  die G au ß'sche  

E x p o n e n t i a l f u n k t io n  d a rs te l lb a r  ist. D a s  G e s e t z  der  scheinbaren 

F e h l e r  ist s o m it  w e s e n t l i c h  v e r s c h i e d e n  v o m  G e s e t z e  der 

w a h r e n  F e h le r .

13. Das aposteriorische Fehlergesetz der Einzelmessung.

Mit a prio ri  u n b ek a n n te r ,  j e d o c h  g l e ic h e r  G e n a u ig k e i t  seien u
d ir e k te  M e s s u n g e n  e in e r  u n d  d e rs e lb e n  G r ö ß e  / a u s g e fü h r t  worden,

w o b e i  s ic h  die M e ß w e r t e  m v m2, ms, .m„ e rg a b en . S o d a n n  werde
e in e  a n d e r e  G r ö ß e  V mit  d e r s e lb e n  G e n a u i g k e i t  e i n m a l  direkt

g e m e s s e n .  D e r  M e ß w e r t  se i  in’. E s  soll  d ie  d ie s e r  E i n z e l m e s s u n g

e n t s p r e c h e n d e  M e ß k u r v e  b e s t im m t  w e r d e n .

D e r  V o r g a n g  z u r  E r m it t lu n g  d e r  G l e i c h u n g  d ieser  M eß kurve
ist  g a n z  a n a l o g  d em  im P u n k t e  12  z u r  B e s t i m m u n g  der  z u s a m m e n 
g e s e t z t e n  M e ß k u r v e  e in g e s c h l a g e n e n .  W ä r e  h d e r  W a h r w e r t  des  Ge
n a u i g k e i t s m a ß e s ,  so  h ä tte  die W a h r s c h e i n l i c h k e i t  e iner A b w e i c h u n g  x
d e s  W a h r w e r t e s  der  g e m e s s e n e n  G r ö ß e  v o m  M e ß w e r t e  m' den  W e r t

C

'0

1
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nun ist a b e r  die  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  dafür, daß h der W a h r w e r t  d e s  

G en au igkeitsm aßes sei,  p ro p o rt io n a l  d e m  A u s d r u c k

e-/<- ü (v2) _ hn- 1 _ J  ]t.

H ie ra u s  e rg ib t  s ic h  die  to ta le  W a h r s c h e in l i c h k e i t  für d ie  A b 

w eichung x v o m  M e ß w e r t e

OO

cl x J 'z ~ h’’ [;V'2+  - W] hn~1. d h

o

und n a c h  e n t s p r e c h e n d e r  U m f o r m u n g  die  G l e i c h u n g  d e r  M e ß 

k u r v e  d e r  a p o s t e r i o r i s c h e n  E i n z e l m e s s u n g

1

x1
1 + s F ) . 1 2

1

ii -t-i 
( 1 + ^ )  2

welche der a n a l y t i s c h e  A u s d r u c k  d e s  a p o s te r io r is c h e n  F e h l e r g e s e t z e s  

der E i n z e l m e s s u n g  ist.

D i e s e s  F e h l e r g e s e t z  ist  d em  d e r  z u s a m m e n g e s e t z t e n  M e s s u n g  

ganz äh n lich , n u r  g e h t  an S t e l le  d e s  A r g u m e n t e n w e r t e s  u =  kx  der

Wert =z - ■ . x in die F o r m e l  ein. E s  ist s o m it  der G e n a u i g k e i t s -

grad der E i n z e l m e s s u n g  \ /  « -m a l k le in e r  als  der der z u s a m m e n 

gesetzten  M e s s u n g .

14. Anatytische Untersuchung des aposteriorischen Fehlergesetzes.

D ie  F e h le r fu n k tio n  d e s  a p o s t e r io r is c h e n  F e h l e r g e s e t z e s

1

y - ------------ » ± r
( i  + « 2 ) 2

ist für g a n z z a h l i g e  W e r t e  v o n  n, w i e  s ie  hier a u s s c h l i e ß l i c h  in 

Betracht k o m m e n  in g e s c h l o s s e n e r  F o r m  integrierbar. D ie  In teg ra t ion  

wurde a u s g e a r b e i t e t  im J a h re  1 9 1 7  d u r c h  H e rrn  J. K u t l i k ,  d a m a ls  

Beam ter de r  U n g a r is c h e n  K a n o n e n f a b r i k  in G y ö r .
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D a s  a l lg e m e i n e  In te g ra l  la u tet :  

a) für u n g e r a d e  n

n z= 3

11 =  o

ii =  7

1 «  1 

2- - - T T ^  +  y a r c ^ “

i
+

4  ( 1 + « 2)2 4 . 2  1 + « 2 4 . 2
• a r c / .

1
+ +

} J y . d u  =  {

6 ( 1 + m 2)3 6 . 4  ( l + « 2)s

5 . 3  1 1  5 . 3 . 1

+  ” 6 7 4 7 2 " '  ( 1  + u 2 )  +  " 6 7 4 7 2 "  a r c

1

H—
7 . 5 u 7 . 5 . 3 . 1

^  +8 . 6 . 4  (1 +  u2)2 ' 8 . 6 . 4 . 2  (1 + u 2)
7 . 5 . 3 . 1

+
8 . 6 . 4 .2

arc t° it

b) für g e r a d e  11

11 =  2

11 ■=. 4

11 =  6

u s w . ,

1 \v*

1 ■+■ « 2

1 V/*

l + « s

1 \ ‘/s 2 

T

11

u
—  5

1

1 + « 2

1 + « 2

1

V 1 + n 2
_4

"3"

+ 1 \!i JL2 
1 +11-)  3.1

1 Vi*
+

t ) - +
1 + 1 1 2 1 \ 1+U 2 / O

1 y/* 6 .4  f i  y/* 6.4.2
+ ' 1 H~ / ö . 3 V 1 -I- «■ / o . 3 .

u s w .

D ie  F l ä c h e  der M e ß k u r v e  ist, e n t s p r e c h e n d  der F o r m e l

+00 00

F  =  j  y .d u  =  2 J y . d u ,

— OO o
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Fchlertheorie auf geometrischer Grundlage. 395

u n g e ra d e  n:

+ ° ° _  Q (1 1 — 2) (n—  4 ) . . .  5 . 3 . 1  71

_ 00 —  ( 11 — 1) (n — 3) .  6 . 4 . 2  " 4 ’

,lir gerade  11 :
+ ° ° _9 1 ( 11  —  2) (1 1 —  4 ) .  4 . 2

_oo n —  1 (11 —  3) (n—  5 ) . . .  3 . 1

Der m itt lere  F e h l e r  f v. u n d  der d u r c h s c h n it t l ic h e  F e h le r  f d 
gönnen n a c h  den F o r m e l n

+  CO + 0 0

ß ' s -ä u ' f i = 4 ^  ß ' - j n
p  J  f  J

iierechnet w e r d e n .

D e r  w a h r s c h e i n l i c h e  F e h l e r  u n d  die S O p r o z e n t ig e  S t r e u u n g  

werden d u r c h  A u f s u c h e n  de r  den H a lb ie r u n g s o r d in a t e n  e n t s p r e c h e n 

den A b s z is s e n  ermittelt.

In d e r  n a c h s t e h e n d e n  T a b e l l e  s in d  die d e n  g e n a n n t e n  F e h le r -  

größen e n t s p r e c h e n d e n  A r g u m e n t e n w e r t e  u(J., ud, uw fü r  die M e ß 

zahlen 2 bis  10 e in g e tra g e n .  H i e b e i  ist  z u  s e t z e n :

a) für d en  F a l l  d e r  a p o s t e r io r is c h e n  E i n z e l m e s s u n g :

hx 1

S j n  V S  («*) ' ’

b) für  d e n  F a l l  d e r  z u s a m m e n g e s e t z t e n  a p o s t e r io r is c h e n  M e s s u n g

•X.

D u r c h  A u f l ö s u n g  n a c h  x k ö n n e n  die b e tr e f fe n d e n  F e h l e r g r ö ß e n  

in k o n k reten  F ä l le n  b e r e c h n e t  w e r d e n .

X 2 3 4 5 6 8 9 10

0-578 0-444 0-369 0-320 0-288 0-264 0-247 0-233 0-221

00 1 v T Vr Vt VI
" d 1

2 1 4 3 16 . 15 96 105
TZ 3 R 8 15 * 48 105 1; 384
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15 . D a  die M e h r z a h l  d e r  p r a k t is c h  v o r k o m m e n d e n  direl-tL- 

M e s s u n g e n  a u f  a p o s t e r io r is c h e r  B e s t i m m u n g  d e s  G enauigkeitsm aiiCs 

be ru h t,  s o  v e rd ie n t  d a s  a p o s t e r io r is c h e  F e h l e r g e s e t z  eine besonder- 

B e a c h t u n g .  T r o t z d e m  ist es  a l lg e m e in  ü b l ic h ,  s o lc h e  M e ss u n g e n  naei 

d e m  G a u ß ’c h e n  G e s e t z  z u  b e h a n d e ln .  D ie s  ist v o m  theoretische-- 
S t a n d p u n k t  b etrach tet ,  e n t s c h ie d e n  u n r ic h t ig  u n d  g ib t  bei kleiner' 

M e ß z a h l e n  ein u n r ic h t ig e s  B i ld  v o m  G e n a u i g k e i t s g r a d e  des 

r e su ltats .

M it z u n e h m e n d e r  M e ß z a h l  v e r s c h w i n d e t  der Unterseh iCu 

z w i s c h e n  d e m  a p o s t e r io r is c h e n  u n d  d e m  G a u ß ’s c h e n  G e s e t z e  immer 

m e h r  u n d  m ehr. D e r  G r e n z w e r t  für die a p o s t e r io r is c h e  Fehlerfunktion 

für d ie  M e ß z a h l  n — oo ist die G a u ß ’s c h e  E x p o n e n t ia l fu n k t io n .

V Die qualitative Messung.
16. Die qualitative Meßkurve.

W i e  s c h o n  in der  E in le i t u n g  d a r g e le g t  w u r d e ,  gibt es außei 

d e r  q u a n tita tiv en  M e s s u n g  n o c h  e in  a n d e r e s  M e ß v e rfa h re n  zur Be

s t i m m u n g  e in er G rö ß e ,  n ä m lic h  die q u a l i t a t i v e  M e s s u n g .  B ei  dieser 

w i r d  e in  w i l lk ü r l ic h  g e w ä h l t e s  M a ß  mit der  z u  m e s s e n d e n  Größe 

v e r g l i c h e n  u n d  fes tg e s te l l t ,  o b  le tz te r e  g r ö ß e r  o d e r  k le in er  sei, als 

ersteres .  D a s  E r g e b n i s  e in e r  e in z e ln e n  Q u a l i t ä t s m e s s u n g  kann daher 

n u r  e n t w e d e r  ein  p o s i t iv e s  o der ein n e g a t iv e s  s e in  un d  es liefen 

e i n e  s o lc h e  M e s s u n g  k e in e n  q u a n t ita t iv  f e s t s te h e n d e n  Meßwert.

In A b b i l d u n g  5 sei  die S t r e c k e  OM =  m  d a s  z u r  Ausführung 

e in e r  q u a li ta t iv e n  M e s s u n g  v e r w e n d e t e  M a ß . D a s  E r g e b n is  der 

M e s s u n g  sei  p o sit iv ,  d. h., e s  h a b e  s i c h  die z u  m e s s e n d e  Strecke 

g r ö ß e r  e r w ie s e n  als  d a s  M aß. E s  so ll  d ie  M e ß k u r v e  d ie se r  Qualitäts

m e s s u n g  b e s t im m t w e r d e n .

Z u r  L ö s u n g  d ie se r  A u f g a b e  m u ß  v o r  a l le m  die z u m  Maße w 
g e h ö r ig e ,  q u a n tita tiv e ,  r e d u z ie r t e  M e ß k u r v e  y — <p (x) bekan n t sein, 

w e l c h e  in A b b i l d u n g  5 mit (I> b e z e i c h n e t  ist. W e n n  d ie  gemessene 

S t r e c k e  d en  W e r t  *  b e s ä ß e ,  d a n n  w ä r e  die W a h r s c h e in l ic h k e i t ,  mit 

d e m  M a ß e  m  ein p o s i t iv e s  E r g e b n i s  z u  erhalten, gleichbedeutend 

mit de r  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  dafür, daß der z u m  M e ß w e r t e  m  g e h ö rig e  

W a h r w e r t  k le in e r  a l s *  sei, a lso  l in k s  v o m  A b s z i s s e n p u n k t  X  liege. 

D i e s e  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  ist a b e r  g l e i c h  d e m  links  v o n  X  liegenden 

F lä c h e n t e i l  der  r e d u z i e r t e n  M e ß k u r v e  o d e r  a n a ly t is c h  a u sg e d rü c k t, 

g l e i c h  d e m  b e s t im m te n  In te g ra le  d e r  M e ß k u r v e n f u n k t i o n  v o n  —  oo bis r

Z =  I 'S (x) . dx.

— oo

D ie s e  B e z i e h u n g  gi lt  für j e d e n  b e lie b ig e n  W e r t  v o n  x. Del' 
W a h r s c h e i n l i c h k e i t s w e r t  s  w ir d  d a h e r  a l lg e m e in  d u r ch  die  O rd in a te n  

e in e r  K u r v e  *F+  m it de r  G l e i c h u n g
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Fehlertheorie auf geometrischer Grundlage. 3 9 7

=  ^ 0 ' ) =  rf  (x).dxf
— OO

ni,n A u s d r u c k e  g e b ra c h t .

Die O rd in a te n  d ie se r  K u r v e  s in d  die b e st im m te n  In te g ra le  d e r  

re d u z ie r te n ,  q u a n tita tiv en  M e ß k u r v e n g l e i c h u n g ,  v o n  —  o o  bis  z u m  

jeweiligen A b s z i s s e n w e r t e  x. S ie  soll  a ls  p o s i t i v e  I n t e g r a l k u r v e  

Jer quantitativen  M e ß k u r v e  b e z e i c h n e t  w e r d e n .

N a c h  d e m  S a t z e  v o n  der  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  der U r s a c h e n  

muß die u n e n d l ic h  k le in e  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  dafür, daß  der  E n d p u n k t  

jer qualitativ g e m e s s e n e n  S t r e c k e  e in e n  b e s t im m t e n  A b s z i s s e n w e r t  x 
1ms x + d x  a u f w e is e ,  w e n n  die  M e s s u n g  ein p o s i t iv e s  E r g e b n i s  g e 

liefert hat, p ro p o rt io n a l  se in  d e m  o b e n  b e r e c h n e t e n  W a h r s c h e i n l i c h 

keitswerte D ie  M e ß k u r v e  e iner p o s it iv e n  Q u a l i t ä t s m e s s u n g  ist 

demnach die p o s it iv e  I n t e g r a lk u r v e  der z u m  a n g e w e n d e t e n  M a ß e  m 
gehörigen re d u z ie r te n ,  q u a n t ita tiv e n  M e ß k u r v e .  Ihre a n a l y t i s c h e  D a r 

stellung e rfo lg t  d u r c h  die  G l e i c h u n g

Die M e ß k u r v e  der p o s i t iv e n  Q u a l i t ä t s m e s s u n g  b e w e g t  s ich  

zwischen z w e i  A s y m p t o t e n ,  de r  X - A c h s e  u n d  der h ie z u  P a r a l le le n  

im A b sta n d e  eins. Ihre O rd in a te n  w a c h s e n  mit z u n e h m e n d e r  A b s z i s s e  

vom u n teren  G r e n z w e r t e  N u l l  bis  z u m  o b e r e n  G r e n z w e r t e  eins. D ie  

zum M a ße  m g e h ö r ig e  O rd in a te  h at  d en  W e r t  1/2. Die  z w i s c h e n  K u r v e  

und A b s z i s s e n a c h s e  l i e g e n d e  F l ä c h e  ist u n e n d l ic h  gro ß . D ie  W a h r 

scheinlichkeit  für d ie  L a g e  d e s  E n d p u n k t e s  d e r  g e m e s s e n e n  S t r e c k e  

in einem A b s c h n it t e  d e r  A b s z i s s e n a c h s e  v o n  e n d lich er  A u s d e h n u n g  

ist daher u n e n d l ic h  klein. D e r  w a h r s c h e i n l i c h s t e  W e r t  u n d  der M e ß w e r t  

der g e m e s s e n e n  S t r e c k e  s in d  u n e n d l ic h  groß.

In g l e i c h e r w e i s e  läßt  s ic h  z e ig e n ,  daß die M e ß k u r v e  der  n e 

g a t i v e n  O u a l i t ä t s m e s s u n g  d u r c h  die n e g a t i v e  I n t e g r a l k u r v e

der z u m  M e ß w e r t e  m g e h ö r ig e n  q u a n t i ta t iv e n  M e ß k u r v e  d a r 
gestellt w ird.

A u s  d ie se n  B e t r a c h t u n g e n  fo lg t  d e r  V .  H a u p t s a t z :  D i e  q u a 

l i t a t i v e n  M e ß k u r v e n  s i n d  d i e  I n t e g r a l k u r v e n  d e r  q u a n t i 
t a t i v e n  M e ß k u r v e .

D e r  Z u s a m m e n h a n g  z w i s c h e n  d e r  p o s it iv e n  u n d  der  n e g a t i v e n  

qualitativen M e ß k u r v e  e rg ib t  s ic h  a u s  der  B e z i e h u n g

.r

— oo
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X

(p (x) .d x  + (x) . d x —  (x). d x —  1

— OO

d a h e r  z +  t =  1, t =  1 —  z. D ie  O rd in a te n  d e r  p o s it iv e n  und der ne

g a t i v e n  q u a l i ta t iv e n  M e ß k u r v e  e r g ä n z e n  s ic h  a u f  eins.

F e r n e r  s in d  n o c h  f o l g e n d e  B e z i e h u n g e n  b e a c h te n s w e r t :

für =r in ist s  =  t =  1/2, für x =  -f- o o  ist  z =r 1, t ■=. O-, fü r  x — —  ,x  

ist 2 =  0’, i =  1 .

Ist die q u a n t ita t iv e  M e ß k u r v e  s y m m e t r is c h  b e z ü g l ic h  ihrer 

H a u p t o r d in a t e ,  s o  b e s t e h t  n o c h  f o lg e n d e r  Z u s a m m e n h a n g  zwischen 

d e n  b e id e n  q u a lita t ive n  M e ß k u r v e n :  Z(m+a) =r

D ie  Z u s a m m e n s e t z u n g  de r  q u a l i ta t iv e n  M e s s u n g e n  untereinander 

o d e r  m it  q u a n tita tiv en  M e s s u n g e n  e rfo lg t  g e n a u  n a c h  den in Punkt i> 

e n t w ic k e l t e n  R e g e ln ,  w o n a c h  die z u s a m m e n g e s e t z t e  M e ß k u rv e  die 

M u lt ip l ik a t io n s k u r v e  der  e in z e ln e n  M e ß k u r v e n  ist. F ü r  die Fehler 

g e o m e t r ie  e x is t ier t  ke in  p r in z ip ie l le r  U n t e r s c h ie d  z w i s c h e n  quanti

tativer  u n d  q u a l i ta t iv e r  M e s s u n g .

W i r d  e in e  G r ö ß e  n u r  q u a lita t iv  g e m e s s e n ,  s o  m ü s s e n  zumindest 

eine p o s i t iv e  mit e in e r  n e g a t iv e n  M e s s u n g  Z u sa m m e n treffen ,  damit 

d ie  M e ß g e n a u i g k e i t  e in en  e n d lich  g r o ß e n  W e r t  a u fw e is e .  Einen 

s o lc h e n  M e ß v o r g a n g  b e z e i c h n e t  m a n  a ls  e i n f a c h e  G a b e l b i l d u n g .

D ie  h ie b e i  v e r w e n d e t e n  M a ß e  mx für die p o s it iv e  u n d  m2 für 

die n e g a t iv e  M e s s u n g  w e r d e n  als  u n te r e  u n d  o b e r e  Gabelgrenzen, 

d e r  U n t e r s c h ie d  m.2— = g  w i r d  a ls  G a b e l w e i t e  b e ze ich n e t .  In 

A b b i l d u n g  6 ist  die e in er  e in fa c h e n  G a b e lb i ld u n g  entsprechende 

Z u s a m m e n s e t z u n g  der  M e ß k u r v e n  dargeste llt .

V o n  b e s o n d e r e m  I n te r e s s e  ist die  mit e in em  u n d  demselben 

M e ß g e r ä t  e rz ie lte  N u l l g a b e l ,  d a s  ist d a s  E in tre f fen  e in es  positiven 

und e in e s  n e g a t iv e n  R e s u l t a t s  bei V e r w e n d u n g  d e s  g le ic h e n  M aßes in 
o d e r  w a s  g l e i c h b e d e u t e n d  ist, d a s  E in tr e f fe n  e in e r  G a b e l  v o n  der 

G a b e l w e i t e  N ull.  D ie  z u s a m m e n g e s e t z t e  M e ß k u r v e  e in e r  s o lc h e n  Null

g a b e l  b e s i tz t  die G l e i c h u n g

18. Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines bestimmten E rg e b n isse s  

der Qualitätsmessung.
In A b b i l d u n g  7 stelle  <I> die g e g e b e n e  M e ß k u r v e  e in e s  Strecken 

e n d p u n k t e s  dar. E s  so ll  die W a h r s c h e i n l i c h k e i t  d a f ü r  b e r e c h n e t  werden, 

d a ß  e in e  fo lg e n d e ,  mit d e m  M a ß e  m a u s fü h r e n d e  Q u a l i t ä t s m e s s u n g ,  

ein  p o s i t iv e s  E r g e b n i s  l iefern w e r d e .

17. Zusammengesetzte qualitative Messungen.

U z=z z. (1 —  z) — z
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Fehlertheoris auf geometrischer Grundlage. 3 9 9

Die K u r v e  *F+ sei  die z u m  M a ß e  m g e h ö r ig e ,  p o s it iv e  M e ß k u r v e -

l der VV a h r w e r t  der  z u  m e s s e n d e n  S t r e c k e ,  d a n n  w ü r d e  d ie  

;u / g e h ö r ig e  O rd in a te  d e r  K u r v e  die W a h r s c h e in l i c h k e i t

e rs te lle n , bei A n w e n d u n g  d e s  M a ß e s  m e ine  p o s i t iv e  Q u a l i t ä t s -  

•nessung z u  e rz ie len .  N u n  ist a b e r  d ie  W a h r s c h e i n l i c h k e i t ,  da ß  / der 

W'ahrwert sei, g l e i c h  d e m  Q u o t ie n te n  a u s  der  E le m e n t a r f lä c h e  y .dx  
,n die G e s a m t f l ä c h e  F  der  K u r v e  O .

Die z u s a m m e n g e s e t z t e  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  für  d a s  E in trete n

y  .z. dx
beider E r e ig n is s e  ist d a s  P r o d u k t  ----- --------. D ie  tota le  W a h r s c h e i n 

lichkeit für d a s  A u ftr e te n  e in e s  p o s i t iv e n  E r g e b n i s s e s  der Q u alitä ts-  

messung ist d a h e r

D ie s e s  b e s t im m te  In teg ra le  ist a b e r  die F l ä c h e  der M u lt ip li

kationskurve a u s  der  g e g e b e n e n  M e ß k u r v e  <J> u n d  d e r  q u a l ita t ive n  

Meßkurve *F+ , o der  die  F l ä c h e  d e r  a u s  der v o r h a n d e n e n  u n d  d e r  

erwarteten M e s s u n g  e n ts p r in g e n d e n  M e ß k u r v e .

In a n a lo g e r  W e i s e  w ä r e  die A b le i t u n g  für die B e s t i m m u n g  der  

W ahrscheinlichkeit e in es  n eg a t iv e n  E r g e b n i s s e s  der q u a l ita t ive n  M e s 

sung d u r c h z u fü h re n  u n d  es  ergib t  s ic h  die a l lg e m e in e ,  d u r c h  den 

VI. H a u p t s a t z  a u s g e d r ü c k t e  R e g e l :

D i e  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  d e s  E i n t r e f f e n s  e i n e s  b e 

s t i m m t e n  E r g e b n i s s e s  d e r  q u a l i t a t i v e n  M e s s u n g  e i n e r  s c h o n  

dur c h e i n e  M e ß k u r v e  f e s t g e l e g t e n  G r ö ß e  i s t  d e r  Q u o t i e n t  

der F l ä c h e  d e r  z u s a m m e n g e s e t z t e n  M e ß k u r v e  i n  d i e  F l ä c h e  

der g e g e b e n e n  M e ß k u r v e .

D ie s e r  S a t z  ist d a s  A n a l o g o n  z u m  II. H a u p ts a tz ,  der s ich  a u f  

das Eintreten e in es  b e st im m te n  M e ß w e r t e s  der q u a n tita tiv en  M e s s u n g  

bezieht. D a  a b e r  be i  d ie se r  u n e n d l ic h  v ie le  M ö g l ic h k e ite n  v o r l ie g e n ,  

so ist die W a h r s c h e i n l i c h k e i t  d e s  E in tre ffen s  einer d e rs e lb e n  u n 

endlich klein. B e i  der  qu a l ita t ive n  M e s s u n g  aber, die n ur e n t w e d e r  

ein p o sit ives  o d er  e in  n e g a t iv e s  E r g e b n i s  l iefern  kan n, ist der  W a h r 

scheinlichkeitsw ert  fü r  das  Ein treffen  e in es  d e rs e lb e n  im a l lg e m e in e n  

von e n d lic h e m  W e rte .

D er VI; H a u p t s a t z  gi lt  n icht  nur für die E i n z e l m e s s u n g ,  

sondern b e st im m t a u c h  die  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  für d a s  E in treffen  

bestimmter E r g e b n is s e  bei m e h r e r e n  qualita t iven  M e s s u n g e n ,  g l e i c h 

gültig ob d ie se lb en  mit g le ic h e n  o d e r  mit v e r s c h ie d e n e n  M a ß e n  

ausgeführt w e r d e n .  In s o lc h e n  F ä l le n  sind s ä m tl ic h e  in F r a g e  k o m 

menden p o s i t iv e n  u n d  n e g a t iv e n  M e ß k u r v e n  m it  der g e g e b e n e n  

z u s a m m e n zu se tze n .

— oo
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3 9 8 E. R ö g g la ,

X

<p (x) .d x  +
C O + 00

(x). d x — y (x). d x — 1,

— 00 —00
d a h e r  z +  t — 1, t — 1 —  s. D ie  O rd in a te n  de r  p o s it iv e n  u n d  der ne

g a t i v e n  q u a l i ta t iv e n  M e ß k u r v e  e r g ä n z e n  s ic h  a u f  eins.

F e r n e r  s in d  n o c h  f o l g e n d e  B e z i e h u n g e n  b e a c h te n s w e r t :

für x r= in ist s =  t — 1/2, für = ;  +  00 ist  z =  1, t — Q, für  x — —  

ist z — O, t — 1 .

Ist die q u a n t i ta tiv e  M e ß k u r v e  s y m m e t r i s c h  b e z ü g l ic h  ihrer 

H a u p t o r d in a t e ,  s o  b e s t e h t  n o c h  fo lg e n d e r  Z u s a m m e n h a n g  zwischen 

d e n  b e id e n  q u a lita t ive n  M e ß k u r v e n :  z(m+a) t(in- a).

D ie  Z u s a m m e n s e t z u n g  d e r  q u a l i ta t iv e n  M e s s u n g e n  untereinander 

o d e r  m it  q u a n tita tiv en  M e s s u n g e n  e rfo lg t  g e n a u  n a c h  d e n  in Punkt 6 

e n t w ic k e l t e n  R e g e ln ,  w o n a c h  die z u s a m m e n g e s e t z t e  M e ß k u r v e  die 

M u lt ip l ik a t io n s k u r v e  der e in z e ln e n  M e ß k u r v e n  ist. F ü r  die Fehler

g e o m e t r ie  ex is t ier t  ke in  p r in z ip ie l le r  U n t e r s c h i e d  z w i s c h e n  quanti

tativer  u n d  q u a l i ta t iv e r  M e s s u n g .

W i r d  e ine  G r ö ß e  n u r  qua lita t iv  g e m e s s e n ,  s o  m ü s s e n  zumindest 

e ine p o s i t iv e  mit e in e r  n e g a t i v e n  M e s s u n g  Zusammentreffen, damit 

d ie  M e ß g e n a u i g k e i t  e in en  e n d lich  g r o ß e n  W e r t  a u fw e is e .  Einen 

s o l c h e n  M e ß v o r g a n g  b e z e i c h n e t  m a n  a ls  e i n f a c h e  G a b e l b i l d u n g .

D ie  h ie b e i  v e r w e n d e t e n  M a ß e  mt für  die p o s it iv e  u n d  m, für 

die n e g a t iv e  M e s s u n g  w e r d e n  als  u n tere  u n d  o b e r e  G abelgren zen, 

de r  U n t e r s c h i e d  m .2— Wj — g  w i r d  a ls  G a b e l w e i t e  b e z e ic h n e t .  In 

A b b i l d u n g  6 is t  die e in er  e in fa c h e n  G a b e l b i l d u n g  entsprechen de 

Z u s a m m e n s e t z u n g  der  M e ß k u r v e n  d argeste l l t .

V o n  b e s o n d e r e m  In te r e s s e  ist die m it e in em  u n d  demselben 

M e ß g e r ä t  e rz ie lte  N u l l g a b e l ,  d a s  ist  d a s  E in tre f fen  e in es  positiven 

un d  e in e s  n e g a t iv e n  R e s u l t a t s  bei V e r w e n d u n g  d e s  g le ic h e n  M aßes m 
o d e r  w a s  g l e i c h b e d e u t e n d  ist, d a s  E in tr e f fe n  e in e r  G a b e l  v o n  der 

G a b e l w e i t e  N ull.  D ie  z u s a m m e n g e s e t z t e  M e ß k u r v e  e iner s o lc h e n  Null

g a b e l  b e s i tz t  die  G l e i c h u n g

18. W ahrscheinlichkeit des Eintretens eines bestimmten Ergebnisses

In A b b i l d u n g  7 stelle  d ie  g e g e b e n e  M e ß k u r v e  e in e s  S tre c k e n 
e n d p u n k t e s  dar. E s  s o l l  die W a h r s c h e i n l i c h k e i t  d a f ü r  b e r e c h n e t  werden, 

d a ß  e ine  fo lg e n d e ,  mit  d e m  M a ß e  m  a u s fü h r e n d e  Qualitätsmessung'-  

e in  p o s i t i v e s  E r g e b n is  l iefern w e r d e .

17. Zusammengesetzte qualitative Messungen.

U — Z.(l —  z) — z

der Qualitätsmessung.
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Die K u r v e  'Ir+  sei  die z u m  M a ß e  m g e h ö r ig e ,  p o s it iv e  M e ß k u r v e -  

^’äre l der W a h r w e r t  der  z u  m e s s e n d e n  S t r e c k e ,  d a n n  w ü r d e  die  

,Ll / g e h ö r ig e  O rd in a te  de r  K u r v e  *F+  die W a h r s c h e i n l i c h k e i t

v o rste lle n , bei A n w e n d u n g  d e s  M a ß e s  m  e ine p o s i t iv e  Q u a l i t ä t s -  

Messung z u  e rz ie len .  N u n  ist a b e r  die  W a h r s c h e i n l i c h k e i t ,  d a ß  / der  

\Vahrvvert sei, g l e i c h  d e m  Q u o t ie n te n  a u s  der  E le m e n t a r f lä c h e  y  .dx  
;n die G e s a m t f l ä c h e  F  der  K u r v e  4>.

D ie  z u s a m m e n g e s e t z t e  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  für  d a s  E in tr e te n

y  ,z .d x
beider E re ig n is s e  ist d a s  P r o d u k t  ------------- . D ie  to ta le  W a h r s c h e i n -r
Üchkeit für d a s  A u ftr e t e n  e in e s  p o s i t iv e n  E r g e b n i s s e s  der  Q u a l i t ä t s 

messung ist d a h e r

D i e s e s  b e s t im m t e  In te g ra le  ist a b e r  die F l ä c h e  der M u lt ip l i 

kationskurve a u s  d e r  g e g e b e n e n  M e ß k u r v e  <I> u n d  d e r  q u a l i ta t iv e n  

Meßkurve \F+ , o d e r  die  F l ä c h e  d e r  a u s  der  v o r h a n d e n e n  u n d  d e r  

erwarteten M e s s u n g  e n ts p r in g e n d e n  M e ß k u r v e .

In a n a lo g e r  W e i s e  w ä r e  die A b l e i t u n g  für die B e s t i m m u n g  de r  

W a h rsch ein lich k eit  e in e s  n e g a t iv e n  E r g e b n i s s e s  der  q u a l i ta t iv e n  M e s 

sung d u r c h z u f ü h r e n  u n d  e s  e rg ib t  s ic h  die a l lg e m e in e ,  d u r c h  den 

VI. H a u p t s a t z  a u s g e d r ü c k t e  R e g e l :

D i e  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  d e s  E i n t r e f f e n s  e i n e s  b e 

s t i m m t e n  E r g e b n i s s e s  d e r  q u a l i t a t i v e n  M e s s u n g  e i n e r  s c h o n  

d u r c h  e i n e  M e ß k u r v e  f e s t g e l e g t e n  G r ö ß e  i s t  d e r  Q u o t i e n t  

der F l ä c h e  d e r  z u s a m m e n g e s e t z t e n  M e ß k u r v e  i n  d i e  F l ä c h e  

der g e g e b e n e n  M e ß k u r v e .

D ie s e r  S a t z  ist d a s  A n a l o g o n  z u m  II. H a u p t s a t z ,  der s ic h  a u f  

das E in treten  e in e s  b e s t im m t e n  M e ß w e r t e s  der  q u a n tita tiv en  M e s s u n g  

bezieht. D a  a b e r  b ei  d ie s e r  u n e n d l ic h  v ie le  M ö g l ic h k e i t e n  v o r l i e g e n ,  

so ist die W a h r s c h e i n l i c h k e i t  d e s  E in tr e f fe n s  e iner d e r s e lb e n  u n 

endlich k le in . B e i  d e r  q u a l i ta t iv e n  M e s s u n g  aber ,  die n ur e n t w e d e r  

ein p o s it iv e s  o d e r  e in  n e g a t i v e s  E r g e b n i s  l iefern  ka n n , ist d e r  W a h r 

s ch e in lich k eits w ert  für  d a s  E in tre f fen  e in e s  d e r s e lb e n  im a l lg e m e in e n  

von e n d l ic h e m  W e r t e .

D e r  VI. H a u p t s a t z  g i l t  n icht  nur für die  E i n z e l m e s s u n g ,  

sondern b e s t im m t a u c h  die  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  für d a s  E in tre f fen  

bestimmter E r g e b n is s e  bei m e h r e r e n  q u a lita t ive n  M e s s u n g e n ,  g l e i c h 

gültig ob  d ie se lb e n  mit g le ic h e n  o d e r  mit v e r s c h ie d e n e n  M a ß e n  

ausgeführt w e r d e n .  In s o l c h e n  F ä l l e n  s ind  s ä m tl ic h e  in F r a g e  k o m 

menden p o s i t iv e n  u n d  n e g a t i v e n  M e ß k u r v e n  m it der g e g e b e n e n  

z u s a m m e n z u s e t z e n .

—oo
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19. Die qualitative Messung als Wahrscheinlichkeitsmessuni*
W i r d  e ine  G r ö ß e  m e h r m a ls  q u a l i ta t iv  g e m e s s e n ,  so ist d: 

M u lt ip l ik a t io n s k u r v e  a u s  den e in z e ln e n  q u a li ta t iv e n  M eßkurven  d- 

f e h le r g e o m e t r is c h e  A u s d r u c k  d e s  M e s s u n g s e r g e b n i s s e s  u n d  es kUnr 

a u s  d ie se r  K u r v e ,  w i e  b e i  der  q u a l i ta t iv e n  M e s s u n g ,  der  M eßwcr 

u n d  der w a h r s c h e in l i c h s t e  W e r t  de r  g e m e s s e n e n  G rö ß e  ermitu*ii 

w e r d e n .  D e r  M e ß w e r t  e n ts p r ich t  d e m  F u ß p u n k t e  der  H a lb ieru n g.  

Ordinate d e r  K u r v e n f lä c h e ,  de r  w a h r s c h e i n l i c h s t e  W e r t  w ird  durch 
die  z u r  M a x im a lo r d in a te  g e h ö r ig e  A b s z i s s e  bestim m t.

U m  eine z u s a m m e n g e s e t z t e  Q u a l i t ä t s m e s s u n g  in dieser Weise 

a u s z u w e r t e n ,  m u ß  die  G e s t a l t  u n d  L a g e  der  e in z e ln e n  Meßkurven 

b e k a n n t  sein. Ist d ie s  n ich t  de r  F a l l ,  so  b e s c h r ä n k t  s ich  das Er

g e b n is  a u f  die F e s t s t e l l u n g  der  Z a h l  der p o s it iv e n  und negativen 

R esultate .

V o n  b e s o n d e r e m  In t e r e s s e  ist  h ieb ei  der  Fall,  daß eine Grüße 

mit d e m s e lb e n  G e r ä te  u n d  g l e ic h e m  M a ß e  w ie d e r h o l t  qualitativ 

m e s s e n  w ird .  D a s  E r g e b n i s  ist e in e  a u s  p  p o sit iv en  u n d  q negativen 

M e s s u n g e n  z u s a m m e n g e s e t z t e  N u l lg a b e l .  D a s  V er h ä ltn is  der Zahl 

de r  p o s i t iv e n  u n d  n e g a t i v e n  M e s s u n g e n  z u r  G e s a m t z a h l  aller Mes

s u n g e n ,  d a rg e s te l l t  d u r c h  die e c h t e n  B r ü c h e  p : 11 u n d  q 11, steht im 

Z u s a m m e n h a n g  m it d e r  W a h r s c h e in l i c h k e i t  d e s  E in tre f fen s  positiver 

o d e r  n e g a t iv e r  E r g e b n i s s e  b ei  F o r t s e t z u n g  der Q u a l i tä ts m e s s u n g  mit 

d e m s e lb e n  M aß. D ie  a n g e g e b e n e n  V e r h ä l t n is z a h le n  bed eu te n  den 

w a h r s c h e i n l i c h s t e n  W e r t  d e s  V e r h ä l t n i s s e s  der z u  erwartenden 

p o s it iv e n  u n d  n e g a t iv e n  R e s u l t a t e  z u r  G e s a m t z a h l  der Messungen

D a s  u n m i t t e l b a r e  E r g e b n i s  e iner G r u p p e  v o n  Qualitäts

m e s s u n g e n  mit g l e i c h e n  M a ß e n  ist  d e m n a c h  ein W a h r sc h e in l ich k e its 

w ert ,  w e s h a l b  ein s o lc h e r  M e s s u n g s v o r g a n g  a u c h  als  W a h r s c h e i n 

l i c h k e i t s m e s s u n g  b e z e i c h n e t  w e r d e n  ka n n .

U m  die e r w ä h n t e  B e d e u t u n g  d e s  V e r h ä l t n is s e s  p 11 nachzu- 

w e is e n ,  so ll  d ie  e iner N u l l g a b e l  v o n  p  p o s i t iv e n  u n d  q =  n —p 
n e g a t iv e n  M e s s u n g e n  e n t s p r e c h e n d e ,  z u s a m m e n g e s e t z t e  Meßkurve 

u n t e r s u c h t  w e r d e n .  F ü r  d e re n  O rd in a te  u gilt  die G l e i c h u n g

n — zP ( 1 —  z)‘J =  ZP (1 —  s)(

w o b e i  u n d  1 — r: die O r d in a t e n  der p o s it iv e n  u n d  der negativen 
M e ß k u r v e  vorste llen .

D ie  O rd in a te  d e r  z u s a m m e n g e s e t z t e n  M e ß k u r v e  erreicht ihr 

M a x i m u m  bei je n e m  A b s z i s s e n w e r t e ,  für d en  der  erste  Differential

q u o t ie n t  n a c h  x Null  w ird .  Die  D ifferen tiat io n  ergibt:

=  p . d i ’- V . (1 (72 . ~ r . (1 — z f n - v - 1).

D ie s e r  A u s d r u c k  w ir d  N u l l  für =  ^
11

D ie  z u s a m m e n g e s e t z t e  M e ß k u r v e  ha t  da h er dort  ihr M a x im u m , 

avü die O rd in a te  der p o s i t iv e n  M e ß k u r v e  den W e r t  p n e rre ic ht-
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Der z u g e h ö r ig e  A b s z i s s e n p u n k t  stellt  d ie  w a h r s c h e i n l i c h s t e  L a g e  

les E n d p u n k t e s  d e r  g e m e s s e n e n  G r ö ß e  vor.

D er w a h r s c h e in l i c h s t e n  L a g e  d e s  E n d p u n k t e s  g e h ö r t  a ls o  d a s  

Verhältnis p : n de r  p o s i t iv e n  z u r  G e s a m t z a h l  de r  M e s s u n g e n  an. 

Folglich ist d ie s e r  B r u c h  d e r  w a h r s c h e i n l i c h s t e  W e r t  d e s  V er h ä lt -  

njSSes d e r  z u  e r w a r t e n d e n  p o s i t iv e n  M e s s u n g e n  z u r  G e s a m t h e i t  der

Messungen.
D ie s e  B e z i e h u n g  gilt  a l lg e m e in ,  o h n e  R ü c k s i c h t  a u f  d ie  a n a 

lytische F o r m  d e s  F e h l e r g e s e t z e s .

VI. Anwendung der Fehlergeometrie auf Probleme der 
Oualitätsmessung und der allgemeinen W ahrscheinlich-
/V

keitslehre.

20. Ableitung des verallgemeinerten Laplace’schen Theorems.

E in e  S t r e c k e  w e r d e  e i n m a l  q u a n t i t a t i v  g e m e s s e n .  D e r  M e ß 

wert sei  m. N u n  w e r d e n  m i t  d i e s e m  M a ß  u n d  d e m s e l b e n  I n 

s t r u m e n t e  n o c h  11  q u a l i t a t i v e  M e s s u n g e n  d e r s e lb e n  S t r e c k e  

ausgeführt, v o n  d e n e n  p  e in  p o s it iv e s  u n d  q e in  n e g a t i v e s  E r g e b n i s  

liefern. E s  so ll  d ie  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  dafür erm ittelt  w e r d e n ,  daß 

eine f o lg e n d e  ( w + l ) t e  Q u a l i t ä t s m e s s u n g  ein p o s i t iv e s  R e s u lta t  

liefern w e r d e .

V o r  D u r c h fü h r u n g  d e r  ( w - f - l ) t e n  M e s s u n g  ist d ie  E n d p u n k t s 

lage der S t r e c k e  d u r c h  e in e  q u a n tita tiv e  M e s s u n g  m it d e m  M e ß 

werte m u n d  d u r c h  p  p o s i t iv e ,  q n e g a t i v e  Q u a l i t ä t s m e s s u n g e n  f e s t 

gelegt. A l le n  d ie s e n  M e s s u n g e n  e n ts p r ic h t  a ls  z u s a m m e n g e s e t z t e  

Meßkurve die  M u lt ip l ik a t io n s k u r v e

N a c h  D u r c h f ü h r u n g  der (« +  l ) t e n  Q u a l i t ä t s m e s s u n g  e rg ib t  

sich, falls d iese  ein p o s it iv e s  R e s u l t a t  liefert, die z u s a m m e n g e s e t z t e  

Meßkurve

11 —y .zp.(1— z f
oder, w e i l

D ie  F l ä c h e  der  z u s a m m e n g e s e t z t e n  M e ß k u r v e  ist

u' —y  .zi’- 1 (1 — zf,

deren F l ä c h e  F ! d u r c h  d a s  b e s t im m t e  In teg ra le

Sitzungsberichte ct. mathem .-nalunv. Kl., Abt. IIa, 136. Bd. 2 7
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+  00 s =  1

F' =

d a r g e s t e l l t  w ird .

N a c h  d e m  VI. H a u p t s a t z  ist die g e s u c h t e  W a h r sc h e in l ic h k e it  
dafür, d a ß  die  (« +  l ) t e  Q u a l i t ä t s m e s s u n g  ein p o s it iv e s  Ergebnis 

l iefere, g l e ic h  d e m  Q u o t ie n te n  a u s  d e r  F l ä c h e  F  in die F l ä c h e  F', also

1

h!

J z P . ( l — z)«.dz 

0
D ie  A u s r e c h n u n g  e rg ib t :

w _  P +  1 _  P + J
p +  q + 2  n + 2 "

D ie s e  G l e i c h u n g  b e s a g t  f o l g e n d e s :  W i r d  e ine  G r ö ß e  einmal 

q u a n t ita t iv  u n d  h ie r a u f  m it  d e m  e rh a lte n e n  M e ß w e r t e  mehrmals 

q u a l i ta t iv  g e m e s s e n ,  s o  ist d ie  W a h r s c h e i n l i c h k e i t ,  b e i  e i n e r  

n e u e r l i c h e n  Q u a l i t ä t s m e s s u n g  e i n  p o s i t i v e s  R e s u l t a t  z u  

e r z i e l e n ,  g l e i c h  d e m  Q u o t ie n te n  a u s  d e r  u m  eins v e rm e h r te n  Zahl 

d e r  p o s it iv e n  R e s u l t a t e  g e t e i l t  d u r c h  die u m  z w e i  v e rm e h r te  G esam t

z a h l  der  v o r l i e g e n d e n  Q u a l i t ä t s m e s s u n g e n .

D ie s e r  S a t z  b e in h a lte t  d a s  v e r a l l g e m e i n e r t e  L a p l a c e ’s c h e  

T h e o r e m .  D ie  ü b l ic h e  F o r m u l ie r u n g  d e s  T h e o r e m s  ist e in  So n der

fall de r  e b e n  a u s g e s p r o c h e n e n  R e g e l .

21. Ableitung des van Loon’schen Fehlergesetzes.
E in e  apriori  u n b e k a n n t e  G r ö ß e  w e r d e  mit d e m s e lb e n  Maße 

« -m a l  q u a l i ta t iv  g e m e s s e n .  H ie b e i  h a b e n  s ic h  p  p o s it iv e  u n d  q ne

g a t i v e  E r g e b n i s s e  e in ge ste l l t .  D a s  F e h l e r g e s e t z  d e s  verw en d eten  

M e ß g e r ä t e s  se i  als  v o l l k o m m e n  u n b e k a n n t  betrach tet .

W i e  im P u n k t  19  a u s g e fü h r t ,  ist o h n e  R ü c k s i c h t  a u f  das 

F e h l e r g e s e t z  p\n  d e r  w a h r s c h e i n l i c h s t e  W e r t  d e s  z u  erw arte n 

d e n  V e r h ä l t n is s e s  d e r  p o s it iv e n  R e s u l t a t e  z u r  G e s a m t z a h l  der Mes

s u n g e n .  H i e v o n  w o h l  z u  u n t e r s c h e id e n  is t  die  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  

d a f ü r ,  b e i  e i n e r  f o l g e n d e n  M e s s u n g  e i n  p o s i t i v e s  E r g e b n i s  
z u  e r z i e l e n .  Z u r  B e r e c h n u n g  d e r s e lb e n  ist n a c h  P u n k t  18 die 

K e n n t n is  d e s  V e r l a u f e s  der M e ß k u r v e n  e rfo rderl ich .

D a ß  a b e r  d ie s e  s o g e n a n n t e  a p o s t e r i o r i s c h e  W a h r s c h e i n 
l i c h k e i t  v o m  w a h r s c h e i n l i c h s t e n  W e r t e  n ich t  a l lz u s e h r  ver

s c h i e d e n  s e in  k a n n , g e h t  a u s  d e r  B e t r a c h t u n g  der  G r e n z fä l le  hervor.  
E n t h ä l t  die M e s s u n g s s e r i e  n u r  n e g a t i v e  E r g e b n is s e ,  s o  ist die  W a h r 

s c h e in l ic h k e i t ,  bei  der W i e d e r h o l u n g  der  M e s s u n g  ein p o s i t i v e s

J ' n ' . d x — j  3(^+1). (1 —  . d ;

— 00 z —Q
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Resultat z u  e rz ie len , g le i c h  N ull,  s t im m t a lso  m it d e m  w a h r s c h e i n 

lichsten W e r t e  ü b e re in .  D a s s e l b e  f indet  statt, w e n n  n u r  p o s i t iv e  

Ergebnisse v o r l ie g e n .

E s  ist a u c h  klar, d a ß  s ic h  d e r  w a h r s c h e i n l i c h s t e  W e r t  u m  so  

niehr der a p o s t e r i o r i s c h e n  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  n äh ern  m u ß ,  j e  g r ö ß e r  

die Z a h l  d e r  M e s s u n g e n  ist. F e r n e r  ist a u s  G r ü n d e n  de r  S y m m e t r i e  

c inzuse hen, d a ß  bei g l e i c h e r  A n z a h l  p o s i t iv e r  u n d  n e g a t iv e r  E r 

gebnisse d e r  a p o s t e r i o r i s c h e  W e r t  g l e i c h  d em  w a h r s c h e in l ic h s t e n ,  

irleich e in h a lb  sein  m uß.

W e n n  n u n  d a s  F e h l e r g e s e t z  a p r io r i  u n b e k a n n t  ist, so  l iegt  die  

Annahme n ah e, d e m s e l b e n  e in e  s o l c h e  F o r m  z u z u s c h r e i b e n ,  d a ß  d ie  

aposteriorische W a h r s c h e i n l i c h k e i t  n i c h t  n u r  i n  d e n  e r w ä h n t e n  

G r e n z -  u n d  S o n d e r f ä l l e n ,  s o n d e r n  ü b e r h a u p t  m it  d e m  w a h r 

scheinlichsten W e r t e  ü b e re in st im m t.

D ie s e r  A n n a h m e  k o m m t  e t w a  d ie s e lb e  B e d e u t u n g  zu , w i e  d e m  

Satze v o m  a r ith m e tis c h e n  Mittel in der T h e o r i e  der  d irekte n  M e s s u n g .  

Gleichwie d ie s e r  d a s  G a u ß ’s c h e  F e h l e r g e s e t z  z u r  n o t w e n d i g e n  F o l g e  

hat, s o  w ird  a u c h  d u r c h  die G l e i c h s e t z u n g  d e r  a p o s t e r io r is c h e n  

W a hrschein lichk eit  m it  d e m  w a h r s c h e in l i c h s t e n  W e r t e  ein b e s t im m t e s  

Fehlergesetz, d a s  v a n  L o o n ’s c h e ,  b e d in g t.

Z u r  A b l e i t u n g  d ie s e s  F e h l e r g e s e t z e s  d e n k e  m a n  s ic h  a u s  den  

vorliegenden n q u a l i ta t iv e n  M e s s u n g e n  e ine  N u l lg a b e l  a u s g e s c h i e d e n ,  

so daß der g a n z e  M e s s u n g s k o m p l e x  a u s  e iner N u l lg a b e l  u n d  n —  2 

Q u a l i tä tsm e s s u n g e n  b e ste h t ,  w o v o n  p — 1 = 5  p o s i t iv  u n d  q —  1 ■=. t 
negativ sind.

D e r  W e r t  de r  a p o s t e r i o r i s c h e n  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  für  d ie  W i e d e r 

holung e in e s  p o s it iv e n  E r g e b n i s s e s  s o l l / ? :  11 — (s —  1 ) : ( r — 2) sein. 

Dies ist  a b e r  d ie s e lb e  F o rm e l ,  w i e  sie  für d ie  a p o s t e r io r is c h e  W a h r 

scheinlich keit  b e im  v e r a l lg e m e in e r t e n  L a p l a c e ’s c h e n  T h e o r e m  in 

Punkt 20 v o r k o m m t.

S o l l  d ie se r  W a h r s c h e i n l i c h k e i t s w e r t  z u  R e c h t  b e s t e h e n ,  s o  m u ß  

offenbar z w i s c h e n  d e r  N u l l g a b e l k u r v e  u n d  den  q u a l i ta t iv e n  M e ß 

kurven d ie s e lb e  B e z i e h u n g  h e r r s c h e n ,  w i e  b e im  v e r a l lg e m e in e r t e n  

L ap lace ’s c h e n  T h e o r e m  z w i s c h e n  de r  qua n tita tiv en  u n d  d e n  q u a l i 

tativen M e ß k u r v e n .  E s  m u ß  a l s o  d i e  N u l l g a b e l k u r v e  i d e n t i s c h  

s e i n  m i t  d e r  q u a n t i t a t i v e n  M e ß k u r v e  o d e r  mit der D if feren tia l

kurve de r  p o sit iv en ,  q u a l i ta t iv e n  M e ß k u r v e .

W e r d e n  die O rd in a te n  d e r  le tz te r e n  mit z, die der  N u l l g a b e l 

kurve m it u b e z e ic h n e t ,  s o  b e s t e h t  d ie  G l e i c h u n g

n =  z. (I-— z),

welche g l e ic h b e d e u t e n d  s e in  so l l  mit d e m  D iffe r e n t ia lq u o t ie n te n  - - -
d x

der p o s it iv e n  M e ß k u r v e .  M an  h at  s o m it  z u r  B e s t i m m u n g  d e s  f r a g 

lichen F e h l e r g e s e t z e s  die  D if fe r e n t ia lg le ic h u n g
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Ihre A u f l ö s u n g  e r g ib t  z u n ä c h s t  d ie  G l e i c h u n g  der positiv ■ 
q u a l i ta t iv e n  M e ß k u r v e :  n'

qJix
s  =  - — - ̂ Jtv (h ist e ine  ln te g r a t io n s k o n s ta n te ) .

D ie  D if feren tiat io n  liefert die G l e i c h u n g  d e r  quantitativen  Meß 

k u r v e :
dz h x llx 

y ~  d x  ~  (1 +  e/,;v)2.

D ie s  ist der a n a l y t i s c h e  A u s d r u c k  d e s  v a n  L o o n ’s c h e n  F e h le r,  
g e s e t z e s ,  w e l c h e s  d em  G a u ß ’s c h e n  G e s e t z  ä h n lich  ist und infolge 

s e in e r  In teg rie rb a rk e it  b e s o n d e r s  für A u f g a b e n  a u s  der  T h e o r ie  der 

Q u a l i t ä t s m e s s u n g e n  b r a u c h b a r  ist. D ie  g r u n d l e g e n d e  Abhandlung 

ü b e r  d ie s e s  F e h l e r g e s e t z  w u r d e  v o m  U r h e b e r  verö ffen t l ich t  in den 

»M itteilun gen  ü b e r  G e g e n s t ä n d e  d e s  Artil lerie-  u n d  G eniew esens- 

W i e n  1 91 4 .

22. Das Gesetz des mittelsten W ertes.

N ic h t  im m e r  k a n n  o d e r  w i l l  m a n  d e n  e in er m e h r fa c h e n  quan

titativen  M e s s u n g  e n t s p r e c h e n d e n  M e ß w e r t  n a c h  d e m  G e s e tz e  des 

a r i t h m e t is c h e n  M itte ls  b e r e c h n e n .  E s  k o m m e n  F ä l l e  vor, in denen 

e s  b e q u e m e r  o d e r  a u c h  n o t w e n d ig  ist, d e n  m i t t e l s t e n  W e r t  des 

M e ß e r g e b n i s s e s  a ls  den  M e ß w e r t  d e r  z u s a m m e n g e s e t z t e n  Messung 

g e l t e n  z u  la sse n .

W e n n  ein e u n g e r a d e  Z a h l  «  =  2 5 + 1  g l e ic h  g e n a u e r ,  quan

titativer  M e s s u n g e n  v o r l ie g t ,  d e re n  e in z e ln e  M e ß w e r t e  nach der 

G r ö ß e  g e o r d n e t  mv m2, . mn, s e in  m ö g e n ,  s o  ist der  M e ß w e r t

d e r  m itte ls te  W e r t .  E s  h a n d e lt  s ic h  n u n  d a ru m , d a s  Fehlergesetz 

d ie s e s  m itte ls ten  W e r t e s  a u f z u s u c h e n  o d e r  mit a n d e re n  W o r te n ,  die 

W a h r s c h e i n l i c h k e i t s k u r v e  f ü r  d i e  L a g e  d e s  E n d p u n k t e s  der 

S t r e c k e  z u  b e s t i m m e n ,  w e n n  d e r  m i t t e l s t e  W e r t  e i ner  

M e s s u n g s s e r i e  b e k a n n t  i s t .

B e i  e in e r  n a c h  d e m  P r in z ip e  des  m itte ls ten  W e r t e s  durch

g e f ü h r t e n  M e s s u n g  w ir d  n u r  d e r  m i t t e l s t e  W e r t  als  bekannt 

v o r a u s g e s e t z t .  D ie s e r  ist a lso  b e s t im m t  d u r c h  e ine  quantitative 

M e s s u n g  u n d  d u r c h  die  ü b r ig e n  2 5 q u a l i ta t iv e n  M e s s u n g e n ,  von 

d e n e n  5 m it  p o s it iv e m  u n d  5 mit n e g a t i v e m  R e s u lta t  ausgeführt 

w u r d e n .  D ie  d ie s e m  M e s s u n g s k o m p l e x e  e n t s p r e c h e n d e ,  z u s a m m e n 

g e s e t z t e  M e ß k u r v e  ist d e r  g e o m e t r i s c h e  A u s d r u c k  d e s  F eh lergesetzes  

de s  m itte lsten  W e r t e s .

D ie  z u s a m m e n g e s e t z t e  M e ß k u r v e  a ller  « - M e s s u n g e n  ist die 

M u l t ip l ik a t io n s k u r v e  a u s  d en  5 p o s it iv e n ,  d e n  5 n e g a t iv e n  qualitativen  
u n d  d e r  q u a n tita tiv en  M e ß k u r v e .  B e z e i c h n e t  m a n  die O rdin aten  der 

p o s i t iv e n  M e ß k u r v e n  m it z, s o  ist  d ie  z u g e h ö r i g e  O rd in ate  der ne-
dz

g a t i v e n  M e ß k u r v e  1 -— z u n d  d ie  d e r  q u a n t i t a t iv e n  M e ß k u r v e  -r~-
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für die O r d in a te n  n der  z u s a m m e n g e s e t z t e n  M e ß k u r v e  b e s t e h t  so- 

nljt die G le i c h u n g

w elch e  d a s  F e h l e r g e s e t z  d e s  m ittelsten  W e r t e s  darstellt .

D ie  E n t w i c k l u n g  d e r  o b i g e n  F u n k t io n  u n d  In teg ra t io n  ergibt 

den A u s d r u c k  für die K u r v e n f l ä c h e

r  h l  c .<f+2 / 9 \ ^s-|-3
F =  / n .c J x - ,  - s -  n +  0 " 0J  .9  +  1 .9  +  2 V 2 /  .9  +  3

vvelcher die K u r v e n f l ä c h e  als  F u n k t i o n  der O rd in a te n  d e r  p o s it iv e n  

Meßkurve z u m  A u s d r u c k  bringt.

D ie  G e s a m t f l ä c h e  e rgibt  s ich  d u r c h  E i n s e t z e n  der In te g r a t io n s 

orenzen z =  0  (e n ts p re c h e n d  x = — o o )  u n d  z =  1  (e n ts p re c h e n d  

x =  +  o o ) .
F ü r  b e st im m te  W e r t e  v o n  1t un d  .9 e rg e b e n  s ic h  fo lg e n d e  A u s 

drücke für die K u r v e n f lä c h e n :

<? ■ i F  -  — - F l — 1
‘ 1 2 3 ( > ’

1ii 7 9 —  3 • F  = ---------- 3 • -  +  3 • F 1 --  <> -  ^  4 5 ß 7 > I 4 0 »

u s w .

U m  j e n e  O rd in a te n  de r  p o s it iv e n  M e ß k u r v e  z u  finden, d ie  d e n  

Ö Oprozentigen F e h le r n  d e r  M e s s u n g  e n ts p r e c h e n ,  s ind die  G l e i c h u n g e n

Z 1V, z w i

nach zWl u n d  zw, z u  lö sen . Z w i s c h e n  d ie s e n  b e id e n  G r ö ß e n  b e ste h t  

übrigens die  e in fa c h e  B e z i e h u n g  =  1 — -z.Wi.
D e n  s o  b e r e c h n e t e n  W e r t e n  v o n  z.Wl u n d  z.Wi e n t s p r e c h e n  b e 

stimmte A b s z i s s e n w e r t e ,  deren  A b s t ä n d e  v o m  m itte ls ten  W e r t  die  

g e s u c h te n  Ö O p r o z e n t ig e n  M e s s u n g s f e h l e r  b e d eu te n .  S ie  s ind  g le ic h  

den 10 0 . (2,  ̂ —  2,„2) -p r o z e n t ig e n  F e h le r n  der q u a n t ita tiv e n  E i n z e l 

m e ss u n g .

L ie g t  e in e g e r a d e  A n z a h l  v o n  M e s s u n g e n  v o r ,  s o  b e fin d e t  s i c h  

der m ittelste  W e r t  z w i s c h e n  d e n  b e id e n  m itt leren  M e ß w e r t e n .  Mit 

B e z u g  a u f  d e n  m ittelsten  W e r t  s in d  v o n  d en  n — 2 s - M e s s u n g e n

—  in so fern  der  n u m e r is c h e  M e ß w e r t  d e rs e lb e n  n ich t  in R e c h n u n g

S i t z u n g s b e r i c h t e  d. m a t h e m . - n a t u r w .  K l . .  A b t .  I I a ,  136.  B d .  2 8
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g e z o g e n  w i r d  —  5 a ls  p o s it iv e  u n d  5 a ls  n e g a t iv e  Q ualitä tsm essun gen  
z u  b etrach ten . D a s  F e h l e r g e s e t z  d e s  m itte ls ten  W e r t e s  w ird  dem

n a c h  in  d i e s e m  F a l le  d a rg e s te l l t  d u rch  die M u lt ip l ik a tio n sk u rve  der v 

p o s i t iv e n  u n d  5 n e g a t iv e n ,  q u a l i ta t iv e n  M e ß k u r v e n  u n d  w ird  dar
g e s t e l l t  d u r c h  die G l e ic h u n g

u~ r s s (l  —  s)s.

D i e  U n t e r s u c h u n g  d ie s e r  F e h le r fu n k t io n  ist n u r  u n ter  Annahme 

e in e s  k o n k r e t e n  F e h l e r g e s e t z e s  d e r  q u a n t ita t iv e n  Einzelmessun<r 

m ö g l ic h .  F ü r  d a s  G a u ß ’s c h e  G e s e t z  tre ten  h ie b e i  Sch w ierigk eiten  
auf, w e i l  d e s s e n  q u a l i ta t iv e  M e ß k u r v e  in g e s c h l o s s e n e r  F o r m  nicht 

d a rs te l lb a r  ist. B e i  Z u g r u n d e l e g u n g  d e s  v a n  L o o n ’s c h e n  Gesetzes 

k a n n  h in g e g e n  d a s  P r o b le m  a u f  die G e s e t z e  d e s  m ittelsten  W ertes 

be i  u n g e r a d e r  M e ß z a h l  z u r ü c k g e f ü h r t  w e r d e n .  B e i  d ie se m  F ehler

g e s e t z  is t  die N u l l g a b e l  g l e i c h b e d e u t e n d  mit der  einmaligen 

q u a n t ita t iv e n  M e s s u n g .  W e n n  n u n  5 p o s i t iv e  u n d  e b e n s o  v ie le  negative 

Q u a l i t ä t s m e s s u n g e n  v o r l i e g e n ,  s o  k a n n  d ie  m ittelste  d ie se r  5 Null

g a b e l n  a ls  q u a n tita tiv e  E i n z e l m e s s u n g  a n g e s e h e n  w e r d e n ,  w odurch 

der g a n z e  M e s s u n g s k o m p l e x  a u f  e in e  q u a n t ita t iv e  u n d  je  (.9— 1) 

p o s i t iv e  u n d  n e g a t iv e  Q u a l i t ä t s m e s s u n g e n  z u r ü c k g e f ü h r t  w ird.

P i l s e n ,  F e b r u a r  19 2 7 .
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