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Abhingigkeit des Turbulenzfaktors der Winde von
der vertikalen Temperaturverteilung

Von

Felix M. Exner

w. M. d. Akad.

(Vorgelegt in der Sitzung am 7. Juli 1927)

Als seinerzeit G. Taylor und W. Schmidt die Theorie der
Turbulenzerscheinungen des Windes iiber der Erdoberfliche ent-
wickelten und einen Turbulenzkoeffizienten, den Schmidt'schen
»Austausch«koeffizienten, quantitativ berechneten, schien mir der
Grad der Stabilitdt der {ibereinander stromenden Luftmassen fiir die
GroBe des Austausches von Bedeutung, so dafl ich keinen konstanten
Wert desselben erwartete. Denn wenn die Luft am Boden z. B. stark
erwdarmt wird, dann ist der Austausch nach oben natlirlich grofer,
als wenn sie nachts oder im Winter sehr kalt ist gegenliber der
héheren Luftschichte.

Im Jahre 1925 hat L. F. Richardson! den Einflu§ des verti-
kalen *Temperaturgradienten auf die Windverteilung durch Beob-
achtungen in niedrigeren Hohen nachgewiesen und auch W.Schmidt?
hat auf diese Tatsachen Riicksicht genommen.

Eine Theorie L. F. Richardson’s® tiber die Abhédngigkeit des
Energieverbrauches durch Turbulenz von der vertikalen Temperatur-
verteilung gab mir den Anlaf}, eine Darstellung zu suchen, in welcher
Weise der Turbulenzkoeffizient von der vertikalen Temperatur-
verteilung abhidngt. Ich will gleich anfangs bemerken, daf die fol-
gende Darstellung dieser Abhidngigkeit nur eine beildufige, nicht
theoretisch genaue ist und dafl auch die Priifung des Ergebnisses
durch Beobachtungen nur eine vorldufige ist, da bisher keine passen-
den Beobachtungen in geniigender Menge und Genauigkeit zu finden
waren. Die folgende Mitteilung hat also nur den Zweck, zu einer
genaueren empirischen und theoretischen Behandlung des Problems
anzuregen.

Denken wir uns zwei Luftschichten {ibereinander mit ver-
schiedener horizontaler Geschwindigkeit stromen, so {iben sie auf-
einander eine Scherkraft aus, indem die rascher strémende von der
langsamer strémenden Luftschichte verzdgert, die langsamer strémende
von der anderen beschleunigt wird. Man muB sich vorstellen, dafl
bei dieser ungleichen Bewegung der beiden Luftschichten an der

1 Phil. Mag. 49, p. 81.

2 Der Massenaustausch in freier Luft und verwandte Erscheinungen (Probleme
der kosmischen Physik), Hamburg 1925. )

3 Proc. Roy. Soc. A. Vol. 97, 1920.
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Grenzfldche Wirbel mit horizontalen Achsen entstehen (Walzen), wor,;
aus der unteren Luftschichte Luftteilchen in die obere gehoben und
umgekehrt aus der oberen Teilchen in die untere hinabgedriickt w erden.
Lenl\en wir unsere Aufmerksamkeit zundchst auf eine tropfhyy,
Flissigkeit von konstanter Dichte, dann ist anzunehmen, daB ejp,
Vermischung der oberen und unteren Stromungsschichte bis
einem gewissen Grade eintreten wird. Offenbar ist, auch wenn g,
Dichte oben und unten dieselbe ist, eine Arbeitsleistung zur E;.
zeugung dieser Wirbel notig, da die innere Reibung einen Wide,.
stand gegen diese Bewerrunoen bietet. Es werden sich also mfol%
der inneren Reibung die Wirbel nicht von der Grenzschichte ayg
bis in beliebige Hohen hinauf und hinab ausdehnen, eine \/OHStaHdloU
Vermischung der beiden Schichten mit anfangs Ve1sch1edene1 Stromung
wird nicht geschehen,sondern eswird bei einer anfanglichen Stlomungs.
differenz der oberen und unteren Schichte durch die Turbulengz
nach einer gegebenen Zeit eine bestimmte Verringerung der
Stromungsdifferenz eintreten; bei diesem Vorgang wire die Turbulenz
als der Normalwert der moglichen Turbulenzgrofien zu betrachten.

Andere Vermischungsmaoglichkeiten (Turbulenzgrofien) ergeben
sich ndmlich, wenn die Dichte der tropfbaren Flissigkeit in verti-
kaler Richtung nicht konstant ist. Nehmen wir z. B. an, die Dichte
nehme nach oben ab, so wird die Arbeitsieistung zur Bildung eines
Wirbels eine viel groflere als im ersten Fall. Denn die suntere
schwerere Masse mufl durch die Scherkraft gehoben, die obere
leichtere in die schwerere hinabgedriickt werden. Es kann also bei
einer gegebenen Stromungsdifferenz in diesem Fall nur ein geringerer
Austausch entstehen, der Turbulenzfaktor wird kleiner sein. Ander-
seits tritt das umgekehrte ein, wenn die Dichte der oberen Schichte
grofer ist als die der unteren. Dann wird durch den Auftrieb der
unteren und den Abtrieb der oberen Masse an der Grenzfliche de:
Wirbel wesentlich vergrofiert; sobald die Dichtendifferenz gentigenc
grof} ist, dafi die innere Reibung die vollstindige Umlagerung der
beiden Schichten nicht mehr hindert, erreicht der Austausch den
hochsten moglichen Betrag, den wir in der Grofie »unendlich« an-
setzen konnen.

Es hédngt also der Turbulenzfaktor sehr von der vertikalen
Dichtenverteilung ab. Gehen wir nun auf Luftmassen iiber, so haben
wir, bei Austausch in vertikaler Richtung, auf die adiabatische Tem-
peraturdnderung der Luft Riicksicht zu nehmen und sonach nicht
die vertikale Verteilung der Dichte, sondern die der potentiellen
Temperatur zu verwenden. Statt letzterer konnen wir bekanntlich
auch die Abweichung der vertikalen Temperaturverteilung vom
adiabatischen Temperaturgradienten benutzen.

Es ist somit zu erwarten, dal der »Normalwert« des Turbu-
lenzfaktors jener ist, der sich bei dem adiabatischen Temperatui-

o
gefélle von fi—é = 1°C. pro 1002 zeigt. Kleiner mufi der Faktor
p
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werden, wenn der Temperaturgradient kleiner ist als 1°/100 m, also

aT Ag . . . -

_ o7 < Z22; liber den Normalwert steigt dieser Faktor, wenn
tl: C]l
dT Ag . . L

_ = -—=-, und von einer gewissen Grenze an, wo die innere

e Cp
Reibung den Auftrieb und Abtrieb nicht mehr hindert, muff der
Faktor ins unendliche wachsen.

In erster Anndherung konnen wir also annehmen, daff der

Ag aT
Turbulenzfaktor p. dem Werte 2 + -~ ° 4+ ' verkehrt proportional

Cp
ist, also
c
p= - .
Ag aT
k4 -+
Cp dz

[st adiabatischer Temperaturgradient in der Luft gegeben, also

N Ag

dez cp’
s0 wird p = 70 der oben angegebene Normalwert sein. Ist der

e
Temperaturgradient geringer, so wird p kleiner, ist er grofier, so
aT Ag . .
wird p, grofler; wenn P -+ ——c—é = — &, so wird p unendlich.
© »
Ich habe den Versuch gemacht, die Grofle
/ ‘Ag. \\

k Kbeziehungsweise K —=k+ >
4

aus Beobachtungen zu berechnen; hiefiir verwendete ich die von
A Angot? verdffentlichten Eiffelturmbeobachtungen, wo Messungen
der Windstirke in Paris und auf der Spitze des Eiffelturmes sowie
Messungen der Temperatur in verschiedener Hohenlage vorliegen.

Da die Drehung des Windes nach aufwirts eine sehr kom-
plizierte Formel der Windverteilung liefert, habe ich von dieser
Drehung abgesehen; denn die Beobachtungen gestatten es leider
nicht, die unbekannten Koeffizienten komplizierterer Gleichungen in
groferer Zahl aus -den Beobachtungen zu berechnen. Ich benutze
daher nur eine einfache hydrodynamische Formel, welche die Wirkung
der Erdrotation vernachldssigt. Sie lautet bekanntlich:

du 1 ap 0 ou
f:_,i__l_fip‘\_.
at p 0x 9z\ 9z

1 Résumé des observations anémometriques 1890—1895 und Résumé des
observations météorologiques 1890—1894; Ann. Bur. Centr. mét..de France, 1896
und 1897.
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Hier ist p als variabel nach der Hohe angenommen. Um nun g,
erwahnte Konstante & aus den Beobachtungen zu berechnen, habe
ich fiir die Angot'schen Windstdrken, welche Mittelwerte aus fijy

. . a
Jahren darstellen, die Beschleunigung }L: = 0 gesetzt und (e,
) 1 9p . N
Druckgradienten P als von der Hohe z unabhingig angenommey
p ox '

Bezeichnen wir diesen Wert mit 4, so wird

a du du
7(*’* dz> =4 pgy =448

Die Grofien A und B sind aus den Beobachtungen nicht direk
zu entnehmen. Ich habe daher neben p nur A als Unbekannte ung
zu berechnende Grofie in der Gleichung belassen und B — O gesetzt,
Damit fillt die Winddnderung mit der Hohe fiir den Boden selbst
auf Null, was gewifl einen kleinen Fehler im Rechnungsergebnis
verursachen kann. Die Messungen der Windstidrke sind nach Angot's
Darstellung nur in der Hohe von 32 m (Bureau Central) und auf der
Spitze des Eiffelturms (in 302 s Hohe) gemacht. Es sind also nur
diese beiden Werte von unten und oben gegeben, nicht einc nidhere
Abhidngigkeit der Windstirke von der Hohe, so dafi ich B vernach-
lassigen mufite.

du
In die Gleichung p;— — Az ist nun der oben angegebene

Ag

Wert fiir p einzusetzen, wobei ich zur Vereinfachung % - C° =K
4
schreibe; so wird
du A ( dT)
—_— T —— — 2. (1)
dz ¢ K+ dz, )

Die Temperaturbeobachtungen sind in Paris gegeben fiir Parc
St. Maur (2 m), Bureau Central (32 m) und drei Hohenstufen des
Eiffelturmes in 123, 197 und 302 m. Dabei hat Angot als Basis-
station fiir die vertikale Temperaturverteilung Parc St. Maur benutzt,
weil Bureau Central etwas zu hohe Stadttemperatur aufweist.

Mit den vier Stationen in 2,123, 197 und 302 #2 148t sich bis zu
300 m Hohe die Temperaturverteilung berechnen. Ich habe sie aus-
gedriickt durch T = Ty+az+B2% T, o, B sind Konstante, die aus
den Beobachtungen berechnet werden. Setzt man in die letzte Formel

arT du A

— = i ird — — —— z -ch

s a+232 ein, so wird P p (K+o+282)z und durc
A K

Integration w, — 1, = ~-c—< :_a + % B z> 2% Aus den Beobachtun-

gen ergibt sich ,, u,, a, B, wobei z = 300 #. Es sind also die
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/

A
awei Grofien — und K zu berechnen. Dazu muf die Gleichung auf

qwei Fille angewendet werden.

Hieftir habe ich die fiinfjahrigen Mittelwerte der einzelnen
\lonate von . nnd u, (Jahre 1890 bis 1895) benutzt und fiir die
.re1chen Monate (der Jahre 1890—1894) die Mittelwerte der Tempe-
]atm zur Berechnung von o und § verwendet. Benutzt man aber zur
Berechnung der beiden Konstanten zwei verschiedene Monate zu-
«ammen, z. B. Janner und Juli, so ist der Wert 4, der Druckgradient,
pier nicht der gleiche. Er ist in den Beobachtungsresultaten Angot’s

9
auch nicht angegeben. Ich habe daher den Wert {1)— —% = A der

Geschwindigkeit 7. des betreffenden Monates proportional gesetzt

und, um auch die in verschiedenen Jahreszeiten verschiedene Dichte p

zu berlicksichtigen, den Wert A proportional der absoluten Tempe-
op RT op

1
ratur in £ = 300 m angenommen <—— = ———'—>, wobei ich
p ox p ox

den Druck konstant setzte.

Um somit die Grofle des durchschnittlichen Gradienten fiir
verschiedene Monate zu berlicksichtigen, wurde die Formel in der
folgenden Weise benutzt:

%ﬁ = Cu, T, E+a+282)z @)

K+o. 2 >~2‘ @

wy— gy = Cu, T, (T"‘?BZ 2

Die Grofle C kann durch zwei Zahlengleichungen der letzten
Art eliminiert und damit die Grofle K berechnet werden.

Fir diese Auswertung wurden die beobachteten Mittelwerte
von sechs Monaten verwendet. Ich gebe sie in der folgenden Tabelle
an, wobei ich die Hohe der Temperaturstationen auf die Hohe von
Parc St. Maur beziehe.

Wind in w/sek. Temperatur ° C.

g Uz Om 120 1 195 m | 300
Jinner ...... 2:38 10-48 217 2-10 1-93 1:68
April, . ... ... 216 8:09 9:76 9-12 8:79 831
Juni ...... 2:06 7-33 16-50 15°98 15°52 14-95
Juli. ..., .. 2:08 7-90 1813 17-63 17-20 1664
Oktober .. ... 1-90 9:39 9°89 10-25 10-10 9-63
Dezember ... 232 9-34 257 2:63 243 2-21
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Aus den Temperaturgrofien wurden die folgenden Wey:

te
und B berechnet: ?

Jdnner April Juni Juli ! Oktober Dezembel ]

o= —2'512 | —5:660 | —3-770 | —6-085 l 5377 14632 10~ l
B= 2-933 2:778 | —4-667 3-732 ! —21:480 | —9-444 10~ ’

] | ‘l

Nun wurden drei Kombinationen von Monaten fiir die Be.
rechnung von K mittels der Formel (3) verwendet und sie ergabey
die folgenden Werte:

Janner

o } K = 00331
April _
Smober | K = 0-0220
Juni

Dezember } K = 00413

Das Mittel dieser drei Resultate ist X — 0-0321.
Um das Ergebnis auf noch einfachere Weise nachzuprﬂfen

habe ich die Formel (1) verw — L
QT 300

T.—T
fr P den Wert TOO eingesetzt (in Formel (1) ist natfirlich ftir

Cu. T, benutzt, wobei unter #. und 7. die Werte fiir 300 m

Hoéhe gemeint sind).
Fiir diese Rechnung waren auch wieder Kombinationen von

zwei Monaten notwendig. Ich habe hier vier Kombinationen benutzt
und folgende Resultate erhalten:

Janner A A Aplll -
Juli } K = 0-0364 Tuni } K = 0-0121
Juli Juni -

Oktober } K = 0-0419 o ber } K — 0-0474

Das Mittel dieser vier vereinfachten Rechnungen gibt X — 00344

Die Einzelresultate fallen nicht iibereinstimmend aus. Das ist
aber auch nicht zu erwarten, da die Unterschiede zwischen den
kombinierten Monaten, was Winddifferenz #. — 2, und Temperatur-
abnahme betrifft, nicht sehr grof sind; das be1uht auf der Tatsache
der Mittelwerte. Hitte man genaue Beobachtungen von Einzelféllen,
so konnte die Feststellung der GroBe K vielleicht sicherer sein.

Allerdings diitfte man dann die Beschleunigung iditi nicht vernach-

lassigen und eventuell miifite auch die Variabilitit des Druckgradienten
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in der Vertikalen berlicksichtigt werden, was theoretische Schwierig-
Keiten machen wirde.

Die Auffindung einer Grofle K, die anndhernd 0-:034 betrigt,
jift vermuten, was diese Grofie bedeutet. Betrdgt der Temperatur-
sradient in der Luft —0-034°C/m, so bedeutet dies eine Gleichheit
Eel‘ Luftdichte in vertikaler Richtung. Dieser Fall bildet die Grenze
Jes labilen Gleichgewichtes gegen die Gleichgewichtslosigkeit der
Luft, wo vollstdndige vertikale Umstiirze der Luftmassen ohne jeden
Bewegungsanlaf eintreten. In diesem Fall wird der Turbulenzfaktor

c

po=
0-034+{ZFT

unendlich und nach Gleichung (1) % = 0, d. h. die Durchmischung

der Luftschichten ist so vollstdndig, dafi die Windstédrke von der Hohe
unabhdngig wird. Es ist wahrscheinlich, daffi der anndhernd gefundene
Wert fiir X somit eine physikalische Begriindung auf die gesagte
Art erhdlt. Nehmen wir ihn zu 0-034 an, so ist der Normalwert bei

Ag
adiabatischer Temperaturverteilung ¢ = K — —2 —0-024. Indiesem

Cp
Falle wird der Turbulenzfaktor ﬁ, im Falle einer Isothermie
- , so daf} sich die Turbulenzfaktoren hier etwa wie 3 2 ver-
0034
halten.

Natiirlich ist schon im labilen Gleichgewichtszustand, wenn

(;—:f>/0'01/°/m, die Tendenz zum Umsturz der Luftmassen vor-
handen; aber die innere Reibung kann doch ein solches labiles
Gleichgewicht noch erhalten, wie dies ja auch bei aerologischen
Beobachtungen festgestellt wurde.

Wenn in einem speziellen Fall die unterste Luftschichte abnorm
kalt ist, dann ist bei einem in der Hohe vorhandenen Wind er-
fahrungsgemifl die untere Schichte oft in Ruhe; die Turbulenz ist
so gering, daf§ die obere Strdmung sich nicht nach unten ausbreitet.
Ich will im folgenden mit dem gefundenen Werte von K noch ein
Beispiel berechnen, wie sich die Windverteilung gestaltet, wenn am
Boden eine Inversion herrscht, und wie sie sich gestaltet, wenn der
adiabatische Temperaturgradient besteht. Freilich kann bei der Ruhe
der kalten Bodenschichte auch die Ungleichheit des Druckgradienten
unten und oben mitspielen. Aber in dem folgenden Beispiel nehme ich
zur Vereinfachung Konstanz des Druckgradienten nach der Hohe an.

Um eine Inversion der Temperatur in die oben benutzte
Formel (1) hineinzubringen, setze ich T = T, +oz+ B2+ 723 an.
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Es sei folgende Temperaturverteilung fiir die untersten 20y,

angenommen:
z—= Om t = 10°
50 12
100 11-8
200 11-4

Ferner sei in 200 m u, — 10 m/sek.

Man erhilt zundchsta = 7-3.1073, 8 = —7-7.1074, vy =221~
und daraus mit den aus den Eiffelturmwerten berechneten Grofien (-
und KX die folgende Windverteilung, wobei #, = O gesetzt ist:

z= 10m 007 m/sek.
50 1-22
100 2:79
150 4-49
200 10

Bei dem gleichen Druckgradienten, der in 200 7 Hohe die
Geschwindigkeit von 10 #z/sek. bedingt, ergibt sich im Falle des
adiabatischen Temperaturgradienten (¢ = —0-01, § == 1 = 0) dic

folgende Windverteilung:

fir z= Om 3-04 m/sek.
10 3:06
50 3-48
100 478
150 696
200 10

Wir haben also bei gleicher Windstéirke in 200 1z Héhe gegen-
iiber dem fritheren Fall eine Verstdrkung des Windes in 100 7z um
2, am Boden um 3. Bei der Zunahme der Temperatur um 2°
T
P rund + 004 und folglich der Tur-
bulenzfaktor 5 ;74, gegeniiber dem Wert bei adiabatischer Tempe-

fiir die untersten 50 2 wird

. c . L. .
raturverteilung 5022 Der FFaktor ist also bei dieser Inversion nur

ein Drittel des Normalwertes. Diese Zahlen deuten darauf hin, dall
die Turbulenz bei Temperaturinversionen wesentlich geringer ist;
es wird aber auch vielleicht die Ruhe der kalten Bodenluft zum Teil
durch die Ausgleichung des Druckgradienten am Boden mit verursacht.
Wie schon vorhin erwéhnt, sind die hier vorliegenden Rech-
nungen sowohl in theoretischer Beziehung wie auch die Beobach-
tungen betreffend nur sehr spirliche Anfinge. Es wire sehr
wiinschenswert, dafi die Gréle K durch eigens zu dem Zwecke an-
gestellte Messungen der Windstdrke in ihrer Abhingigkeit von der
Temperaturverteilung genauer gepriift wiirde.
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