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Flr stereophotogrammetrische Aufnahmen sind jene Flichen
und Kurven von Interesse, deren Punkte auf den beiden photo-
graphischen Platten Bildpunkte ergeben, flir welche die Differenzen
der gleichnamigen Koordinaten, die wir Parallaxen nennen, konstant
sind. H. Dock?! hat diese Flichen fiir den Fall wagrechter Haupt-
achsen, R. Heinz? fiir den Fall windschiefer Hauptachsen nach
den Methoden der analytischen Geometrie untersucht. C. Pulfrich?
hat eine Vorrichtung zur Demonstration der Kurven gleicher
Parallaxe Dbeschrieben. In der vorliegenden Arbeit wird das
Problem nach den Methoden der projektiven Geometrie in vollster
Allgemeinheit behandelt.

Flachen gleicher erster Parallaxe.

4. Allgemeine Aufnahmen.

Wir bezeichnen (Fig. 1) die Projektionszentren (optischen Mittel-
punkte der Linsen) mit O,, O,, die Bildebenen (photographischen
Platten) mit [I,II,, ibre Hauptpunkte mit H,, H,, ihre Mittellinien mit
Iy, vy, lgy v, Wir wilhlen die Mittellinien der Platten als Koordinaten-
achsen. Wir bezeichnen die Zentralrisse eines Raumpunktes P mit P/
und P’ Hat P/ die rechtwinkeligen Koordinaten yp,, y,, P’ die
Koordinaten p,,Y,, dann bezeichnen wir die Differenz y, —y, = p

1 Hans Dock, Studie iiber die Herleitung der Abstandsgleichungen fiir
stereophotogrammetrische Aufnahmen mit wagrechten Hauptachsen. Internationales
Arcifiv fiir Photogrammetric, Bd. 5, Heft 3, 1917.

Hans Dock, Studie iiber Form und Lage der Linien gleicher Parallaxe
hei stercophotogrammetrischen Aufnahmen mit wagrechten Hauptachsen. Internationales
Archiv fiir Photogrammetrie, Bd. 5, Heft 4, 1919.

Rudolf Heinz, Die Fldache gleicher Parallaxe bei sich kreuzenden photo-
grammetrischen Hauptachsen. Internationales Archiv flir Photogrammetrie, Bd. 5,
Heit 4, 1919.

Carl Pulfrich, Uber eine Vorrichtung zur Demonstration der Kurven
cleicher Parallaxe. Zeitschrift fiir Instrumentenkinde, 1912.

Carl Pulfrich, Neue sterecoskopische Methoden und Apparate, XXVI. Ab-
schnitt. Verlag Springer, Berlin 1912.
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als erste Parallaxe, die Differenz 1)1—1)'2:[] als  zweite
Parallaxe. Wir bezeichnen die Geraden, welche durch O, gehen

oy~

J];uz'

Fig. 1.

und zu /i, v, parallel sind, mit #, y,, die Hauptachse H, O; mit 7~
entsprechend die Parallelen durch O, zu &, v, mit #,, ,, die Haupt,
achse H, O, mit z,. Wir setzen voraus, daffi sowohl x,, %, als auch



Ot
~]
—

Flachen und- Kurven gleicher Parallaxe.

v, Vs und z,;,z, windschief sind. In Fig. 1 werden von den Geraden,
Ebenen und von der Fldche gleicher Parallaxe die Spurelemente
in zwei parallelen Ebenen dargestellt.

Wir ordnen den Parallelen zur Vertikallinie der ersten Platte
a, V', c,.  mit den Gleichungen

o= 0 =0, =,

die Parallelen zur Vertikallinie der zweiten Platte a”, b", ¢
mit den Gleichungen
Tp = Oy L = by, I = €y
so zu, daf
a—a =0, —0, =¢,—¢, =. .=

ist. In Fig.1 sind die Geraden o/, ¥, a”’, b"” in besonderer Weise
angenommen. hre Gleichungen sind:

n="5un 5,=0 1, =0y, =—n

Das Parallelstrahlbiischel der Geraden o', ?, ¢, ist kongruent
und daher projektiv mit dem Parallelstrahlbilischel der Geraden
a bl !, Projizieren wir das Strahlbiischel 4/, ¥/, ¢/, aus O,,
<0 erhalten wir ein Ebenenblischel a,, f, 7, mit der Achse 7,
projizieren wir das Strahlbischel o) 8", ¢, aus 0,, so erhalten
wir ein Ebenenbiischel a,, 3, 7,, mit der Achse y,. Die Spuren
der Ebenen a,, 25, B, By, 7, 7o in den parallelen Begrenzungs-
ebenen sind:
A 14,1, 4, 472412 4,

1B'51,5, B'25[2,5,
C'1611,6,, ("26]2,6,.

Die beiden Ebenenbiischel sind, weil sie zu den projektiven Strahl-

blischeln perspektiv sind, projektiv. Die Schnittgeraden a, b, c,

entsprechender Ebenen o, o,, &, By Ty Tor gehdren dem geo-

metrischen Ort der Raumpunkte an, deren Bildpunkte dieselbe

erste Parallaxe p haben. Das Erzeugnis der beiden projektiven

Ebenenbiischel bezeichnen wir als Flache gleicher erster Parallaxe.
Wir erhalten somit:

L. Die Fldche gleicher erster Parallaxe ist eine Regelschar
zwetter Ordnung, deven Leitschav die Strahlen y,, y, enthdli?
Wie man aus Fig.1 unmittelbar erkennt, schneidet H1 die

Fliche ®. Die Schnittkurve ist in der Figur nicht eingezeichnet.
Wihlen wir insbesondere p — 0, so erhalten wir den Ort aller

1 R. Heinz hat der zitierten Arbeit die Gleichung dieser Fliche auf-
gestellt.
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Punkte, die sich parallaxenfrei abbilden, d. h. deren Bildpunkte
gleiche Abszissen haben. In diesem Fall sind die die Fliche er-
zeugenden Ebenenbiischel mit den Achsen 3y, 3, Kkongruent,
daher gilt:

II. Die Raumpunkie, dic sich parallaxenfrei abbilden, erfiillen
ein orthogonales Hyperboloid durch 3, 4.

Alle ool Fldachen gleicher erster Parallaxe liegen in dem
hyperbolischen Strahlnetz mit den Brennlinien 3,5, In einem
hypeibolischen Strahinetz liegen aber oo® Regelflichen zweiter Ord-
nung. Um die Fldchen gleicher erster Parallaxe nédher zu charakteri-
sieren, betrachten wir ihr Verhalten zur unendlich fernen Ebene.
In der nur schematischen Fig. 2 bedeuten ¢ den absoluten Kegel-
schnitt, X, Y,u Z,u, Xou You Zyu die unendlich fernen Punkte von
X0 R, Ky N 2yt Da xp a5, 4, 4 2, rechtwinklige Dreibeine sind,
bilden ihre unendlich fernen Punkte Poldreiecke des absoluten
Kegelschnitts. Der unendlich ferne Kegelschnitt %, der zur Parallaxe p
gehorigen Fliche ® geht durch die Punkte Y, Y,, und durch
den Schnittpunkt

D, = Iinu }flm Xgu .)f‘_),ll.lx

weil flir einen endlichen Wert von p die Verschwindungsebenen
¥, )y, &, ¥, einander entsprechen. Zur Bestimmung von zwei weiteren
Punkten von £, wihlen wir auf der ersten Platte die Punkte

4@ =p»9=0), B @ =09 =0),
auf der zweiten Platte die Punkte
A,k =0,9,=0), By, =—p, 9, =0)

und ordnen die Ebenen 3, 4,, v, 4,, respektive y, B, 1, B, ein-
ander zu. Dies entspricht der Annahme der Geraden &, ¥/, a, 0"
der Fig. 1. Wegen der Gleichheit der Winkel

X4,0, B =94,0,B, =

bestimmen die unendlich fernen Punkte ihrer Schenkelpaare mit
dem absoluten Kegelschnitt gleiche Doppelverhéltnisse. Sind Jy, I,
die absoluten Punkte der Ebene x, z;, J, J) die absoluten Punkte
der Ebene xy 2y, A4i,; Biy, Asy B, die unendlich fernen Punkte der
Schenkel Oy 4, O, By, O 45, O, By, so gilt

(4"1111 By, 31 31) = (AZH BZU Sz Slg) = b.

Der Zusammenhang zwischen dem Winkel ¢ und dem Doppel-
verhdltnis b ist durch die LLaguerre’sche Formel?

1 In Fig. 2 ist der Zciger # bei allen Spurelementen der unendlich fernen
Iibene weggelassen.
IZ. Laguerre, Nouv. math. 12 (1853), p. 57.
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1
¢=-,, log nat )

gegeben.
Der Schnittpunkt
P (Ylu Alll) "o 44211)

ist der unendlich ferne Punkt der Erzeugenden

a = (J’I Al; _j"a‘ Ag)n
der Schnittpunkt
Bu — (Yi it Bim )f‘Zu B‘z:/)

ist der unendlich ferne Punkt der Erzeugenden
b = (91 By, 32 B,).

Damit sind funf Punkte Yy, Ys,, D, 4., B, von k, gegeben.
Bestimmen wir in analoger Weise die unendlich fernen

Kegelschnitte k), 70, k. . der den Werten ¥,y p"” ent-
sprechenden Fldchen @/, &7 " . Alle Kegelschnitte gehen
durch Yy, Y%, und D,. Die Reihe der Punkte A4,, A45. A% auf
Yau Zoy ist perspektiv zur Reihe der Punkte Ay,, 44, A%, auf
Niy Ziu, ebenso ist die Rethe der Punkte B, Bj, B auf Yy, Ziu

perspektiv zu der Reihe der Punkte By,, B, BY, auf Xs, Zay.
Aus der Projektivitdt der Reihen (4,,), (Bs,) folgt die Projektivitat
der Reihen (4,), (B,). Da im Schnittpunkt ihrer Trdger Yy, Z;, und
Yoy Zsy, der der Parallaxe p = O entspricht, die Punkte 4,, B,

vereinigt liegen, sind die Punktreihen 4,, 4%, 4% . und B,, B},
B, perspektiv: mit dem Zentrum S;. Daraus folgt, dafl alle
Kegelschnitte k,, &, ki, im Punkt D, dieselbe Tangente f,

haben. Die Konstruktion der Tangente #; mittels des Pascal’schen
Satzes ist in Fig. 2 angegeben. Die unendlich fernen Kegelschnitte
der Flichen gleicher Parallaxe bilden also ein Kegelschniitbiischel.
bei welchem zwei Grundpunkte unendlich nahe zusammengeriickt
sind. Die Fldchen enthalten nicht nur den Netzstrahl 4, d.i. die
Schnittgerade der Verschwindungsebenen, sondern auch den
unendlich benachbarten Strahl e (Fig. 1). Wir konnen sagen:

1. Die Flidchen gleicher Pavallaxe Y bilden ein singuldres
Biischel von Regelfldchen zweiter Orduung. Die Grundkurve des
Biischels ist ein windschiefes Vierseif, von welchem zwei Gegen-
seiten die Bremnlinien y,, ys des hyperbolischen Strahiuetzes sind,
wdahrend die zwei andeven Gegenseiten zwei unendlich benach-
barte Netzstvahlen d, e sind, d. h. die ool Fldchen beviiliven
einander lings der Schuittgeraden d der beiden Verschwindumngs-
chenen.

Wir kénnen den Satz III einfach auch sa beweisen: Legen
wir die Plaiten [y, I, tibercinander,so schneiden die beiden kongruenten
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Parallelstrahlbiischel &/, ¥, ¢’.. und a”,b",c”  die horizontale Mittel-
linie in gleichlaufenden kongruenten Punktreihen, die auseinander
durch eine Verschiebung um § entstehen. Fassen wir die gleich-
laufenden kongruenten Punktreihen als Grenzfall gleichlaufender
dhnlicher Punktreihen auf, so rilickt der zweite, vom unendlich
fernen Punkt verschiedene Doppelpunkt immer ndher an diesen

heran. Projizieren wir die in II; und I, liegenden Iarallelstrahi-
biischel aus O; und O,, so entsprechen einander in den Ebenen-
biischeln 4, 15 nicht nur die Verschwindungsebenen x; 3y, =, i,
sondern auch die Ebenen, die aus diesen durch eine unendlich
kleine Drehung entstehen. Die Fldche gleicher Parallaxe p geht
durch die Schnittgerade d der Verschwindungsebenen und durch
die Schnittgerade e¢ der beiden unendlich benachbarten Ebenen.
Der Schluf ist nur zuldssig, wenn p nicht unendlich groB ist.
Diese Voraussetzung trifft zu, weil p durch die Dimensionen der
Platten begrenzt ist. Legen wir dem Y innerhalb dieser Grenzen
alle moglichen Werte bei, so erhalten wir oo! Regelflichen zweiter
Ordnung, welche die Achsen der erzeugenden Ebenenbiischel 14, 12
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und die unendlich benachbarten Netzstrahlen 4 und ¢ gemeinsam
haben. Damit ist der Satz Il bewiesen.

Das Kegelschnittbiischel, welches die Fldchen gleicher Parallaxe p
in der unendlich fernen Ebene bestimmen, enthilt zwei in Geraden-
paare zerfallende Kegelschnitte. Sie bestimmen die Richtebenen der
zwei in dem Bilschel von Regelfldchen zweiter Ordnung enthaltenen
hyperbolischen Paraboloide. Eines dieser Paraboloide zerfillt.
Der Wert von p, der dem anderen hyperbolischen Paraboloid ent-
spricht, ist leicht zu ermitteln: Wir ordnen der Ebene durch i,
parallel zu v, die Ebene durch y, parallel zu 9, zu. Die erste
Ebene schneidet II; in einer Parallelen zu vy, die zweite Ebene
schneidet Tl in einer Parallelen zu v,. Die Abszissendifferenz dieser
beiden Geraden gibt den verlangten Wert von p an.

Wenn die Flichen gleicher Parallaxe p einander lidngs des
Netzstrahls d berlihren, so ist nach dem Chasles’schen Satz
iber die Berlihrungskorrelation! das Bilischel der Beriihrungs-
ebenen projektiv zur Reihe der Berlihrungspunkte. Wenn man den
Iibenen des Biischels 4 die Punkte von & projektiv zuordnet und
in jeder Ebene durch 4 jenes Strahlbiischel auswéhlt, dessen
Scheitel der entsprechende Punkt ist, so erhdlt man ein para-
bolisches Strahlnetz. In einem parabolischen Strahlnetz liegen
oo Regelflachen zweiter Ordnung. Eine Gerade des Raumes g
wird von den Ebenen des Biischels 4 in einer perspektiven Punkt-
reihe geschnitten. Wegen der Berlihrungskorrelation ist die Punktreihe
auf g zur Punktreihe auf ¢ projektiv. Die beiden Punktreihen J
und g erzeugen eine in dem parabolischen Netz enthaltene Regel-
tfliche zweiter Ordnung.

Wir konnen daher sagen:

IV. Die Fldchen gleicher Parallave y sind die Regelfldchen
zweiter Ordnung, welche dem hvperbolischen Strahlnetz it den
Brennlinien 1y, vs und dem parabolischen Strahluelz it der
Brennlinie d gemeinsam sind.

Die oo® Strahlen des hyperbolischen Netzes 3y, 35 sind die
Doppelstrahlen von oo! gescharten Kollineationen. Durch
das Strahlnetz und zwei homologe Punkte P, P, die auf einem
Netzstrahl beliebig angenommen werden, ist eine dieser gescharten
Kollineationen eindeutig bestimmt. Ordnen wir dem Punkt P ins-
besondere denjenigen Punkt P’ zu, welcher durch die Brenn-
punkte seines Netzstrahls, d. h. durch die Schnittpunkte des
Netzstrahls mit den Brennlinien 74, 3» harmonisch getrennt wird,
s0 erhalten wir einen geschart involutorischen Raum, dessen
Involutionsachsen die Brennlinien des hyperbolischen Netzes sind.
P und P sind konjugiert beziiglich aller oo® in dem hyperbolischen

1 Chasles, Sur les surfaces engendrées par une droite. Corr. math. et
phys. 11, Bruxelles 1839.
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Strahlnetz ¥y, 3» enthaltenen Regelflichen zweiter Ordnung. Drej
windschiefe Netzstrahlen des hyperbolischen Strahlnetzes y,, i,
bestimmen eine aus lauter Netzstrahlen bestehende Regelschar
zweiter Ordnung. Die Leitstrahlen dieser Schar, der .auch iy, v,
angehodren, sind paarweise einander zugeordnet und bilden eine ip
dem involutorischen Raum enthaltene hyperbolisch involy-
torische Regelschar, welche die Brennlinien v, 32 zu Doppel-
strahlen hat. Drei windschiefe Netzstrahlen des parabolischen
Strahlnetzes mit der Brennlinie 4 bestimmen eine aus lauter Netz-
strahlen bestehende Regelschar zweiter Ordnung. Die Leitstrahlen
dieser Schar, der auch d angehort, sind paarweise einander zu-
geordnet und bilden eine in dem involutorischen Raum enthaltene
parabolisch involutorische Regelschar, welche die Brenn-
linie d des parabolischen Strahlnetzes zum Doppelstrahl hat. Es
erfolgt also die involutorische Paarung der Leitstrahlen beim ersten
Strahlnetz so, dafl entsprechende Strahlen durch #, und i,
harmonisch getrennt werden, beim zweiten Strahlnetz so, dafl jeder
Leitstrahl den Strahl 4 als entsprechenden Strahl hat. Nun sind
flir die den beiden Strahlnetzen gemeinsamen [lichen die Strahlen
jeder Schar die Leitstrahlen der anderen Schar.
Daher konnen wir sagen:

V. Die Fldchen gleicher evster Parallaxe sind gleich geschart
involutorische Regelfldchen zweiter Ordnung.

Die Pole einer Ebene & Dbezliglich aller oo® in dem hyper-
bolischen Strahlnetz enthaltenen Regelscharen zweiter Ordnung
liegen in einer Ebene ¢,, welche mit ¢ ihren Netzstrahl / ge-
meinsam hat und von & durch jy und y» harmonisch getrennt
wird, denn 14, 15 liegen auf allen co® Regelscharen zweiter Ordnung
des Netzes. Die Ebenen /y; und 74, sind die durch den Netzstrahl/
an alle oo® Regelflichen legbaren Tangentialebenen. Die Tangential-
ebenen 34, Iy trennen e harmonisch von der durch ihren Pol E
gehenden Ebene g. Die Ebenen des Raumes sind also paarweise
lonjugiert bezliglich aller oo® in dem hyperbolischen Strahlnetz
liegenden Regelflaichen zweiter Ordnung. Der unendlich fernen
Ebene des geschart involutorischen Raumes mit den Involutions-
achsen 7y, ¥, ist eine eigentliche Ebene, die Fluchtebene, zu-
geordnet. Diese enthilt den in der unendlich fernen Ebene liegenden
Netzstrahl und die Mittelpunkte aller Punktinvolutionen des involu-
torischen Raumes. Sie ist folglich zu den beiden Involutionsachsen
14, ve parallel und halbiert ihr gemeinsames Lot. Weil die Flucht-
ebene der unendlich fernen Ebene beziiglich aller co® Regelfldchen
konjugiert ist, enthdlt sie die Mittelpunkte aller dieser Flachen.
unter denen sich die Fldchen gleicher Parallaxe p befinden.

Die Fldchen gleicher Parallaxe y liegen aber auch in dem
parabolischen Strahlnetz mit der Brennlinie ¢/, das wir als Grenzfall
eines hyperbolischen Strahlnetzes auffassen. Die Mittelpunkte der
oo in diesem Strahlnetz liegenden Regelflichen zweiter Ordnung
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liegen daher in der Fluchtebene des involutorischen Raumes, dessen
Involutionsachsen unendlich benachbart sind. Der Fufipunkt ihres
gemeinsamen Lotes in d ist der Zentralpunkt der Erzeugenden d.
Da die Flichen gleicher Parallaxe p die den beiden Strahlnetzen
gemeinsamen Regelfldchen zweiter Ordnung sind, gilt der Satz:

VI. Die Mittelpunkte der Fldchen gleicher erster Parallaxe
liegen auf der Gevadem, in der sich die Fluchtebenen der beideit
geschart involutorischen Rdume schneiden, denen die Fldchen
angehoren.

Die Konstruktion dieser Mittelpunktsgeraden ist leicht durch-
zufiihren., Die Fluchtebene des ersten involutorischen Raumes ist
die Symmetrieebene des gemeinsamen Lotes von j4, 3. Die Flucht-
ebene des zweiten involutorischen Raumes ist die asymptotische
Ebene der Erzeugenden d.

Wir gelangen zu dem im Satz VI formulierten Ergebnis auch
auf folgendem Wege. Ifassen wir die oo! Fldachen gleicher erster
Parallaxe auf als Inzidenzflichen von oo! polaren Rdumen, so sind
je zwei dieser Rdume zueinander Kkollinear. Sie erzeugen aber
nicht einen tetraedralen oder Reye’'schen Komplex, weil die
I'ldachen ein spezielles Biischel von Flidchen zweiter Ordnung bilden.
Sie sind ja zugleich die oo! Flichen einer Schar von Fléidchen
zweiter Ordnung. Haben die Bilischel von Flichen zweiter
Ordnung die charakteristische Eigenschaft, die auch als Definition
des Biischels! dienen kann, dafi die Polarebenen eines Punktes
beziiglich der oo! Flichen des Biischels ein Ebenenbiischel erster
Ordnung bilden, so gilt fiir die Scharen von Fldchen zweiter
Ordnung die duale Eigenschaft: die Pole einer Ebene beziiglich
der oo! Fliachen einer Schar von Fldchen zweiter Ordnung bilden
cine Punktreihe erster Ordnung. Die Pole der unendlich fernen
Ebene beziiglich der oo! Fldchen der Schar, d. h. die Mittelpunkie
der Fldchen gleicher erster Parallaxe bilden eine Punkireihe erster
Ordnung.

Schneiden wir das Bischel von Fliachen gleicher erster
Parallaxe mit einer Ebene, so erhalten wir die in der Ebenc
liegenden Kurven gleicher erster Parallaxe. Fir diese gilt
der Satz:

VII. Die in einer Ebene liegenden Kurven gleicher crstcr
Parallaxe bilden ein Kegelschuiitbiischel, dessen Grundpuikic die
Schuittpunkte der Ebene mit den Seiten des windschiefen Vierseils
49 d e sind.

Da die Seiten d, ¢ des windschiefen Vierseits unendlich
benachbart sind, bilden die in der Ebene liegenden Kurven gleicher
Parallaxe p ein spezielles Kegelschnittbiischel. Die Kegelschnitte

1 Th. Reye, Geometrie der Lage, III. Bd., p. 43.
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gehen durch die Spurpunkte von 34, ¥ und berlihren einander iy
Spurpunkt von 4.

Den Punkten einer Geraden g beziiglich zweier Kegelschnitte
ki, ks des Biischels sind die Strahlen zweier projektiver Strahl-
biischel konjugiert, deren Scheitel die Pole G, G der Geraden g
sind. Das Erzeugnis dieser beiden projektiven Strahlbiischel ist
ein IKKegelschnitt, der Ort der doppelt konjugierten Punkte,
Wenn zwei Punkte bezliglich zweier IKegelschnitte des Biischels
konjugiert sind, so sind sie beziiglich aller Kegelschnitte des
Bischels konjugiert. Der durch die projektiven Strahibiischel Gy, G,
erzeugte Kegelschnitt ist der Ort der Pole von g bezlglich der
ool Kegelschnitte des Biischels. Wihlen wir g als die unendlich
ferne Gerade der Ebene, so sind ihre Pole bezliglich der
Kegelschnitte des Biischels die Mittelpunkte derselben. Daher gilt
der Satz:

VIII. Die Mittelpunkte der in einer Ebenc liegenden Kurven
Sleicher erster Parallaxe liegen auf einem Kegelschuitt, welcher
durch die Eckpunkie des allen Kurven gemeinsamen degenevierten
Poldreiecks wund durch die Halbierungspunkte dev wvon je wwei
gemeinsamen Punkten begrenzien Strecken hindurchgeht.

Denn jeder Pol ist dem Schnittpunkt der Geraden mit der
Polaren beziiglich aller Kegelschnitte des Biischels konjugiert und
jeder solche Halbierungspunkt ist der Zentralpunkt der involu-
torischen Reihen, welche auf den gemeinsamen Geraden des
Biischels durch die konjugierten Punkte beztiglich der Kegelschnitte
des Blischels zustande kommen.

Wenn ein Punkt P eine Punktreihe g beschreibt, so be-
schreiben seine Polarebenen w;, ms beziiglich zweier Flichen @, ®,
des Biischels von Flichen gleicher erster Parallaxe zwei zu g
projektive Ebenenbiischel um die reziproken Polaren g, g» vong
beztiglich @®; und ®,. Die zu P konjugierte Gerade, die Schnitt-
linie der beiden Ebenen m;, @, beschreibt eine Regelschar zweiter
Ordnung.

Die Polaren von g beziiglich der Flidchen sind die Leitstrahlen
der Schar.! Jede Ebene des Blischels mit der Achse g schneidet
aus dem Bilischel von Flachen gleicher Parallaxe ein Biischel
von Kurven gleicher Parallaxe aus. Der Geraden g ist beziiglich
dieses Kegelschnittblischels ein Kegelschniit konjugiert.

In den oo! Kegelschnittbiischeln, welche durch die co! Ebenen
des Ebenenbiischels aus den co! Flachen gleicher Parallaxe aus-
geschnitten werden, sind der Geraden g oo! Kegelschnitte kon-
jugiert, die auf der Regelfliche zweiter Ordnung liegen, welche
der Geraden g bezliglich aller Flachen gleicher Parallaxe Kkon-

1 Th. Reye, Geometrie der Lage, 1II. Bd., p. 46.
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jugiert ist. Wihlen wir £ als unendlich ferne Gerade, so ergibt
sich der Satz:

1X. Die Mittelpunkte der in parallelen Ebenen liegenden
Kurven gleicher erster Parallaxe liegen auf einer Regelfldche
ziveiter Ordnung.

Jeder unendlich fernen Geraden ist eine Regelfliche zweiter
Ordnung als Ort der Mittelpunkte aller ebenen Kurven gleicherParallaxe
konjugiert, deren Stellung durch die unendlich ferne Gerade gegeben ist.
Den oo? Geraden der unendlich fernen Ebene sind oo? Regelflichen als
Tréger der Mittelpunkte von ebenen Kurven gleicher Parallaxe zu-
geordnet. Da die Pole der unendlich fernen Ebene beziiglich der
Fldchen gleicher Parallaxe auf einer Geraden liegen (Satz VI), gilt:

X. Die Mittelpunkte aller oot ebenen Kurven gleicher Parallaxe
bilden ein spezielles Biindel von Fldchen zweiter Ordnung. Auf
einer Fliche des Biindels liegen die Mittelpunkte aller ebenen
Kurven gleicher Parallaxe, deven Ebenen parvallel sind. Die oo® Fldchen
des Biindels gehen durch eine Gevade, daher zerfdllt die Kernkurve!
sechster Ovdnung des Biindels in lauter Geraden.

B. Besondere Aufnahmen.

Wir erhalten die verschiedenen Sonderfdlle durch die An-
nahmen besonderer gegenseitiger Lagen der Achsen der recht-
winkligen Achsenkreuze x; 1, z;, %, ¥, %,- Wir wollen die {iblichen
Bezeichnungen verkantete, verschwenkte, gekippte Auf-
nahmen etwas allgemeiner fassen, als dies in der photogramm-
metrischen Praxis geschieht. Wir wollen durch diese Bezeichnungen
die relative Lage der Bildebenien und Hauptachsen zum Ausdruck
bringen, unbekiimmert um die absolute Aufstellung der Platten im
Raum. Es kommt also eine Bezugnahme auf die lotrechte Auf-
stellung einer Bildebene, die in der Praxis besondere Bedeutung
hat, nicht in Betracht. Wir nennen zwei Aufnahmen ver-
kantet, verschwenkt, gekippt, wenn nur die beiden z-Rich-
tungen, respektive die y-, x-Richtungen {bereinstimmen,
wdhrend die beiden anderen Achsenpaare gegeneinander
um einen Winkel @ gedreht erscheinen, den wir den Winkel
der Verkantung, Verschwenkung oder Kippung nennen.

Ein weiterer Sonderfall ergibt sich durch die Annahme parallel
gestellter Achsenkreuze. Wir nennen diese Aufnahmen gleich
orientierte Aufnahmen? und reihen hier den in der photo-

1 Th. Reye nennt den Ort der Spitzen der in dem Biindel von Fldchen zweiter
Ordnung enthaltenen Kegel die Kernkurve des Biindels.
Th. Reye, Geometric der Lage, IIl. Bd., p. 138, 139.
In der photogrammetrischen Literatur bezeichnet als parallel ver-
schwenkte Aufnahmen. H. Dock, Photogrammetrie und Stereophotogramm-
metrie. Berlin, 1923. '

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. KI., Abt. ITa, 136. Bd. 41
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grammetrischen Literatur als Normalfall bezeichneten Fall eip.
Schliefllich widre noch der Fall sich schneidender Achsen zu er-
wihnen, wie er z. B. bei Panoramenaufnahmen auftritt.

1. Panoramenaufnahmen.

Die Achsen y,, ¥, schneiden sich in einem Punkt S. Das
hyperbolische Strahlnetz, in dem alle Flichen gleicher Parallaxe
liegen, artet aus. Es besteht aus den Strahlen der Verbindungs-
ebene ¥, ¥, und aus den Strahlen des Biindels S.

XY. Die Fldchen gleicher Parvallaxe y bilden ein Biischel
von Kegeln zweiter Orduung, welche die Mantellinien y,, 1y, d ge-
meinsam haben und einander ldngs d beviihren.

Fir p =0 sind die den Kegel erzeugenden projektiven
Ebenenbiischel kongruent, daher gilt:

Xla. Die Punkte, welche sich parallaxenfrei abbilden, licgen
auf einem orthogonalen Kegel.

2. Verkantete Aufnahmen.

Die Aufnahmerichtungen stimmen {iberein, die Bildebenen
sind parallel.

XIl. Die Fldchen gleicher Parallaxe y sind hyperbolische
Paraboloide. Alle Fldchen haben die durch die Stellumg der Bild-
ebenen gegebeme Richtebene gemeinsam, wdhrend die ool zweilen
Richtebenen ein Ebeneubiischel bilden, dessen Achse den Ver-
kantungswinkel halbiert.

XIla. Die Punkte, welche sich pavallaxenfrei abbilden, liegen
auf einem gleichseitigen hyperbolischen Paraboloid, welches zerfdlll,
wenn die Platten Auwsschuitte devselben Ebene sind.

3. Gekippte Aufnahmen.

Die horizontalen Mittellinien der beiden Platten sind parallel.

XW. Die Fldchen gleicher Pavallaxe sind einschalige Hyper-
boloide.

XIlla. Die Punkte, welche sich parallaxenfrei abbilden, liegen
auf einem gleichseitigen hyperbolischen Paraboloid, von mwelchem
dic eine Richtebene zu z, und z, parallel ist, wdihvend die zweile
die Symmetrieebene von z, z, 1st.

4. Verschwenkte Aufnahmen.

Die Vertikallinien der beiden Platten sind parallel. Die Fldchen
gleicher Parallaxe p ergeben sich als Erzeugnisse projektiver
Ebenenbiischel, deren Achsen y,, v, parallel sind.
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XIV. Die Fldchen gleicher Parallave Y bilden ein Biischel

von Zylindern zweiter Ordnung, welche durch y,, y, gehen und sich

der Schuitigeraden d der beiden Verschwindungsebeien bz-
rithren.t

Fir p =0 sind die den Zylinder erzeugenden projektiven
Ebenenbiischel kongruent, daher gilt:

XIVa. Die Punkte, welche sich parallaxenfrei abbilden, licgen
aunf einem Drehzylinder.

Dies ist das einzige Auftreten von Drehflichen unter den
Flichen gleicher Parallaxe. Beim allgemeinen Fall enthdlt das
Fldachenbiischel keine Drehflichen, weil deren unendlich ferne
Kurven durch vier gegebene Punkte gehen und den absoluten
Kegelschnitt doppelt beriihren miifiten.

Der Querschnitt des Zylinderbiischels ist das Biischel von
Kegelschnitten, welche durch die Spurpunkte von y, v,, d gehen
und sich im letzteren Spurpunkt beriihren. Unter diesen Kurven
gleicher Parallaxe finden wir den p = O entsprechenden Kreis als
Erzeugnis gleichlaufend kongruenter Strahlblischel. Die Erzeugung
der Kegelschnitte durch projektive Strahlbiischel ermoglicht eine
einfache konstruktive Behandlung. Fir den Kegelschnitt ihrer Mittel-
punkte sind auf Grund des Satzes VIII unmittelbar fiinf Punkfe ge~
veben. In der photogrammetrischen Praxis wird zwischen einem
Konvergenzfall und einem Divergenzfall? unterschieden.
Diese Unterscheidung féllt bei der projektiven Behandlung des
Problems weg.

5. Gleich orientierte Aufnahmen.

Die Achsenkreuze x, 1, 2, %,7,%2, sind parallel gestellt. Es
sind also nicht blofi die Achsen y,,y, der die Flachen gleicher
Parallaxe erzeugenden Ebenenbiischel parallel, sondern auch die
Verschwindungsebenen. Die Zylinder haben zwei unendlich be-
nachbarte unendlich ferne Mantellinien gemeinsam, daher gilt:

XV. Die Fldchen gleicher Parallaxe y bilden ein Biisclicl
dlmlicher pavabolischer Zylinder duvch 3,,3,.

1 Die Untersuchungen von H. Dock erstrecken sich auf dic Sonderfille 4
und 5. Dabei spielt die lotrechte Aufstellung der Bildebenen eine wesent-
liche Rolle. Dafl die Flichen gleicher Parallaxe Zylinderflichen durch drei Geraden
sind, finden wir auch in der zitierten Arbeit. Doch scheint Herrn Dr. Dock ent-
¢angen zu_sein, daB d die Schnittgerade der beiden Verschwindungsebenen ist, daff
also « nicht nur in der durch O, parallel zu Il; gelegten Ebene, sondern auch in
der durch O, parallel zu II, gelegten Ebene liegt, ferner daff die Fldchen gleicher
Parallaxe ein Biischel von einander lings 4 beriihrenden Zylinderflichen bilden. In
der zitierten Arbeit ist fiir den Querschnitt des Zylinderbiischels die Kurve der
Mittelpunkte angegeben. Unsere projektiven Untersuchungen gelten nicht nur fiir
den Querschnitt, sondern fiir jeden beliebigen Schnitt.

2 H. Liischer, Photogrammetrie (Einfache Stereo- und Luftphotogrammetrics
Verlag Teubner, Leipzig, 1920.
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Fiit p = O haben die beiden die Fliche erzeugenden Ebenen-
biischel mit den Achsen 34,7, die Verbindungsebene y, ¥, ent-
sprechend gemeinsam, sind also perspektiv, daher gilt:

XVa. Die Punkte, welche sich parallaxenfici abbilden, licgen
aunf einem Ebenenpaar, ndmlich der Verbinduugsebene v, vy und
der uneundlich fernem Ebene.

Der Querschnitt des Biischels parabolischer Zylinder ist ein
Biischel édhnlicher Parabeln.

Wenn die beiden gleich orientierten Platten Ausschnitte der-
selben Ebene sind, liegt der sogenannte »Normalfall« vor, Die
beiden projektiven Ebenenblischel haben die Verschwindungsebenen
entsprechend gemeinsam, sind also perspektiv. Daher gilt:

XVI. Die Flichen gleicher Parallaxe bilden ein singuliires
Biischel von in parallele Ebenenpaare zevfallenden Zylindern.

XVla ist mit XVa gleichlautend.

Der Querschnitt des Biischels von in parallele Ebenen zer-

fallenden Zylindern ist ein Blischel von in parallele Geradenpaare
zerfallenden dhnlichen Parabeln. Eine dieser Geraden ist O} O).1

Flaichen gleicher zweiter Parallaxe.

Wir ordnen den Parallelen zur Mittellinie 77, der ersten
Platte &', ', ¢ mit den Gleichungen

Dy =ap Y = by by =0,

die Parallelen zur Mittellinie /1, der zweiten Platte a”, b", ¢”,.
mit den Gleichungen

By = Qg Yy = by, Yy = ¢y,
so zu, daf
a—a0, = b;—hy = ¢;,—c, =. =

Projizieren wir das Parallelstrahiblischel der Geraden &, V', ¢,.
aus O,, das Parallelstrahlbiischel der Geraden a”, b”, ¢,.  aus O,,
so erhalten wir ein Ebenenblschel a,, §;, 1,,. mit der Achse =,
und ein Ebenenbiischel a,, (3, 1s,- mit der Achse x,. Die beiden
Ebenenbiischel sind, weil sie zu den kongruenten und daher
projektiven Parallelstrahlblischeln perspektiv sind, zueinander pro-
jektiv. Ihr Erzeugnis bezeichnen wir als Fldache gleicher zweiter
Parallaxe . Wir erhalten den zu Satz I analogen Satz:

I*. Die Fldche gleicher wweiter Parvallaxe  ist eine Regel-
schar zweiter Ordnumg, deren Leitschar die Strahlen z,, x, enthdll.

1 Der fiinfte Sonderfall: gleich orientierte Aufnahmen, ist in den Arbeiten
von Dock, Heinz und Pulfrich behandelt. Gewoshnlich wird bei XVI die Ebene 47 ¥»
weggelassen und nur die dazu parallele Ebene als Fliche gleicher Parallaxe bhezeichnet.
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Fur die Fldchen gleicher zweiter Parallaxe q tbernehmen die
Geraden x,, #, dieselbe Rolle, die fiir die Flichen gleicher erster
Parallaxe p die Geraden 3,7y, spielen. Wir kénnen also den
Sdtzen I bis X zehn gleichlautende Sitze [* bis X* gegeniiber-
stellen. Auf einen Umstand mochten wir besonders hinweisen.
Die ool Flichen gleicher erster Parallaxe gehen durch die Schnitt-
gerade d der beiden Verschwindungsebenen und durch die Schnitt-
cerade ¢ der” Ebenen, die aus den Verschwindungsebenen durch
eine unendlich kleine Drehung um die Achsen y,, 5, entstehen.
Analog gilt fir die oot Fldchen gleicher zweiter Parallaxe: Sie
gehen durch die Schnittgerade d der beiden Verschwindungsebenen
und durch die Schnittgerade f der Ebenen, die aus den Ver-
schwindungsebenen durch eine unendlich kleine Drehung um die
Achsen x, 7, entstehen. Es gilt also:

1II*. Die Fldchen gleicher zweiter Parallaxe bilden ein sii-
guldres Biischel von Regelfldchen zweiter Ordnung. Die Grund-
kurve des Biischels ist ein windschiefes Vierseit, von welchem zwei
Gegenseiten die Breunlinien x,, x, des hyperbolischen Netzes sind,
wihvend die zwei andeven Gegenseiten ziei mzcudl«ich_ibmaclzbm
Netzstrahlen d, f sind, d. h. die oo Fldchen berithren einander
ldngs der Schuitigeraden d der beiden Verschwindungsebenen.

Es bertihren sich demnach ldngs J nicht nur die Flichen
¢leicher erster Parallaxe, sondern auch die Flachen gleicher zweiter
Parallaxe, aber die beiden Berlihrungskorrelationen sind verschieden.
Diese Tatsache veranschaulicht sehr deutlich die schematische
Fig. 2. Der unendlich ferne Kegelschnitt [, der Fldche gleicher
zweiter Parallaxe ¥ geht durch die Punkte X, X,, und D,. Wir
bestimmen zwei weitere Punkte P, O, genau so wie frither die
Punkte A,, B, fliir den Kegelschnitt %, Wir treffen unter den
Ebenen der Biischel x,, x, folgende Auswahl: Wir ordnen den
Geraden 1, = q, §); = O von II, die Geraden Y, =0, 3, = — q von
[I, zu. Die diese Geraden aus O,, respektive O, projizierenden
Fbenen bestimmen zwei Strahlen p, ¢ der Regel schar ¥. Die un-
endlich femen Punkte von p, ¢ sind die Punkte P, O, Die den

Werten ¢, q”, q",.. entsp1echenden Flichen W/, W/, W = haben
unendlich felne Keoelschmtte n,uenn . - welche durch X, X,
D, gehen und je ein Punktepaar Pj, Q;, P Qu, Pi' Q.. ent-

halten, das analog wie P, O, zustande kommt. Die Reihe der
Punkte P,L P, Pl pi, auf X,, Z,, ist zur Reihe der Punkte
0, O, O oY auf X, Z,, perspektiv mit dem Zentrum S,
Daraus folgt daB alle Kegelschnitte 1., I}, I, 11/, . im Punkt D,
dieselbe Tangente 7, haben. Die Konstruktion der Tangente ¢/,
mittels des Pascal'schen Satzes ist in Fig. 2 ‘angegeben.

Der zu Satz IV analoge Satz IV* besagt, daB die Fldchen
gleicher zweiter Parallaxe die dem hyperbolischen Strahlnetz mit den
Brennlinien #,, , und dem parabolischen Strahlnetz mhit der Brenn-
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linie J gemeinsamen Regelflichen zweiter Ordnung sind. Die
Flichen ® gleicher erster Parallaxe und die Flichen W gleicher
zweiter Parallaxe liegen in parabolischen Strahlnetzen mit ge-
meinsamer Brennlinie d. Einer Tangentialebene = durch d ent-
spricht in der Berithrungskorrelation, die zu @ gehort, ein Beriih-
rungspunkt P, in der BeriihrungsKkorrelation, die zu W' gehért, ein
Beluhlungspunkt P,. Nach dem Chasles’schen Satz ist das Biischel
der Beluhlunosebenen = projektiv zur Reihe der Beriihrungspunkte P,
und zur Reihe der Beriihrungspunkte P,. Daher sind die zwe1
Reihen von Beriihrungspunkten P, und P, projektiv und haben
zwei reelle getrennte, zwei reelle zusammenfallende oder zwej
konjugiert imagindre Doppelpunkte D, D,, d. h. es gibt zwei Tan-
gentialebenen durch d, deren Berlthrungspunktepaare sich decken.

Anders ausgedriickt: Die zwei parabolischen Strahlnetze mit
derselben Brennlinie d haben zwei Strahlbiischel gemeinsam. Die
Strahlen dieser Bilischel sind die gemeinsamen Tangenten in den
zwei Punkten D,, D,, in denen sich die Fldchen beriihren.

Wir erhalten also den folgenden Satz {iber den Zusammen-
hang der beiden singuldren Bischel von Regelflichen zweiter
Ordnung:

XVIL. dlle ool Fldchen gleicher erster Parallaxe beriihien
alle ool Flichen gleicher zweiter Parallaxe in den Doppelpunkiten
der beiden  projektiven Reihen wvon Beriihrungspunkten anf der
Schuittgeraden dev Verschwindungsebenen.

Die konstruittive Behandlung der Beriihrungskorrelationen
erfoigt durch Verwendung der Spuren der Tangentialebenen. Die
Vervollstindigung wird am einfachsten durch Einpassen mit dem
Papierstreifen durchgefiihrt.

Wir verzichten auf die Ubertragung der Resultate des Kapitels
»Besondere Aufnahmen« auf die Flichen gleicher zweiter Parallaxe.

Kurven gleicher erster und gleicher zweiter Parallaxe.
L

Bringen wir jede Fliche ® des Biischels von Flichen gleicher
erster Parallaxe mit jeder Flache W des Biischels von Flichen
gleicher zweiter Parallaxe zum Schnitt, so erhalten wir oc? Kurven,
deren Punkte Bildpunkte mit konstanter Abszissendifferenz p und
mit konstanter Ordinatendifferenz q haben.

Wir nennen eine solche Kurve eine Kurve gleicher erster
und gleicher zweiter Parallaxe. Da alle Flichen ¢ und alle
[lachen W die Schnittgerade d der beiden Verschwindungsebenen
enthalten, sind die oco? Schnittkurven Raumkurven dritter Ordnung.
Die Projektionszentren O, und O, liegen auf den oo! Flichen ®
und auf den oot Flachen ¥, daher auch auf den oo? Raumkurven
dritter Ordnung. Nach Satz XVII bertihren die oo! Flichen ® die
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oot Flichen ¥ in den Doppelpunkten der beiden projektiven Reihen
von Beriihrungspunkten auf der Schnittgeraden der Verschwindungs-
ebenen, daher miissen die oco? Schnittkurven in den Beriihrungs-
punkten D,, D, der Fldchen Doppelpunkte haben. Wir kdnnen zu-
sammenfassend sagen:

XVIIL. Die oo® Kurven gleicher erster und gleicher zweiter
Parallaxe sind Rawmbkuwrven dritter Owvdnung, welche durch die
Projektionszentren Oy und O, und durch die Doppelpunkte D,, D,
der projektiven Reihen von Beriihrungspunkten auf der Schuitt-
geraden d der beiden Verschwindungsebenen hindurchgehen:

Projizieren wir die oo? Schnittkurven aus O, und O,, so er-
halten wir je oo? Kegel zweiter Ordnung und in ihren Spurkurven
in 1, und II, je oo? Kegelschnitte. Die Bildkurven in [I, gehen
durch O}, D}, 1)}, die Bildkurven in I, durch O, DY, D]. Die
Punkte D,, D, liegen in beiden Verschwindungsebenen, daher liegen
ihre Bildpunkte D!, DY, D}, D] unendlich fern. Die Bildkurven der
oc? Kurven haben dieselben unendlich fernen Punkte, sind also
dhnliche Kegelschnitte. Wir koénnen daher sagen:

XIX. Die Bildkurven der Kuirven gleicher erster und gleicher
ziweiter Parallaxe bilden die Biindel von dhulichen Kegelschnitten,
welche durch O, respektive O gehen. Je nachdem die Doppel-
punkte D,, D, der projektiven Reihen von Beriihruugspunkten auf
der Schuitigeraden d der Verschwindungsebenen reell getrennt, reell
rusaminenfallend oder kowjugiert imagindr sind, erhalten wir
Biindel dhulicher Hyperbeln, Parabeln oder Ellipsen.

Wir verzichten auf eine Behandlung der vielen mdéglichen

Kombinationen von Sonderféllen der Fldchen gleicher erster Parallaxe
und der gleicher zweiter Parallaxe.

1L

Wir konnen zu den Kurven gleicher erster und gleicher
zweiter Parallaxe unabhingig von den Fidchen ® und ¥ auch auf
direktem Wege gelangen. Wir ordnen jedem Punkt I’ (g, v,) in I,
den Punkt P’ (1, 9,) in II, so zu, dafl

Yy = g—p und Y, =y, —q

ist, d. h. wir ordnen dem ebenen Feld 1l, das in der Richtung von
h, um — p, in der Richtung ven v, um — g verschobene Feld II,
zu. Die Biindel, welche diese Felder aus O, und O, projizieren,
sind kollinear und erzeugen eine Strahlkongruenz erster Ordnung
dritter Klasse, die Bisekantenkongruenz einer Raumkurve dritter
Ordnung, welche durch die Scheitel O,, O, der erzeugenden Biindel
hindurchgeht. Die Raumkurve dritter Ordnung ist der Ort der
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singuldren Punkte! der Kongruenz, d. h. der Punkte, in denen sich
homologe Strahlen der Biindel schneiden. Damit ist gezeigt, dag
die Punkte gleicher erster und gleicher zweiter Parallaxe auf einer
kubischen Raumkurve liegen.

Die Ebenen des Biindels O, durch die Geraden in II,

L=p =09 =09 =0
schneiden die Ebenen des Biindels O, durch die Geraden in Il

L=0,5=—p =09 =—4q

in vier Bisekanten der kubischen Raumkurve. Die Raumkurve
dritter Ordnung ist durch die Punkte O;, O, und die vier Bisekanten
eindeutig bestimmt und kann etwa in der von Reye? angegebenen

Weise linear konstruiert werden.
Wir konnen auch die Tangenten der kubischen Raumkurve

in den Punkten O,, O, sehr einfach ermitteln. Bezeichnen wir die
Koordinaten des Punktes O mit x,, 3, die Koordinaten der Punktes
O7 mit p,, ,, so geht die Tangente in O, durch den Punkt von
II, mit den Koordinaten y,—yp, y,—q und die Tangente in O, durch
den Punkt von II, mit den Koordinaten g,=+p, y,=+q.

Sonderfdlle.

1. Die Biindel O,, O, haben eine Ebene entsprechend
gemeinsam. Das Erzeugnis der kollinearen Biindel ist eine Strahl-
kongruenz erster Ordnung zweiter Klasse. Der Fall tritt bei all-
gemeinen Aufnahmen nicht ein, wohl aber bei verschwenkten und
bei gekippten Aufnahmen. Fiir diese gilt:

XX. Bei verschwenkten und bei gekippten Aufnalmen gibt cs
ool Kurven gleicher erster und gleicher zweiter Parallaxe, welche
in einen Kegelschuitt und eine seiner Unisekanten zerfallen. Diese
Kurven entsprechen einem beliebigen Wert von q (p) und “elnent
Sesten Wert von y (y), welcher durch die einzige gemeinsame z/oppc.//"—
projizievende Ebene gegeben ist.

2. Die Biindel O,, O, haben einen Strahl entsprechend
gemeinsam, abei nicht alle durch ihn gehenden Ebenen.
Das Erzeugnis der kollinearen Blindel ist eine lineare Strahl-
kongruenz oder, ein Strahlnetz. Die kubische Raumkurve zerfillt in
drei Geraden, ndmlich in die Gerade O, O, und die Brennlinien
1, v des Strahlnetzes. Die Biindel O,, O, haben zwei Ebenen ent-
sprechend gemeinsam, d. s. die projizierenden Ebenen der Brenn-
linien #, v.

1 Th. Reye, Geom. d. Lage, IL. Bd., p. 160.

Th. Reye, Geom. d. Lage, II. Bd.,, p. 17!.
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Der Fall tritt ein, wenn die Bildpunkte O}, O der Projektions-
zentren entsprechende Punkte der Kkongruenten ebenen Felder
I, I, sind.

XXI. Unter den oo® Zahlenpaaren )y, q gibt es ein einziges,
fiir welches die Kurve gleicher erster wid gleicher zweiter Parallaxe
in dvei Gevaden zerfdllt. Dieses Zahlenpaar ist durch die Parallaxen
der Bildpunkte der Projektionszentren gegeben.

Die Bildkwrven sind die einzigen zerfallenden Kegelschnitte
in den Biindeln dhulicher Kegelschuitte durch die Bildpuukte der
Projektionszentren.

Je nachdem die Punkte D,, D, reell getrennt, reell zusammen-
fallend oder konjugiert imagindr sind, erhalten wir zwei reelle ge-
trennte Geraden durch O, Of, respektive zwei reelle zusammen-
fallende oder zwei konjugiert imagindre Geraden. Die Konstruk-
tion der Brennlinien #», v kann so durchgefiithrt werden: O, O,
ist ein Netzstrahl. Wir bestimmen drei weitere Netzstrahlen a, b, ¢
als Schnittgeraden homologer Ebenen der Sehstrahlenbiindel. Die
Brennlinien sind die Geraden, welche mit diesen vier Netzstrahlen
inzident sind.

3. Die Biinde!l O,, O, haben drei Ebenen entsprechend
gemeinsam. Wenn die Biindel drei Ebenen gemeinsam haben,
dann haben sie alle Ebenen des Biischels O; O, entsprechend ge-
meinsam. Die Biindel sind perspektiv kollinear, sie sind Scheine
einer Ebene, der Perspektivititsebene.

XXII. Alle Punkie gleicher erster und gleicher zweiter
Parallaxe liegen in einer Ebene, wenn die Sehstrahlenbiindel alle
doppeltprojizievenden Ebenen eutsprechend gemeinsam haben.

Diese Voraussetzungen sind beim Normalfall gegeben, wenn
wir p beliebig, ¢ = O annehmen. Wihlen wir insbesondere p == 0,

q =20, so erhalten wir als Ort aller Punkte, die sich in beiden
Richtungen parallaxenfrei abbilden, die unendlich ferne Ebene.
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