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Die Bemessung des Endquerrahmens offener
Briicken

Von
Ing. Dr. Friedrich Schweda, Wien

(Mit 10 Textfiguren)

(Vorgelegt in der Sitzung am 26. Jinner 1928)

Das Problem der Knicksicherheit der Druckgurte offener Briicken
wurde erstmalig von Engesser behandelt, der schon im Jahre 18841
die bekannte, seinen Namen tragende Naherungsformel entwickelte,
die im Wesen auf den Annahmen stetig verteilter Querstiitzung und
sinusférmigen Verlaufes der elastischen Linie aufgebaut ist und den
Vorzug grofier Einfachheit besitzt, Die grundlegenden Untersuchungen
rithren von Miiller-Breslau? und insbesondere Zimmermann? her;
doch fiihrt die moglichst voraussetzungslose Behandlung des Problems
zu recht umfangreichen Zahlenrechnungen, ist also flir die Praxis
wenig geeignet. Man hat daher nach Naherungslosungen gesucht,
die den Vorteil einer einfachen Endformel mit dem Streben nach
einer genaueren Erfassung der tatséchlichen Verhéltnisse verbinden.
Eine solche Ndherung erhidlt man durch die Annahmen unverinder-
licher Gurtkraft und Querstiitzung, unverdnderlichen Trégheits-
momentes des Gurtes und gleicher Feldweiten. Die Elastizitdts-
gleichungen nehmen dann die Form von linearen Differenzen-
gleichungen mit konstanten Koeffizienten an, deren Ldsung leicht
anzugeben ist. Auf diese Weise hat Bleich* den geraden Stab mit
gelenkiger Festhaltung der Enden behandelt und ist zu einem fiir
praktische Zwecke sehr geeigneten Endergebnis gelangt. Im folgen-
den wird der gleiche Weg beschritten, jedoch die Voraussetzung
unverschieblicher Festhaltung der Stabenden fallen gelassen und
neben dem Problem der Knickung auch das der Biegung unter-
sucht, welches sich von jenem bekanntlich nur dadurch unter-
scheidet, dafi das zugehorige System der Elastizititsgleichungen
nicht homogen ist. Das erstere fiihrt uns zu einem Ausdruck fiir
den im Knickfall notwendigen Wert des Endrahmenwiderstandes,
der eine Darstellung in Tafelform zuldfit; die Losung des letzteren

1 Zentralblatt der Bauverwaltung, 1884, p. 415.

2 Graphische Statik, Bd. II.

3 Sitzungsberichte der PreuBischen Akademie der Wissenschaften, Jahr-
gang 1905, 1907, 1909; ferner: Die Knickfestigkeit der Druckgurte offener Briicken,
Berlin 1910.

4 Dr. Ing. Friedrich Bleich, Theorie und Berechnung der eisernen Briicken,
Berlin 1924,
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gibt uns die Moglichkeit, zusitzliche Biegungsspannungen im Gurt
und in den Querrahmen zu ermitteln.

Wir betrachten den etwas allgemeineren Fall eines Trigers
mit schrigem Abschlufi (Fig. 1), da der Trdger mit lotrechtem Ab-
schluff nur einen Sonderfall von diesem darstellt. Tragwerk und
Belastung seien symmetrisch zur Briickenachse und Briickenmitte,
Die Anzahl der rechteckigen Felder ist 2#. Die Bezeichnung der
Knotenpunkte erfolgt von der Mitte aus mit O bis (#+41), be-
ziehungsweise 0 bis — (#-+1). Die Belastung habe {iberdies eine
derartige Verteilung, dafi alle Mittelquertrdger von (z—1) bis
— (n—1) die gleiche, die beiden Endquertréger 7, beziehungsweise
—n eine davon verschiedene oder gar keine Last tragen.
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Fig. 1.
Es bedeuten ferner:
a — die Feldweite der rechteckigen Mittelfelder,
al = des dreieckigen Endfeldes,
S = die unveridnderliche Gurtkraft zwischen den Knoten
und —mn,

D = die Druckkraft in der schrigen Anlaufstrebe,

J=das konstante Tridgheitsmoment des Gurtes senkrecht
zur Ebene der Tragwand zwischen den Knoten 7 und
—n,

J' = jenes der Endstrebe in gleichem Sinne wie J,

W = Rahmenwiderstand der Mittelrahmen, Knoten (7—1) bis
— (n—1),

W, = Rahmenwiderstand des Endrahmens, Knoten 2, be-
ziehungsweise —i, wobei unter der tiblichen Bezeichnung
»Rahmenwiderstand« jene beiden horizontalen Krifte ver-
standen sind, die, in den beiden Rahmenkdpfen gegen-
einander wirkend, Verschiebungen derselben um die
Liangeneinheit zur Folge haben,

1 = Neigungswinkel der Endstrebe.

1. Die Differenzengleichung des Problems.

Das zu behandelnde Problem ist das eines unter zentrisch-
achsialem Druck stehenden geraden Stabes, der in einzelnen von-
einander gleich weit entfernten Punkten elastisch gestiitzt ist. Unter
der Wirkung der Belastung wird der Stab aus seiner urspriinglich
geraden Lage in eine gebogene Form iibergehen (Fig. 2). Die da-
durch in den Knotenpunkten entstehenden Gurtmomente M, und
die Abweichungen der Knotenpunkle von der Ausgangsgeraden #,
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sind die Unbekannten des Problems. Zur Losung stehen uns zwet
Gleichungsgruppen zur Verfligung, die wir — im Sinne Zimmer-
mann’s, dem wir auch die nachfolgende Herleitung derselben ent-
nehmen! — Stetigkeitsbedingungen und Stiitzengleichungen
nennen.
a) Die Stetigkeitsbedingungen.

Aus dem verformten Stab schneiden wir irgendein Feld, etwa

. .x-+1 unmittelbar neben den Knoten heraus, bringen in den

a a a —s
[X*7 X x-7 X-2
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|)./Xf7 '):Y "YX-1 L~
_—"J,/
Fig.

Schnittstellen die dort wirkenden Krifte und Momente an und
untersuchen die Formédnderung dieses Stabstlickes (Fig. 3). Die
konvexe Seite der Krimmung moge hiebei dem Briickeninnern zu-
gekehrt sein. Wir beziehen das Feld auf ein rechtwinkliges Koor-
dinatensystem, dessen &-Achse mit der urspriinglichen Stabachse
zusammenfillt und dessen y-Achse durch den linken Endpunkt des
Stabes geht. Die Krifte, von welchen das Feld ergriffen wird, sind
zundchst die in den Endpunkten x und x+41 in Richtung der
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Fig. 3.

urspriinglichen Stabachse wirkenden Krifte S, ferner die Knoten-
punktsmomente M, und M,y; und schliellich die im Felde unver-
dnderliche Querkraft Q,, deren Zeiger mit dem rechten Endpunkt
des Feldes tlibereinstimmen und in jenem Sinn positiv gerechnet
werden soll, wie ihn die Fig. 3 angibt. Fiir einen beliebigen Punkt
der Stabachse mit den Koordinaten & und ¥ lautet das Biegungs-
moment:

My = S(y—Ywg1)+ Qu - E+ Moy

1 Sitzungsberichte der PreuBiischen Akademiec der Wissenschaften, Jahr-
gang 1907, p. 235.
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In Verbindung mit der {iblichen Né&herung:

M=—EJy'
und den Hilfsgréfen:
S v 1ux+1
) —_— A'? ~ — 3 v —_— - T 7 1
EJ % S T Y s = ()

lautet die Differentialgleichung der elastischen Linie:

I 12 y—n? (ub+v) = 0.
Ihre Losung ist:

y=Asinz§+Bcosné+ué+v. (2)

Die Integrationsfestwerte ergeben sich aus den beiden Rand-
bedingungen:
£=0, y=yr41s und E=a, y =1,
zZu:
B =y, —v
und:

o . N
= - |—an+y,—0—(Yy31—V)COS A 4|.
smaw l Hods st ) ]

Das Gleichgewicht gegen Verdrehen liefert (siehe Fig. 3):
00 = [amem g (M s M) 3
Mr = Jxt1 x S 41 x

Mit Beniitzung von (1) und (3) und der abkiirzenden Be-
zeichnung:

r‘o:ax:a\/—Eij (4)

gewinnen wir fiir 4 und B die Ausdriicke:

A

_ 1] Mv Mx—{-l-‘ _ ]I/[x—{—_L =
— Slsing tgep_’B_ S ©)

‘Wir benétigen zundchst die Neigungswinkel der Stabachse
in den Endpunkten. Durch Differentiation wird aus (2) erhalten:

y' = Aw cos nE—Bx sin w4+,
Mit der Bezeichnungsweise der Fig. 3 wird dann:

fir §=o0. .tgoyyy=Ar+u
E=a. .tgw = Awncosra—Bxsinxa+tu.
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Die Einfithrung von (1), (4) und () in diese Ausdriicke er-
gibt die Neigungswinkel in der Form:

¢ )W[H—l_(l_ ¢ )MA

tg 1 = (1 —

g/ aS sing/ aS
1 \
_ ?l- ()'.v+1__3 1)
6
t w-—<1—_i_>_M_x+1__<l_fﬂ° )VMA-_ ©)
g Oy — SiI’l'f"/ aS tgr‘? aS

1
4 (J r4+1—3 .v>

Fir jeden Knotenpunkt koénnen wir flir die Stabneigung zwei
Werte angeben, die sich z. B. fiir den Knoten x aus den links und
rechts davon liegenden Feldern x+1. .x und =x...x—1 ent-
sprechend der gewdhlten Bezeichnung mit o, und o} ergeben. Das
Bildungsgesetz der Neigungswinkel ist aus (6) zu ersehen und wir
kénnen unmittelbar anschreiben:

o \ M, ( v \ M,_,
IA N . v ‘o 1 o 1] S
g o (1 tgcp) aS sin r.s\' aS
1
a

(J’x—.ﬂ'xA) 6a)

Da die beiden Stabachsen am Zusammenschiuf§ zweier Felder:
stetig ineinander tibergehen missen, ist es notwendig, dall in jedem
Knotenpunkte die beiden vorerwédhnten Winkel einander gleich sind,
so daf wir flir » erhalten:

Wy — (D{v,
welche Beziehung unter Verwendung von (6) und (6a) und den
Hilfsgrofien:

s — sin g—¢ cos ¢ f— Ssine
T e—sing ' g—sing
die Form erhdlt:
My 42 M’v+Mx~1+t(J'ﬂi-{f1__72J';v +3v1) =0, @

die wir gemif8 ihrer Herleitung als Stetigkeitsbedingung be-
zeichnen.

b) Die Stiitzengleichungen.

In der Gleichung I haben wir erst eine Verbindung zwischen
den Unbekannten M, und ¥, kennengelernt. Eine zweite Be-
ziehung erhalten wir durch Betrachtung des Zusammenhanges
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zwischen den in einem Knotenpunkt auftretenden Stiitzenreaktionen
und dem elastischen Verhalten der Stiitze selbst. Schneiden wir im
Punkt x» ein Stiick des Stabes unmittelbar links und rechts des
Knotens heraus und bringen in den Schnittstellen die Querkrifte
an, so ist die Stiitzenreaktion R, gemifi Fig. 4, in welcher R, als
titige Kraft auf den Stab wirkend eingezeichnet ist:

R, = Q.vfl;Q.v (7)
Die Einfithrung von (3) in diese Beziehung ergibt:
Ol .
R, = @ []V[.v+1—2 M.+M, —S <J"x+1;2_1’;v +J’x—1>} . (8)
Bezeichnet ferner & den durch die Quertrdgerbelastung her-
vorgerufenen Anteil an der Knotenpunktsverschiebung (positiv nach

X

4 Dy-1

14,
Fig. 4.

dem Briickeninnern) und W den bereits eingangs definierten
Rahmenwiderstand, welche beiden Werte geméifl unserer Voraus-
setzung flir alle Mittelknoten (z—1) bis —(rz—1) unverdnderlich
sind, so 14t sich bei Bestehen des Proportionalititsgesetzes die
Knotenpunktsverschiebung in der Form

R
Ve =84 - (9)

schreiben, welcher Ausdruck unter Verwendung von (8) die Gleichung
—(Myy1—2 M+ M, _)+S yp1—2Yx+Ye ) +aWy, = a we 1

ergibt, die eine zweite Beziehung zwischen den Unbekannten M,
und y, vorstellt und die wir im Hinblick auf ihre Entstehung
Stiitzengleichung nennen wollen.

Die Gleichungen ! und II bilden ein Simultansystem zweier
linearer Differenzengleichungen mit unverdnderlichen Beiwerten. Jede
von ihnen ist von zweiter Ordnung und wir konnen nach Ein-
fihrung der zweiten Differenzen kiirzer schreiben:

A2 My+2 (s—1) My+1 A2y, = } (10

—A2 M A SN2y +alWy, —alW?3d

Ehe wir an die Losung des Systems (10) schreiten, mogen
noch die Verhéltnisse am Ende des Stabes untersucht werden.
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2. Die Randbedingungen.

Ein Gleichungspaar von der Form (10) kann flir jeden
7wischenknoten (#—1) bis —(1z—1) aufgestellt werden. Wie schon
einleitend bemerkt wurde, legen wir der Betrachtung einen Trédger
nach Fig. 1 zugrunde. Infolge der vorhandenen Symmetrie kdnnen
wir uns dabei auf eine Trédgerhdlfte beschrdnken. Zur Aufstellung
von Stetigkeitsbedingung und Stiitzengleichung fiir den Knoten #
gehen wir in derselben Weise wie unter 1a und 16 vor. Wir be-

trachten die Forménderung des Stabes n+1. .z senkrecht zur
Ebene der Tragwand (Fig. 5). Aus der zweiten Gleichung (6) er-
halten wir unter Berlicksichtigung der gelenkigen IFesthaltung des
Auflagerknotens #—+1, welche ausgedriickt ist durch:

Myey =0 und 3,44y =0

und unter Verwendung der Bezeichnungen der Fig. 5

lr‘l 9}? 1
t 0 = — (1 — T ) - " T
e ( tow'/ a’ Dsecy T dsec M In
Wir haben hier statt M,. .9, geschrieben, um anzudeuten, daf

es sich um die Formédnderungen in einer um den Winkel 7 zur
Wagrechten geneigten Ebene handelt. Ferner ist analog zu (4):

o = a’ H Sect (4a)

Aus (6 a) ergibt sich weiters:

D M M,_ 1
te of, = S )V " _< — »,EE~> kit S < —, )
S On <1 tge/ aS '~ & w) aS a0

Dem Kriftespiel im Knoten 7 legen wir die Darstellung zu-
grunde, wie sie Miiller-Breslau und Zimmermann gegeben.haben.
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Das Moment 9, wird in eine wagrechte Komponente 9, cos 1 und
in eine lotrechte M, sin 7 zerlegt. Sehen wir von einer Verdrehungs-
steifigkeit der Stiitze » ab, so besteht die Gleichgewichtsbedingung

M, cos 1 = M, (11)

Das lotrechte Moment W, sin v moge zur Gédnze von der Stiitze,
d. i. also von dem Halbrahmen im Knoten #, aufgenommen werden.
Bei dem gewdhlten Biegungssinn der Momente sucht dieses Teil-
moment ebenso wie die Stltzenreaktion R den Knoten nach innen
zu verschieben.

Die Stetigkeitsbedingung 148t sich hier in der Form fassen,
dafl die Horizontalprojektion der elastischen Linie keine sprung-
weise Tangentenidnderung aufweisen darf. Das erfordert die Gleich-
heit der Horizontalprojektionen von w, und e}, d. i.

tg w,.sec y = tg o).

Nach Einsetzen der beiden Tangenten, Berlicksichtigung von (11)
und den kurzen Bezeichnungen:

L ¢ ) P (.
o5 1 e )=e® apas, 1 ) =2 @
1 ©
a8 <1— sintIn)_d(";)

gewinnt die Stetigkeitsbedingung fiir den Knoten 2 die Form:

' 1 1 1
c(p)+¢ (CP)] My, 4+ d (9) My 1—u <—a— + —“) + ;J'u——l =0. (La)

(LI

Die Stiitzenreaktion im Knoten 7 ist nach (3) und (7) und
mit Bezug auf Fig. 3:

S D S 1 1 1
R, = (7 -+ o cos 7]_’)"1; — ;J'n——l - [Z + ?J]l/-[u. +; M.

Zu dieser Kraft tritt noch die bereits erwéhnte lotrechte Momenten-
komponente hinzu, deren Grofe mit Beachtung von (11)

WM, sin v = M, tg v ”
My

ist und die zu der Verschiebung des Knotens den Beitrag 77 tg 1
0

leistet, wobei W, analog zu der Definition des Rahmenwiderstandes
ein Moment bedeutet, das eine Verschiebung um die Lingeneinheit
zur Folge hat. Bezeichnen wir ferner mit 9, den von der Belastung
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des Endquertrdgers herriihrenden Anteil an der Gesamtverschiebung,
so ergibt Gleichung (9) nach Einfiilhrung der obigen Werte die
Stittzengleichung des Endknotens 7:

W,
1+ a2 tgy Mn~Mua1—<S + LD cos '(——aﬂf’o\ Ay A+
! Wy a' /
+Syy—1 = alWyd, T a)

Die Gleichungen (Ia) und (Il &) und die ihnen entsprechenden
des anderen Tridgerendes, die aus den vorigen durch Vorzeichen-
wechsel der Zeiger von M und ¥ zu gewinnen sind, bilden die
Randbedingungen des Systems (10). Ihre allgemeine Behandlung
in dieser Form fiihrt zu recht unhandlichen Zusammenhédngen und
es moge daher fiir die weitere Untersuchung eine Vereinfachung
Platz greifen, die in der Voraussetzung eines Kugelgelenkes im
Knoten # besteht. Fif diesen Fall ist (Ia) durch die Beziehung
M, = 0 zu ersetzen und in (Il ) féllt dadurch das erste Glied weg.
Fir den Knickzustand ist diese Annahme tibrigens streng erfiillt,
wenn, wie {blich, die freie Knick]ange der Endstrebe gleich der
Netzldnge o' sec v ist. Dann ist! ¢’ ==, damit wird ¢/ (¢) = oo und
aus (Ia) entsteht M,, = 0. Bei der E1m1tt lung der Biegelinie hin-
gegen bildet das Kugelgelenk eine je nach der konstruktiven Aus-
bildung des Knotens 72 mehr oder minder gute Anndherung an die
wirklichen Verhéltnisse.

Die Randbedingungen lauten nun: Flr den Knoten #:
M, =0
— M, —(S + —Z D cos '(—aDV0>_j',;+Sy,,,,1 = alWW, 3, J (12)

und fiir den Knoten —u:
M_, =0
- jl/[—n+1 _<S -+ '5/_ D cos (—a I/T‘}O>l'—~—lt+'S_J' 1 = flI’VUSUJ (12 (Z)

Flr den Trdger mit lotrechtem Abschlufl ist D = 0 zu setzen.

3. Die aligemeine Losung der Differenzengleichungen.

Von den beiden Gleichungen (10) ist die erste homogen, die
zweite nicht homogen. Man ersieht unmittelbar, daBl eine Partikular-
16sung des vollstdndigen Systems die folgende ist:

My, =0, 1, =3 (13)

1 Siehe auch p. 88.
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Zur Losung der homogenen Form (10) verwenden wir den Ansatlz:
M, = Crqess, 3, = Cpoes* (14)
mit den zweiten Differenzen:
ANEM, = C.21e** (Cofo—1), A%y, = C.2pe**(Cofoa—1) (15)

der die beiden charakteristischen Gleichungen:

7 (Cofo—1)+(s+ 1)+t (Coja—1) =0 } (16)
—21(Cojo—1)+2p SEofo—1)4+aWp =0
liefert. Man erhdlt aus (16):
o 2 (Cofo—1) . (17)
7 2S(@ofo—1)+allV
und die Bestimmungsgleichung flir o:
4t+2S(1—s)—aW . 2t—2Ss+aWs
Gof2e — Soj o = 0. (18
of*e 5 (I+5) o e + —57r S 0. (18)

Ersetzen wir s und # durch ihre fritheren Ausdriicke (siehe p. 5) und
fiihren die Hilfsgrofen

i aW Y
k:-? 1+coscp—2$QF ¢—sing)
(19)

,_< aTV) .. oW
= 5S COS‘P+—2S§' ¥

ein, so gewinnen wir fiir die beiden Wurzeln der Gleichung (18)
den Ausdruck:

Cof o = k= \/B—7, (20)

aus welchem im allgemeinen zwei verschiedene Werte, Cof o, und
Cof o, entspringen. Da jeder Funktion ©of o ein positives und
negatives Argument entspricht, sind vier verschiedene o vorhanden:
+o,, —o, und +oa, —oa, so dal wir vier verschiedene Teil-
losungen von der Form (14) erhalten. Das charakteristische
Gleichungspaar (16) liefert ferner nur das Verhiltnis von p zu v;
wir kdnnen daher eine dieser zwei Grofien willkiirlich annehmen
und wihlen fiir p. den Zdhler des Bruches (17), dann wird 7 gleich
dem Nenner desselben. Mit den beiden Wurzeln (20) ergibt sich
somit:

Pre = 2(Cof0,,—1), 7y, =2 S (C0fay,,—1)+alW 21
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Die vollstdndige Losung der inhomogenen Form (10) lautet jetzt:
M, = Ciuen+ Gy e+ Gy e+ Gy et l (22)
I = Cpy e+ Cyp e P+ Cypy €7+ Cppy eV 43

Die weitere Behandlung hingt davon ab, welcher Art die beiden
Wurzeln (20) sind.
a) Gleichung (20) liefere zwei reelle Werte Qof o, und
Gof ay; dann sind auch v,;,, und p,,, reelle Zahlen. Mit Hilfe des
Zusammenhanges zwischen Exponential- und Hyperbelfunktionen
und Einflihrung neuer Festwerte, die mit den friiheren in der Art:
C,+G,. C, C,—G,. .G,
C,+C,. .Gy C,—C,. C,
in Verbindung stehen, 146t sich (22) schreiben:
M, =C, 1, Cof o, x+ C, 1y Sint oy -+ Cy 1 Cof 0y 2+ C, 1, Sin oy v 23)
) " ] 20
an=C, ty Coj o, 2+ C, p, Gina, v+ Cy py, Cof 0y 2+ C, p,Sinton, 43
Fiir die Knotenpunktsverschiebungen s, kann man noch eine

andere Form angeben, die besonders bei der Ermittlung der Inte-
grationskonstanten sehr von Vorteil ist. Fithrt man die Beziehung:

1
e = (,e—a ) (21a)
in die letzte Gleichung ein, so erhidlt man:
_ nj;\f o
.j\ — S

W . . ~
¢ A(C, Cojo, ¥+ C, Ein o, v+ C, Coj oy v+ C, Sina,2)+3  (234a)
S 1 1 2 1 3 2

b) Gleichung (20) ergebe eine Doppelwurzel @of o, die
bedingt ist durch das Verschwinden der Diskriminante /k2—r7-
Dann besteht neben der Teillosung (14) auch noch die Sonder-
ldsung:

My = (xn+2 SGina), 5= (xpn+28&ina),

Weisen wir wie frither den symmetrischen Gliedern die Kon-
stanten €} und C,;, den unsymmetrischen C, und C, zu und ver-
wenden m dem Ausdruck fir y, die Be21ehung (21 a), so erscheinen
jetzt die Unbekannten in der Form:

My = 1 Cof ox+ Cyry Sinax+C, (v Sinov+

+2 .S SinaCojar)+C, (x1 Cof axv+2 S Sina Sina x)

Mx ﬂﬂ (24)
Ve = e e (C; Coj o+ C, Ginaxr+Cyx Sinar+
+C,x Cpj ax)+3.

Sitzungsherichte d. mathem.-naturw. KI. Abt. [Ta, 137. Bd. 6
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¢) Die beiden Wurzeln der Gleichung (20) seien kon-
jugiert komplex. Die Bedingung hiefiir ist:

k2—y < 0.

Setzt man zur Abkiirzung:

\/1:]7;: 2 (25)
dann ist:
Cofo,,, =kip (26)

Wir behandeln zundchst die erste Wurzel Gofea, = k+ip.
Das Zurlickgehen auf die Exponentialfunktion liefert fiir e* eine
reziproke quadratische Gleichung: es gentigt daher die Betrachtung
nur einer Wurzel derselben:

e = k4ip4\/(k+ip)—1. (27)
Bringen wir mit:
kE—pr—1 2kp
m?® = (k2—p>—1)2+4 k%p? cos ) = -———-, sin b = —*
(k2 —p>—1)°+4 k*p?, b R -

den komplexen Radikand in die trigonometrische Form, so ist:

S — — | |
\/k+ip)2—1=\/m .<cos % +isin ;—>

o, ist ebenfalls eine komplexe Zahl. Setzen wir hiefiir: o, = a, 48,
so gewinnen wir aus (27) die Beziehung:

_ d . ,l
el cos By 4-iev sin B, = k+ \/m.cos —‘2) + i(p+ \/m.sin ;), (27 a)
\

aus welcher unmittelbar

— !
evcosf, = k+ \/m .cos% ]
. — (28)
et sin iy, = p4\/m . sin -
und daraus
i . & \2 - b \2
Q20— <k+ \/m .cos - ) + (p+ \/m sin %)
— A
p+ \/m . sin ,‘)— (29)
tg B, = ——7—77477——-4:
/1 X
k4 N/ .cos 5

folgen.
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Die zweite Wurzel der Gleichung (26): Goja, = k—ip liefert
in analoger Weise mit dem Ansatze o, = a,+¢f, zunéichst:

o 9
¢ cos By +7et sin B, = b+ \/m cos 7~z<a+ \/m sin *) (27 b)

Es ist daher:

e cos B, — b+ \/m cos ;
— v\ (- (28 a)
e sin B, — — <p+ \/m . sin %)

Daraus ergibt sich:

— b
2 J—
e“2_</e+\/m.co 5

\2 . L, \2
) +<p+ \/m sin-Z—)

’

— !
p+\/m sin % (294a)

’1’

tghy = —

k+ \/m cos

)

Wir erhalten demnach flir 2% denselben Ausdruck wie fiir
¢*%, mithin ist a; = a,. Mit Berlicksichtigung dieser Beziehung
liefert ferner ein Vergleich der Gleichungen (28) und (28a): cos B, =
—=cos B, und sinf; = —sinf,, woraus in Ubereinstimmung mit
den zweiten Gleichungen (29) und (294) 8, = — B, folgt. Es kénnen
daher weiterhin die Zeiger 1 und 2 weggelassen und die vier

Werte o in libersichtlicher Weise angeschrieben werden:
o, = a+if oy, = a—1if3

' . . (30)

—o, = —a—1if —o, — —a-+1f3

a und £ sind durch die Bestimmungsgleichungen (29) oder (29a)
gegeben, die sich nach mehrfachen Umformungen schliefllich in der
einfachen Form darstellen lassen:

2 Gofa = \/(k+1)+p2+ \/(k—12+p* | _
a (30a)
2 cos p = \/(ht D)2 p—\/(k— 1P +p? |

Die Einfihrung von (30) in die allgemeinen Ausdriicke (22)
ergibt bei Verwendung der Hyperbelfunktionen unter Beachtung
des Umstandes, dafi jetzt auch die Werte n und p komplex sind
(fir die man mit (26) unter Zuziehung der Hilfsgrofien

p=2SEk—-1+alW, g=2pS (31)

My,, =P 2=ig und

P1,2 =2(k—1)=xi.2p :%(P—CLW—_FZ‘Q) (32)
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schreiben kann) und nach der Konstanteninderung:

C,+C,+C+C,. .C, C—GC+C—C,. .G,
i(Cy4C—Cy—C))...Cyy i(C,—Co—Cy+C). .C,

die Unbekannten in der Form:

M, ="C,(p Coj nx cos Bx—q Sin ax sin Bx) +
+ C, (p Ginax cos pxr—q Cof ax sin fx) +

~+ C, (g Goj ax cos Br-+p Sin ax sin Br) +
+ C, (¢ Sin ax cos Bx+p Cof ax sin gx)( (33)

M, w . .
O —1-§'; —- fLS* (C, Cof ax cos Bx+C, Sin ax cos Br+-

+C, € ax sin fx+C, Cof ax sin fx)43

4. Die Ermittlung der Konstanten und der Biegelinie
des Gurtes.

Mit den im vorigen Abschnitt entwickelten Beziehungen (23),
(24) und (33) sind fiir die drei moglichen Wurzelformen der Glei-
chung (20) die Unbekannten M, und y, bis auf die Integrations-
konstanten C; bis C, bestimmt. Zur Ermittlung der letzteren stehen
uns die Randbedingungen (12) und (12a) zur Verfligung. Wir be-
schrinken uns hiebei auf die Behandlung des Falles komplexer
Wurzeln, da, wie spiter gezeigt werden wird, nur dieser Fall
praktisch in Frage kommt. Die Anwendung des eben erhaltenen
Ausdruckes fiir M, (Gleichung 33) auf die beiden Bedingungen
M,=0 und M_, —= O liefert nach Addition und Subtraktion zu-
nédchst die beiden Gleichungen:

C, (p Cof an cos pn—q Sin an sin fn) +
+ C, (g CojancosPn+p SinansinPn) =0  (34)
C, (» @in an cos pn—q Coj an sin fu) +
+ C, (¢ Sinan cos Br+p Cof an sin fn) = 0. (34a)

Bezeichnen wir ferner in der Formel fiir ¥, den von x ab-
hingigen Klammerausdruck vorlibergehend mit f (1), so gilt:

Iy = i’g f()+3
M, aW
I =g - Tf(7z—1)+5.

Nach Einfithrung dieser Werte in die zweite Gleichung (12)
nimmt diese die Form an:



Endquerrahmen ‘offener Briicken. 85

<3 D cos '(+S—alxl%)f(;z)—»Sf(;zw1) =

SD
I/VO_ (60——6) -+ Wa COs 7.
Eine analoge Umformung wird auch mit der zweiten Glei-
chung (12a) vorgenommen. Macht man die Substitution f wieder
rickgédngig, so erhdlt man schliefilich wie frither nach Addition und
Subtraktion dieser beiden Randbedingungen die folgenden Be-
ziehungen:

A
G [( ZT D cos '{+S—“CLI/V0) @Cojan cos fn—
—SG@oja(z—1)cosp (jn—l)} +
+ G K% D cost+S—a W0> Sinan sin fn—

—S&ina(m—1)sinp (nﬁl)l =

'W
w s

SD Y » 4
= 8;—08) + 5’1/170 cos (35)

C, [(% Dcos(+S—a T/V0> Ginan cos Br—SCin a(n—1)cosf(n— 1)} -+

+ C, [(% D cos 7+S—aH/0> Cof ar sin pu—

—SCofa (n—1)sinp (n‘l)} =0. (35a)

Die Gleichungen (34) und (35) ergeben die Konstanten C,
und C,, die Gleichungen (34a) und (354) C, und C,. Nimmt man
an, dafl die beiden Nennerdeterminanten von Null verschieden sind,
so resultieren nur fir C; und C; endliche Werte, wihrend C, und
C, verschwinden, da d1e zugehorlgen Bestlmmungsglewhungen
homogen sind. D1e Verformung ist also, wie man aus der ali-
gemeinen Losung (33) ersieht, zur Briickenmitte symmetrisch, was
infolge der gemachten Annahmen von vornherein hitte beriick-
sichtigt werden kénnen; da wir uns aber spiter mit dem Knickfall
beschiftigen wollen, durften wir in den allgemeinen Entwicklungen
keine diesbeziigliche Vereinfachung eintreten lassen. Wir erhalten
nach kurzer Zwischenrechnung mit der naheliegenden Bezeichnung

N—2 p(aWO—S— ,.C%Dcos 7) (€Cof 2 an+cos 2Bu) -+

+pl€na@n—1)sinf+Sinasinf (2r—1)] +
+ ¢ [Coja(2n—1)cos B+ECofa cosB (2 n—1)];
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Z, = — %f | W, (8,—3) + % D cos 7] (p Sinansinfu + .
+ g Cof an cos Bn); (36)
o ¢
Z, = TV[H (3,—9) + > D cos (] (pCojan cospn —
— g &inan sin fn);
— Zl Z
C,= N C, = -~

Die Einfiihrung der Konstanten in die allgemeinen Glei-
chungen (33) ergibt schlieflich nach einiger Umformung die end-
gliltigen Losungen:

1 2, 9 ;
M,,.:»A VV T/T o, (0— 50)——D cos*(J (p*+q%).F, (%)
M,
e 7 (8—3,) -— 37
pe= g (1maw L) — g | W, 02 (37
b
— D cos '(J F, (v)+3

worin zur Abkiirzung

F, () = Sina (n+x) sin p (n—2x)+Sin a (n—x) sin p (n4+x) } 37
F, (x) = Cof a (n+=x) cos B (n—=x)+Cof a (n—=) cos § (n4+2%) (87a)

gesetzt wurde.

Sind die Knotenpunktsmomente und Knotenpunktsverschie-
bungen bekannt, so ist nach den im 1. Abschnitt gegebenen Be-
ziehungen auch der Verlauf der Biegelinie innerhalb zweier Knoten
bestimmt.

Aus (5) erhalten wir die Integrationsfestwerte A und B, aus (3)
die Querkrifte und aus (1) die Hilfsgrofen # und v. Durch (2) ist
dann fiir jedes Feld die Biegelinie festgelegt, die wir mit der Um-

formung u&:%& in der Form
j/izAsin—L%é+B COS%€+1¢E+U

schreiben wollen. Nach zweimaliger Differentiation erhalten wir
daraus den Momentenverlauf zu

M; :S(A sin iE+B cosi£>.
a a

Schliefflich ergibt Gleichung (7) die wagrechten Krifte R,, zu deren
Nachpriifung auch Gleichung (9) herangezogen werden kann.
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5. Die Knickbedingung.

Mit verschwindenden Lastgliedern geht das bisher behandelte
Problem der Biegung in jenes der Knickung iiber. Die Difterenzen-
gleichungen und ihre Randbedingungen werden homogen; endliche
von Null verschiedene Losungen, also von der Geraden ab\velchende
instabile Gleichgewichtslagen des Stabes sind nur dann moghch
wenn eine der beiden zu den obigen Bestimmungsgleichungen der
Konstanten geho6rige Nennerdeterminante verschwindet. Bezeichnen
wir diese mit N (zugehorig zu C; und C,), beziehungsweise N’
(zugehorig zu C, und C), so erhalten wir in der Bedingung N =0
oder N' =0 einen Zusammenhang zwischen Stabdimensionen und
Belastungen, aus welchem eine von diesen Gréfien berechnet werden
kann. Wie man schon aus der Form von NN (erste Gleichung 36)
erkennt, ist diese einzig in Betracht kommende Gréfle der End-
rahmenwiderstand T,. Das gleiche gilt fiir die Determinante N’
Aus beiden ldSt sich W, in der gemeinsamen Form:

1
2ap(Coj2ancos 2pn)

{p[Sina(@n—1)sinf =+ SinasinB (2 n—1)] +
+ g[Gofa(2n—1)cosf == Cofacos B2 n—1)])  (38)

in welcher jetzt unter S und D die bei Erreichung der Stabilitdts-
grenze auftretenden Knicklasten vorstellen, fassen. Hiebei gehort
das obere (+) Zeichen zu N, das untere (—) zu N. Weiters er-
kennt man aus der allgemeinen Form (33), dafi die Konstanten C,
und C; mit geraden, C, und C, mit ungeraden Funktionen ver-
bunden sind. Daraus folgt der Schluﬁ dafl die Bedingung N =0
zur lotrechten Stabhalbierenden symmetrische Gleichgewichts-
lagen kennzeichnet, wihrend der Bedingung AN =0 solche mit
Polarsymmetrie bezliglich der Stabmitte (v = 0) entsprechen. Die
daraus resultierenden W, mogen durch die Zeiger 1 und 2 unter-
schieden werden. Von den durch die Gleichung (38) definierten
moglichen Gleichgewichtslagen interessiert praktisch nur jene,
welcher bei gegebenen Stababmessungen die Kkleinste Knicklast
oder umgekehrt bei gegebener Knicklast die grofiten Werte von
Gurtprofil und Querstiitzung zugeordnet sind. Der verwickelte Zu-
sammenhang zwischen Last und Stabgrofien, wie er durch Glei-
chung (38) dargestellt ist, gibt jedoch weder einen Uberblick {iber
die Anzahl der mdoglichen Gleichgewichtslagen noch liefle sich aus
dieser Beziehung etwa die Knicklast S oder der Mittelrahmen-
widerstand W ermittéln. Unbeschadet der Allgemeinheit, konnen
diese Verhiltnisse besser an einem Sonderfall iibersehen werden.
Wir wihlen zu diesem Zwecke einen vierfeldrigen Trdger mit
lotrechtem AbschluB, setzen also D =0 und #=2. Die beiden
Werte W,, und W,, lassen sich dann auch ohne Verwendung der
bisher 1elchllch gebmuchten Hilfsgroflen noch in ertriiglicher Form

D S
Wyie = i eosT+— —
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unmittelbar durch die in Betracht kommenden Werte S und W
ausdriicken. Man erhdlt mit der Abkiirzung:

_aW
YT Sy
3 :
5 g —_ 2 cos2o+mw pcos2 o+
Wy= —ow -
a cos2¢+2mw[sin2o—

+ 2sinp — E—sinth‘

—2¢cos2¢]+2n%[p2cos2¢0—2¢ sin 2 ¢+sino+2@siny]
und

S wsing+(1—2we¢)cosy

w 2
2a wsino+(l—mwep)cosey

02 —
An dieser Stelle moge eine Bemerkung {iber die Bedeutung
der Grofie v Platz finden. Nach (4) ist ¢ definiert durch

—
g=a,/ 5
EJ
Fir den Knickzustand kann das obige konstante Dehnmafi E durch
den »resultierenden Modul« E' nach Engesser-Kdrmén ersetzt
werden. Ferner ld8t sich die Knicklast S in der verallgemeinerten
Fassung der Eulerformel in der Form:
w2 EJ
(va)?
schreiben, worin va die freie Knicklinge des Stabes, die Zahl v
somit das Verhéltnis zwischen dieser zu der Feldweite vorstellt. Die
Verbindung beider Ausdriicke liefert die sehr einfache Beziehung:!

~

T

= (39)

die gleicherweise fiir den elastischen und unelastischen Bereich
gilt. Da ein Druckgurt mindestens fiir die einfache Feldldnge
knicksicher sein muff und man anderseits mit der freien Knick-
linge kaum {iber die dreifache Knotenweite hinausgehen wird, so
bewegt sich v in den Grenzen zwischen 1 und 3 und ist mit Hilfe
der Tafeln der Knickzahlen rasch zn ermitteln.

Wir wihlen fir unser Beispiel v—=1-5, a = 500 cm, ferner,
bei vierfacher Sicherheit, S = 4.225 = 900 ton, und erhalten dann®

3 670+1-287 W . 1-393 W—1-774

W, =W = :
. — 2 446+ 1-594 W+ W2’

W—1-971

1 Schweda, »Der Bauingenieur«, 1923, p. 514.
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In der Fig. 6 ist der durch die obigen Formeln zum Aus-
druck gebrachte Zusammenhang zwischen W und W, dargestellt.
Aus der Figur ist zunidchst folgendes zu entnehmen: Dem End-
rahmenwiderstand ist offenbar eine untere Grenze gesetzt, die der
Annahme unnachgiebiger Mittelrahmen (W = oo) entspricht und
graphisch durch die beiden horizontalen Asymptoten zum Ausdruck
kommt. Von den auf diese Weise erhaltenen zwei Werten ist
selbstverstdndlich der grofere, d. i. hier W= 1393, mafigebend.

*H

8

7

=N~~~ r—"1t i =
g |8
w LI Py o
7l -6 -8 -4 -3]\i-2| -7 o\ 7‘\2 K] 4 5 & 7
-2\' \
1 *_\l
i ‘552 —1t/
iy 2°58. » 977
! o9gs |1
i -4
-5
-8
|
A
Fig. 6.

Jede dariiberliegende zur W-Achse parallele Gerade, z. B. A—B,
schneidet die Kurvenscharen dreimal, d. h. einem vorgegebenen W,
entsprechen drei verschiedene W oder bei gegebenem Endrahmen-
widerstand bestehen drei verschiedene Gleichgewichtslagen des aus-
gebogenen Stabes. Allgemein wiirden bei 2 n Feldern 2 n—1 ver-
schiedene Gleichgewichtsformen entspringen und dieses Ergebnis
laBt sich auch aus der Form der Differenzengleichungen (10) er-
sehen. Der Wert W kommt hierin nur in den Stiitzengleichungen
fir die Mittelrahmen vor, deren Anzahl 2 n—1 ist. Die gleich Null



F.'Schweda,

gesetzte Nennerdeterminante des durch die obigen Differenzen-
gleichungen und deren Randbedingungen verkdrperten Gleichungs-
systems ergibt daher eine Gleichung vom Grade 2 n—1 in W,
welcher ebenso viele Wurzeln entsprechen. Von den auf diese
Weise erhaltenen drei (allgemiein 2 #—1) Schnittpunkten ist augen-
scheinlich nur jener brauchbar, der bei gegebener Stabkraft dem
grofiten Wert von W entspricht. Der Bereich dieser brauchbaren
Losungen ist nun durch dié am weitesten in der positiven W-Rich-
tung stehende vertikale Asymptote begrenzt. Die vertikalen Asymptoten
bedeuten aber nichts anderes als die bei unnachgiebigen Endstiitzen
(W, = vo) notwendigen Zwischenrahmenwiderstinde. Wir sind somit
zu dem nicht {iberraschenden Ergebnis gelangt, dafi die Grofie des
Mittelrahmens nicht beliebig ist, sondern jenen grofiten Betrag, der
sich bei Annahme gelenkiger Festhaltung der Stabenden ergibt, nicht
unterschreiten darf,

Die Knickbedingung fiir diesen Fall lautet (siehe Gleichung 38):

Cof 2 an 4 cos 2 pn = 0.
Mit Bentitzung von (30) entsteht daraus:
Cof 120, €of 122, = 0 und Sin na, Sinne, = 0.
Die beiden Teilbedingungen &inna, =0 und Cofno, =0
erfordern:

s

2n

o, =1 2, (z=20,1,2. .)
Nun ist nach (20):

Cof o, = k+i \/r—k‘?: cos 9—7;1— 2,2 =0,1,2. .2n—1),
aus welcher Beziehung nach Einfiihrung von (19)

COS — - 2— COS ©—COS ——
28 2n / ! 2n

T sinyg [ T
COS——2%-—COS ® — (cos—z—l
2nu ' 7 2n y

#=0,1,2. .2n—1) (40)

folgt. Zu dem gleichen Ergebnis gelangt Bleich,® wobei be-
merken sei, dafl wir die gesamte Felderzahl mit 2 # bezeichnet
haben, wihrend sie bei Bleich 7 ist. Die beiden anderen Teil-
bedingungen &inne, =0 und Cofne, =0 geben das gleiche
Resultat. Von den 2s—1 moglichen Losungen (z = O ist bedeu-
tungslos) ist diejenige herauszufinden, die den grofiten Wert von W

1 Bleich, Theorie und Berechnung der eisernen Briicken, p. 201, GL 7.
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ergibt. Es ist das Verdienst Bleichs, diesen Grofitwert in eine
sehr handliche Formel gebracht zu haben. Sie gilt fiir 27 = oo
und fithrt dadurch zu Mittelrahmenwiderstinden, die immer grofer
sind als diejenigen, die sich fiir endliche Felderzahlen ergeben. Doch
ist der Unterschied schon bei 271 = 6 bedeutunglos.

Es wiirde weiter keiner besonderen Schwierigkeit unterliegen,
wenn wir fernerhin als Grenze des Mittelrahmenwiderstandes die
Bleich'sche Formel verwenden wilirden. Im Interesse grofierer Ver-
einfachung aber kann sie auch durch die Engesserformel ersetzt
werden, da diese fast zur Ginze mit jener {ibereinstimmt, wenn
man sich auf Knickldngen beschrinkt, die grofer sind als die
1, 2-fache Feldweite. Diese Beschrdnkung wird sich praktisch wohl
stets als niitzlich erweisen, um nicht allzu schwere Querrahmen
zu erhalten.? Es ist ja schliefilich auch nicht notwendig, den genauen
Wert des Mittelrahmenwiderstandes bei festgehaltenen Enden zu
kennen, denn dieser ist unbrauchbar, weil dann eben W, — oo sein
miifite. Wir benstigen nur die Gewifheit, dafl wir uns iber diesem
Wert, d. h. rechts der mafigebenden Asymptote (siehe Fig. 6), be-
finden. Dazu geniigt aber die mit einem willkiirlichen Faktor ¢ > 1
versehene Engesserformel vollkommen. Diese lautet bekanntlich

a S?

4EJ
und wir erhalten somit, bei Verwendung der Zahl v, flir den Wert
des Mittelrahmenwiderstandes die wichtige Beziehung:

S
W:CTVE:C:LW (41)

|14 E =

Ihre Einflihrung in (19) liefert fiir 2 und » gednderte Aus-
driicke:

. 1 -, = I (ﬁ . 7:>
h— — cos —cC-—|-——sin—
2 v 8y \v Y

s (42)

8y

Die Zuziehung von (41) 146t schliellich das Ergebnis (38)
mit der Hilfsgrofie

= T . %
coS — + ¢ ——sin —
y 8v v

7":(1—0

— 9 — '47,2 -
m =2 (k—1)+c iy (43)
in der endgiiltigen Form:
D ,
W = —y cos+ Wz, (44)

erscheinen, wobei

1 Hartmann, »Zeitschrift des Oster. Ing.- u. Arch.-Vercines«, 1925, H. 43'44.
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42 1 { ~ .
g =y (Sina(2u—1)sinf 4+
| 20@oj2an=cos2fun) ( a ) sinf

=+ Ginasinp (211—1)) + Zp(@nfa (2n—1).cosf==CofacosB(2 n—l))]} (45)

das Verhédltnis des End- zum Mittelrahmenwiderstand bei lot-
rechtem Trdgerabschlufl vorstellt, das nur abhdngig ist von
der Felderzahl 21, dem Schlankheitsverhdltnis des Stabes, aus-
gedriickt durch die Zahl v und dem willkiirlichen Beiwert der
Engesserformel ¢. Von den auf diese Weise erhaltenen zwei
Werten ¢, , kommt nur der grofiere in Frage.

In den nachfolgenden Tabellen wurde flir die am héufigsten
auftretenden Felderzahlen 27 — 6,8,10 und 12 dieses mafigebende
Verhiltnis fiir verdnderliches v und ¢ ermittelt. v bewegt sich, wie
schon erwidhnt wurde, in den Grenzen 1-2 bis 3:0; mit ¢ unter

W 78 79 |2¢

7& 77 72 73 74
e

75 |78
———]
T
T v-25
I~ v
e

\ T~v-20
-030

-050 ~y-75

V=72

k%r Fig. 7.

1-2 herabzugehen ist nicht empfehlenswert, da sich sonst unaus-
fuhrbare Endrahmenwiderstinde ergeben, was man auch schon
aus Fig. 6 ersieht, in welcher der brauchbare Kurvenast in der
Néhe der kritischen Asymptote ein sehr rasches Ansteigen zeigt.
Ferner wird man den Endrahmen immer stdrker halten als den
Mittelrahmen, mindestens jedoch beide gleich stark ausbilden, so
dal ¢ nicht viel unter 1 sinken wird; dann ist es aber, wie man
aus den Tafeln erkennt, nicht notig, ¢ grofier als 2 zu wihlen.
Bei Vorhandensein einer schrigen Anlaufstrebe ist der nach den
Tabellen ermittelte Wert 1, entsprechend dem Ausdruck (44) noch

D .
um den Betrag o oS (unter D die Knicklast verstanden) zu

vermehren.

Mit Hilfe der Beziehungen (42) ist man nun in der Lage,
festzustellen, welche Wurzelformen der Gleichung (20) auftreten
konnen. In der Fig. 7 ist die Diskriminante k*—» als Funktion
von v und ¢ dargestellt. Man erkennt, dafi fiir alle praktisch vor-



Endquerrahmen offener Briicken. a3

kommenden Werte der letzteren die Diskriminante negativ bleibt,
womit die bereits frither (p. 84) aufgestellte Behauptung bewiesen ist,
daf nur die komplexen Losungen von'(20) von Belang sind. Dies gilt
-nicht nur fiir den Knickfall, sondern auch bei stabilen Gleichgewichts-

Werte von bei 6 Feldern (n = 3).

AN | |
Nl oqee 1'3 14 15 | 16 1 1°8 | 19 20
i
1-2 % 1°00| 078 | 065
1-3 % 1°25| 0°93| 075
14 I} 1°41] 1-04| 0-84
15 ! 139 | 1-06| 0°87
1°6 % 1°35] 110 ] 0°9+| 0°82
1°7 | 1°65 | 180 ] 1:09 | 0-94
18 | 201 | 1-54 | 1-25| 1°06 | 0-94
1°9 & 241 | 1:77 | 1°40| 1-18 | 1:03 | 0:90
2:0 Il 279 1-97 | 155 | 1-29| 1-11 ] 0:97 | 0°85
2-1 2:98| 2+12| 1°64| 136 | 1-17 | 1-02 | 0-90
2:2 | 293 | 2-10| 1-66| 1388 | 1-19| 104 | 0:94
23 | 260 | 1-97| 1°60| 1'35| 1-17 | 1:04 | 0-94 | 0:85
2-4 | 227 | 176 | 148 | 1-27| 1-12| 1-00 | 0-91 | 0-83
25 1099 | 1-71] 148 1+32| 1-17]1:06 | 0-96 | 0-89
26 | 227 | 1-92| 166 | 146 | 130 | 1:17 | 1-06 | 0-97 | 0-89
27 | 2857 | 217 | 184 | 161 | 143 | 1-28 | 1:16 | 1:06 | 0-97
2.8 | 2:91| 2:44| 2:05| 1-79| 138 | 1-41 | 1-27 | 1°15 | 106
2:9 | 320 2-72| 228 | 1-97| 1-73 | 154 | 1-38 | 1-26 | 1*15
‘3'01 3-72 | 302 2-52| 217 | 190 | 1-68 ] 1-30 | 1-36 | 1-24
|
Werte von & bei 8 Feldern (2 =4)
NG | 1 1-8
2 . | e -~ .
v\ 1°2 13}14 1°5 6 17 1°9 | 20
|
1-2 ( 0:93| 074 | 062 ‘
13 1 1-12] 0'86 | 071 | i
14 | 1-27| 096 | 0-80 !
15 1 1-32] 01| 0-85 |
16 | 1-42 | 1-12 | 0-94 | 0-81
147 % 1-69 | 1-28| 1:06| 0-90
18 ! 1°96 | 1-44 | 1-17 | 0°99 [ 0-87
19 4 207 | 1'54| 1°24| 1-06| 0-92
2:0 || 2:04| 1'54| 1-286| 1:08| 0°95 |0 85
2¢1 1 1°85 | 1+47| 1°25| 1-08| 0°96 | 0-87
29 ; 2:08| 166 | 1:39| 1:20| 1-05|0:94| 085
23 | 2:43| 18| 1-55| 1:32| 1-16 | 1-03 | 0-92
2:4 1 2:83 | 2:18 | 173 | 146 | 1:26 | 1-11 | 100 | 0-90 |
2:5 |t 3-25| 237 | 1:90| 1-58 | 1-36 | 1-20 | 1-07 | 0-97 ’
26 ' 369 | 261 | 2:07| 17 1°46 | 1-28 | 113 | 1-02 | 0-93
2°7 , 4°03 | 282 | 220 | 1-81| 154 | 134 | 119 [ 1:07 | 0-97
| 2-8 ’ 4-22 | 2:96| 228! 1-S6 | 159 | 1°39 | 123 | 111 | 1-01
2:9 | 4:25| 301 ] 230 1:89 | 1:62 | 1-41 | 125 ] 1-13 | 1-03
3:0 | 3-98| 285 | 2:25| 1°87| 1:61 | 1°41 | 1:26 | 1 14 | 1:04




94 F. Schweda,

Werte von ¢ bei 10 Feldern (12 =35).

.

\‘ 1-2 13 14 1'5 16 | 1°7 | 1°8 | 109 | 20
AN

12 | 0°909| 075 | 0-63

143 | 1-06 | 0-83| 070

194 | 1-21] 0-93| 0-78

1°5 | 1°26| 100 0-84

16 | 1-43| 1-11| 0-93| 081

1°7 | 164 1-24| 1-03| 0-88

1-8 | 1°74] 1-32| 1-09| 094 0-83

1°9 | 1-72 | 1-34| 1-13| 098 | 0-87

20 | 185 | 1-46| 1-22 | 1-05| 0:93 | 0-83

9+1 | 214 | 163 | 184 | 1-14| 1-00| 0-89

22 | 2:42( 1-80| 1-45| 1-23| 1-07 | 0°95 | 0°86

23 | 266 | 1°92| 155 | 1-81| 1-14 | 101|091

o4 | 274 199 | 1-61| 1-86 | 1-18 | 1-05 | 0-94 | 0-86

25 | 265| 200 1-63| 1-39| 1-21 | 1-08 | 0°97 | 0-89

26 | 2047 | 1°92| 1-60| 138 | 1+21 | 1:09 | 0-98 | 0°90 | 0-83

27 | 247 | 1-99| 1-67| 1-43| 1-26| 1-13 ] 1:02 | 0°93 | 0°85

2.8 | 279 | 2-21| 1:82| 1-55| 1-36 | 1-21 | 1-09 | 099 | 0'90

29 | 3-17| 244 | 199 | 1-68 | 1:46 | 129 | 1-18 | 1-05 | 0-95

3.0 | 358| 260 217 | 1-82| 1-57 | 1-38 | 1-23 | 1-11 | 1-01

Werte von ¢ bei 12 Feldern (# =6).

X 12 ‘ 143 | 14 | 15 | 16 | 17 [ 198 | 19 | 20
1-2 | 097 | 0:74| 0-62

1°3 | 1-06 | 0-82 | 069

14 || 1-17 | 0°92 | 077

15 | 125 099 | 0-84

16 | 141 1-10] 0:93| 080

17 | 1-34| 1-19| 1:00| 0-87

1-8 | 1-60 | 1-26 | 1°06 | 0:92 | 0-82

19 | 173 185 112 0:98 | 0°87

2:0 | 1:96 | 1-49 | 1-22| 1-05| 093|083

2.1 | 212 | 1-60 | 1°30 | 1-12| 0°99 | 0-88

202 | 217 | 1-65 | 1°37 | 117 | 1+03 | 092 | 0-84

2.3 1 2:12| 1-66| 1-40 | 1-20| 1:06 | 095 | 0-87

2.4 | 228 | 1-78| 148 | 1:27 | 1-12|1-00 [ 0-91 | 0-82

25 | 257 | 1°94| 160 | 1+36| 1-19 | 1:06 | 0:96 | 0-87

26 | 2:89| 213 | 1:72| 1-45| 1+26 | 1-12 | 1-01 | 0°92 | 0-84
2:7 | 315 | 2-20| 1°81| 153 | 133 | 1-18 | 1°06 | 0:96 | 088
2.8 I 3-30 | 2-41| 1-88| 1°59 | 1+38 | 122 | 1:09 | 0:99 | 0-91
2.9 | 384 | 2-46 | 1:93| 164 | 1'43 | 1-26 | 113 [ 1:02 | 0-04
3.0 | 323 | 2-41| 196 1-66| 1:45|1-28 | 1-15 | 1:05 | 096

zustdnden, also bei Bestimmung der Biegelinie, weil jede Last S auch als
Knicklast zu entsprechend grofierer Knicklinge gedeutet werden kann
und die Diskriminante (siehe Fig. 7) erst bei v = oo zu Null wird.
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6. Der Einflul einer Pfostenkraft auf den Widerstand W und
die Beanspruchung des Querrahmens.

Der Rahmenwiderstand W ist definiert durch die Beziehung

1 . . . . .
W= 3 worin mit Bezug auf Fig. 8 8 die durch die Krifte R =1
erzeugte wagrechte Verschiebung des Rahmenkopfes bedeutet, die
sich aus dem durch die Endverdrehung des Quertrdgers entstehen-

9

und aus jenem, der aus der Verbiegung der

P;ﬁ

den Anteile & =

h bg
2EJ,

Fig. 8.

Vertikalen hervorgeht und mit 8" bezeichnet werden soll, zusammen-
. . K3

setzt. Bei fehlender Pfostenkraft ist dieser letztere 8/ — 557 Wo

v

bei durch die Einfiilhrung des etwas kleineren Wertes 7/ darauf
Riicksicht genommen wurde, dafl nur ein Teil der ganzen Stablinge
fur die Verbiegung in Frage kommt, widhrend flir den Rest der
Vertikalen infolge der Versteifung durch den Quertrdger und das
Eckblech praktisch ein unendlich grofies Tridgheitsmoment an-
genommen werden kann. (Siehe Fig. 8 &.)

Den EinfluBl einer Pfostendruckkraft V' — eine Zugkraft moge
der glinstigen Wirkung wegen nicht in Betracht gezogen werden —
deren Richtung mit der Sehne des verbogenen Stabes zusammen-
fallt, kann man bei Vorhandensein einer wagrechten Kraft R in
folgender Weise ermitteln: Fir einen beliebigen Punkt im Abstand #
vom oberen Rand ist das Biegungsmoment:

My=R.x+Vy=—EJy"
Mit den HilfsgroBen: v R
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Tautet die Differentialgleichung der elastischen Linie:
v y+w?y = 0.

Die den Randbedingungen:

h—n'
r=0,y=0und x="¥, y= »Z——/—]-- 8"

bereits angepafite Losung ist:
b1 8,,S.in vy R < ,sinvy )

I T e (W T— — ).
& I sinvh’ 14 sinvl/

Das Moment an beliebiger Stelle ist dann:
H P __ !
_ sinvr fpanh = R //); (46)
sinvh’ \ I
mit dem aus dem Hilfsangriff X — 1 herriihrenden Moment M, = 1.x
folgt schliefilich:

n'
/] 3 /___ /
5! :f]ux M, R tgvh'—uh 47

- lx—=—"h

EJ, V" tgvh+(h—1)e
0
Bei der Bestimmung des im Knickzustande notwendigen Rahmen-
‘widerstandes tritt an die Stelle von V die mit der Sicherheitszahl
vervielfachte Baulast des Pfostens, wofiir wir das Zeichen 17 wihlen;
-
ferner ist R durch 1 und v durch ¢/ = «/l, zu ersetzen. Wir er-
Jy
halten in diesem Falle:
o tgu W —J N
M = . — 48
Vitg o' I 4-(h—n') v’ (48)

‘woraus flur 7 =0 mittels des Grenziiberganges
lim tgv' W—u'i! — hlj
=002 [tgv' W 4-(h—K)V' ™ 3
/3

3EJ,

fir 8 der frithere Wert 3 = folgt.

Die Giltigkeit dieser Beziehungen ist an das Bestehen des
Proportionalitidtsgesetzes gebunden. Trotz der (blichen grofien
Steifigkeit der Vertikalen senkrecht zur Ebene der Tragwand wird
diese Bedingung besonders bei groBeren Pfostenkriften nicht immer
erfillt sein, da man sonst gendtigt wire, sehr schwere Profile zu
verwenden. Die Gleichung (48) ist dann nur anndhernd richtig. Im
ubrigen ist der Einflu von 7’ auf die Gréie von M7 im allgemeinen
nicht sehr bedeutend und kann nach Bleich auch durch die Formel:
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W' ) W2V
worin J, = J, — P~ ist, (49)

/o

~ 3EJ,’

niherungsweise zum Ausdruck gebracht werden.
Die Stelle der groiten Biegungsbeanspruchung ergibt sich aus

d .

(Zri = 0 zu cos v+ =0, woraus ¥ — % folgt. Bezeichnen wir mit

a.x Z

I die zu einer Kraft V gehorige Knicklinge der Vertikalen, so gilt
2 B J, 7 . y/

"= T Y. dann ist v = z und daraus folgt weiters x — ﬁ’. Bei

5 h, 2
der bereits erwidhnten grofien Steifigkeit der Vertikale wird die der
verhéltnisméfBig kleinen Kraft V' entsprechende Knickldnge immer

Ity I
grofer sein als 2 7/; dann fillt aber x = ;—1 auflerhalb des wirklichen

Stabbereiches und die grofite Biegungsspannung tritt an der Stelle
x =1 auf, fiir welche

)
]l/[max. f— VB” 11711; + R hl (50)

wird, worin &' durch (47) gegeben erscheint.

7. Beispiel.

Fir den in Fig. 9 dargestellten Haupttrdger einer eingeleisigen
Eisenbahnbriicke soll zunidchst der Endrahmenwiderstand und daraut

)v::
+322

700.749
V200~ 74
70

\ 299
76

die Biegelinie des Obergurtes senkrecht zur Tragwandebene fur die
doppelte Baulast bestimmt werden. Die der Fig. 9 beigeschriebenen
Stabkrifte stellen Grofitwerte vor, die nicht gleichzeitig auftreten
kinnen. Dadurch, daf wir diese den nachfolgenden Berechnungen
zugrunde legen, begehen wir einen Fehler, der jedoch auf Seite der

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. Kl., Abt. Ia, 137, Bd, 7
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groferen Sicherheit liegt. Die zuldssige Beanspruchung ist 880 &g/c1122,
die Sicherheit, bezogen auf eine Zugfestigkeit von 3800 kg cm?,

demnach Q\:%E;%—O:_AL'BZ. In der nachfolgenden Tabelle sind die

erforderlichen Abmessungs- und Belastungsgrofien der Mittelfelder
Ubersichtlich zusammengestellt. In den beiden letzten Kolonnen

T
Knoten s o7 r L We W fiir 4-32 V|Wftir2 17
ton ‘ cml cm? | tlem flem tici
|
0 210 92500 353 1:574 1:882 I:Sg;
1 20 - 1-428 1°770 1-8238
o 6 92500 353 . . .

2 = 1-402 1930 2:020
3 184 1 81500 305 1410 1-890 | 1:978

4 141 59200 233 -
Mittelwerte 185 81400 311 1-866 1-932

gy LA

wurden aus den Rahmenabmessungen die Widerstdnde nach
Gleichung (48) fir die 4-32-fachen sowie fiir die doppelten Stab-
spannungen ermittelt. Die ersteren bendtigen wir fiir den Knickfall,
die letzteren bei Berechnung der Biegelinie. Aus dem Vergleiche
beider Werte ersieht man auch den geringen Einfluf} der Pfosten-
kraft. Die Knickldngen der Obergurte senkrecht zur Tragwandebene
schwanken zwischen 1:712a und 1:885a, jene der Anlaufstrebe
ist 1'64 a, was gegeniiber der Voraussetzung v =1 flir diesen Stab,
einen Uberschufl an Sicherheit bedeutet; doch ist das verwendete
Profil beziiglich der Knickung in der Tragwandebene erforderlich.

Bei der Bemessung der Vertikalen geht man zweckmifig in
der Weise vor, dal man mit den vorhandenen Stabkriften zundchst
die Knicksicherheit in der Tragwandebene untersucht; sodann er-
mittelt man in jedem Knoten den nach Engesser erforderlichen
Rahmenwiderstand, wobei man fiir S, J und F Mittelwerte aus den
dem Knoten benachbarten Gurtstdben einfiihrt. In der drittletzten
Kolonne sind diese Engesserwerte enthalten; der tatsdchlich vor-
handene Rahmenwiderstand (vorletzte Kolonne) mufi gemifi der
Beziehung (41) entsprechend groflier sein.

Fir die weitere Rechnung ist es notwendig, Mittelwerte ein-
zuflihren, die in der letzten Zeile der vorigen Tabelle enthalten sind,
wobei bemerkt sei, dafi bei der Bestimmung des Mittelwertes von W
alle Querrahmen (nicht nur die einer Briickenhilfte) in Riicksicht
gezogen wurden.

Wir gehen zunidchst an die Ermittlung des Endrahmenwider-
standes W,. Es ist J=81400 cm?*, [F =311 cm? daraus ergibt

31 400

sich der Trédgheitshalbmesser i = \/ 311 16-2. Die Knickziffer

7 'Sgw]’ = 311 1(8?7889 — 1-480, ihr entspricht ein Schlank-
K 5
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! 46-7 16-2
heitsverhdltnis — = 467, woraus v = LT 189 folgt. Nach
i 400
Engesser ist erforderlich:
_8S8S=m?  4-32.185.m?
~ 4a¥ 4.400.1°89°
Tatsdchlich vorhanden ist W= 1-866#/cm, das Verhiltnis beider
1-866
1-38
wir aus der Tafel fiir # == 4 auf p. 93 durch Zwischenschaltung
¢ — 1'38. Fernerist D = 127 ¢, &’ = a = 400 ¢m, cos 1 = 0° 625; nach
Gleichung (44) erhalten wir also:

4-32.127
T/TO:W .0°6254-1-38.1:866—=0-858+42'58 = 3-44{/cm.

Wg

= 138 {/cm.

ergibt ¢ = — 1-35; mit diesem Wert und v=1-89 finden

Das in der Fig. 9 dargestellte Profil der Endvertikale V, liefert in
Verbindung mit den ebenfalls angegebenen Querschnittsabmessungen
den vorhandenen Wert W, = 3-54 #/cm, ist somit vollkommen aus-
reichend.

Fiir die nun folgende Ermittlung der Biegelinie moégen die
gleichen Krifte wie vorhin verwendet werden, wenngleich die vor-
ausgesetzte symmetrische Belastungsart der Briicke kleinere Werte
liefern wiirde. Eine genauere Berechnung der zu einer bestimmten
Laststellung gehorenden Stabkrifte erscheint auch gar nicht an-
gebracht, da wir schon durch die Einflihrung von Mittelwerten fiir
Last- und Querschnittsgréfien eine Vernachlidssigung begangen
haben und eine weitere Vereinfachung in der nur selten erfiillten
Annahme gleich belasteter Mittelquertrdger treffen miissen, wofiir
wir in diesem Beispiel zwei symmetrisch zur Briickenachse gelegene,
1-50 m voneinander entfernte Einzellasten von je 15 # und fiir den
Endquertrdger solche von 10 ¢ in Rechnung stellen kénnen. Die
durch die doppelten Belastungen hervorgerufenen Rahmenkopf-
verschiebungen sind dann 8=0-622 und 8, =0-414 cm. Mit

2.185 - . =
[ — -  —0- p—0"'54 p—10"8%
; 400\/ 2150 81400 0-2816, sin p=0-5493, cos v — 0~ 8356,
aW 400.1-932 aW _ 1-0443
— _ . JR— [— ,"9:', B ’11e
55~ 9370 = 1-0443, 2_—8'19*——0'5816_] 7956 erhalten wir

aus (19): k= 0-8888, + ==0-9493. Dann wird nach (25):
p :\/1/—]32 = 0-3991 wund die Beziehungen (30a) liefern:
Cofa =1 1724, cos B = 0- 7581, woraus a = 0-5790 und § — 40° 42
folgen. Aus (31) ergeben sich ferner p = 690-512, ¢ = 295334,
Mit diesen Werten und D =2.127 =2544 cosy= 0625,
a:=a =400 ¢, W, =354 t/cm erhdlt man aus der ecrsten
Gleichung (36): N =56.462'7 und schlieBlich aus (37) die Aus-
driicke flr die Unbekannten:
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M, —2-5304 Fi )
9, = 0-0001457 M,—0-002767 F, (x)+0-622.

Biegelinie und Momentenverlauf innerhalb zweier Knoten sind so-
dann in der am Schlusse des 4. Abschnittes gegebenen Weise zu
ermitteln. Die Ergebnisse der Zahlenrechnung sind in den nach-
folgenden Tabellen zusammengestellt. Entsprechend der Annahme
von Gelenken in den Punkten 4 und 5 erleidet die Anlaufstrebe

| Mz Yx Ry
By (x) tem Fy(v) cm t
|
0 2-968 7:51 — 9:776 0650 + 003542 |
1 6-538 1654 — 7-505 0°645 —+ 0°0449 |
2 14-645 37-0 -+ 1-6353 0623 —+0-0015 |
3 18-174 460 —+22-130 0-567 | — 01052
+ — — —+ 52190 0-478 -+ 02213
5 — — — — — 01896
Feld Gleichung fiir 3
g 3 .
O0—1 Il ye=— 00312 sin ¢ — —+ 0° 0447 cos p — —+ 0°000073 £+ 0600
a a
1—2 j";=—0'07105i11(|9—5—+0'1000 cos p — —+ 0°000194 § + 0523
a a
i3
2—3 ye¢==— 000675 sin p — + 01242 cos ¢ — —+ 0000199 £ + 0-443
a a

&
3—4 | ye= 40226 sin o — — 0-000086 & - 0478
a

4—5 || ye=0-000747 &

Feld Gleichung fiir Mg
& §
0—1 Meg= —11-54sinwo — 41654 cos v —
a a
¢ 5
1—2 Me= — 2627 sinwo —~-37'0coso—
a a
§
2—8 4 Mg=— 2'50sino——+46-0cos o —
a a

3—4 Me=—4-83"62 sin 9 —
a

4—5 M:=0
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nur eine Schrigstellung und keine Verbiegung Die Summe aller
Stiitzendriicke mufl Null sein, was eine Kontrolle fiir deren richtige
Ermittlung aus den Uberzahhgen vorstellt.

In Fig. 10 sind Momentenverlauf und Biegelinie dargestellt.
Das grofite Biegungsmoment tritt im Knoten 3 auf und liefert im Stabe

. 1 . 46000 R
3—4 eine zusétzliche Biegespannung s, — M'ZG =20 kg/cne?,
das sind nicht einmal 2°/, der Normalspannung s, :2_12213)()& —

— 1210 kg/cmn®. Von gleicher Grofienordnung sind auch die Biege-

Momente hgem N
¢ 4 J 2 7 N|o

46.000

Avsbiegungen mm

5 4 3 2 7 !0
|
|
|

R
N N |
+ < &
- 8 9 N
© © 2
|
|
|
|
|

\\Q

Fig. 10.

R
spannungen in den Vertikalen. Wir erhalten im Knoten 3 mit

vl = 385 / 73'2  _0-666 aus (47) ¥’ =0-0438 ¢m und
V 2150.22757

damit aus (50)

Minax, = 2.73-2.0°0438 % + 0-1052.385 =
=1 13+40°4 =416 tcm,
woraus eine Biegespannung s, = %;?79 15 =27 kg/em? folgt, die
2.732
nur 3¢/, der Normalspannung s, = _%OM) = 976 kg/cm? vorstellt.

Wie man sieht, ist der EinfluB der Pfostenkraft auferordentlich
gering; das aus derselben resultierende Moment ist nut 1 13 fcms,
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d. i. 1/,, des Gesamtbetrages. Etwas grofier ist die Biegespannung
385.221
456900

In derselben Weise wurden auch noch andere Beispiele durch-
gerechnet. Charakteristisch ist in allen Fillen, da§ die stdrkste Gurt-
kriimmung und damit das gréfite Biegungsmoment an der vorletzten
Stiitze (n—1) auftritt, daB die beiden letzten Querrahmen am stérksten
beansprucht werden und daf der EinfluB einer Pfostenkraft bei
entsprechender Steifigkeit der Vertikalen nicht von Belang ist. Die
zusétzlichen Biegespannungen selbst bilden nur einen geringen
Bruchteil der Normalspannungen.

im Endrahmen; sie betriagt dorts, — 166 = 31 kg/cm?.
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