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1. In dem Bestreben, die »darstellende Geometrie« auf den 
vierdimensionalen Raum auszudehnen, kann man nach E. M ü l l e r 1 
ein a x i a l e s  S e h b ü n d e l  voraussetzen, welches aus den o o 2 Seh
ebenen und o o 2 Sehüberebenen besteht, die durch eine Gerade a 
gehen. Jeder Punkt P  des ergibt dann eine Verbindungsebene, 
welche e i n e  B i l d e b e n e  a in einem P u n k t e  P'Q schneidet, und 
jede Gerade g  ergibt eine Verbindungsüberebene, welche a in einer

G e r a d e n  gb schneidet. Um eine eindeutige Abbildung des Punkt
raumes zu erhalten, wählt man ein  z w e i t e s  a x i a l e s  S e h 
b ü n d e l  c und projiziert auf e i ne  z w e i t e  B i l d e b e n e  y, die mit a. 
einen Punkt O gemeinsam hat. Dabei ergeben sich d ie  P r o j e k 
t i o n e n  P'd' u n d  g>('' W ählt man nun auf a eine durch 0  gehende 
G eradey  und auf 7 eine durch 0  gehende G erades, dann die Ver
bindungsebene von y  und als e i g e n t l i c h e  B i l d e b e n e  s, so 
kann man a(P'Q,gb) aus einem Punkt R  der Verbindungsüberebene 
[as] auf s (P l,g l), ferner 7 (P'”, g '”) aus einem Punkt T  der Verbin
dungsüberebene [y s] auf a(P !/,,g " !) projizieren (Fig. 1). Die auf s 
entstehenden Bilder mögen als G r u n d r i ß  und K r e u z  riß bezeichnet 
werden. Damit ist wirklich e i ne  e i n d e u t i g e  A b b i l d u n g  der

1 Ja h resber ich t  d. D. Math. Yer., 14. Bd. (1905j.
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P u n k t e  P  des  v i e r d i m e n s i o n a l e n  R a u m e s  R i  a u f  die  
P u n k t e p a a r e  P', P'" d e r  B i l d e b e n e  s e r r e i ch t ;  denn jedes 
Punktepaar P', P'" von s bestimmt auch einen Punkt P  von R±. 
Nämlich P ’ wird zunächst aus R  auf a nach P'0} ferner P'" aus T  
auf y nach Pq- übertragen. Die Verbindungsebenen von Pb mit a 
und von P"' mit c ergeben dann einen Schnittpunkt P. E in  
G e r a d e n p a a r  g', g"' v o n  e ist zur Bestimmung der Geraden g  
nicht hinreichend; denn die Übertragungen g'0, g'0" bestimmen mit a, 
beziehungsweise c zwei Überebenen, welche eine Schnittebene a 
gemeinsam haben, und alle o o 2 Geraden dieser Ebene haben g' als 
Grundriß und g,n als Kreuzriß. Es gibt nämlich oo4 Geradenpaare 
auf der Ebene s, aber ooG Geraden im R±.

2. Die beiden Geraden a und c bestimmen e i n e  Ü b e r -  
e b e n e  ß. Diese schneidet a in einer Geraden c'0 und ergibt auf s 
e i ne  G e r a d e  c', d en  G r u n d r i ß  v o n  c\ anderseits schneidet £2 
die Ebene y in einer Geraden a!" und ergibt auf s e i ne  G e r a d e  a"’, 
d en  K r e u z r i ß  von  a. Die  G e r a d e n  c' u n d  a,u s o l l e n  »die 
K e r n g e r a d e n «  de r  A b b i l d u n g  g e n a n n t  w e r d e n .1

Ein Punkt 0  von Q bestimmt mit a eine Ebene, welche c in 
einem Punkte Q3 und a in Qb schneidet. Alle Punkte der Ebene 
[a 0] haben dann denselben Punkt Q' von c' als Grundriß. Ebenso 
bestimmt Q mit c eine Ebene, welche a in einem Punkte Qx und y 
in O'o schneidet. Alle Punkte der Ebene \c Q\ haben denselben 
Punkt 0 " f von cif" als Kreuzriß. Die Verbindungsgeraden Qx 0 3 =  q 
bilden das Strahlnetz mit den Achsen a und c. Die oo3 Punkte der 
Überebene ü  sind durch die o o 2 Punktpaare von c' und a'" abge
bildet, nämlich a l l e  o o 1 P u n k t e  e i n e s  N e t z s t r a h l e s  q s i n d  
d u r c h  ein u n d  d a s s e l b e  P u n k t p a a r  0', 0 " ’ d e r  K e r n g e r a d e n  
d, a'" a b g e b i l d e t .  Für die Punkte von a ist d e r  G r u n d r i ß  u n 
b e s t i m m t  und für die Punkte von c d e r Kr e u z r i ß .  Die Abbildung 
des Punktraumes ist also nicht ausnahmslos eindeutig. Die c o 1 
Geraden von £2 haben c' als Grundriß und a'" als Kreuzriß. Kür 
eine Gerade des Strahlgebüsches a kann jede durch einen be
stimmten Punkt von c' gehende Gerade als Grundriß betrachtet 
werden; ebenso kann für eine Gerade des Gebüsches c jede durch 
einen bestimmten Punkt von aJ" gehende Gerade als Kreuzriß be
trachtet werden.

D ie P u n k t e  e i n e r  b e l i e b i g e n  G e r a d e n  g  s i n d  d u r c h  
z w e i  p r o j e k t i v e  P u n k t r e i h e n  a u f  g' u n d  g"' a b g e b i l d e t .  
Da b e i  i s t  di e  P r o j e k t i v i t ä t  s c h o n  d u r c h  z w e i  P u n k t p a a r e  
b e s t i mmt .  Der Schnittpunkt Q' von g r mit c' und der Schnitt
punkt Q'" von g'" mit a!" ergeben nämlich als Abbildung des

1 .Sie sind das Analogon zu den Kernpunkten« bei der Abbildung des 
Punktraumes R 3 aus einem Punkt A auf eine Ebene a. und aus C auf y, sodann 
Übertragung von a aus einem neuen Punkt R  und von y aus T  auf eine Bild
ebene s.

G. H au ck , Journal f. r. u. ang. Mathematik, 95. Bd. (1883).
Th. S chm id , Monatshefte f. Math. u. Physik, 4. Jg. (1893).
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Schnittpunktes Q von g  mit der Überebene £2 e in  d r i t t e s  
P u n k t p a a r .

Die P u n k t e  e i n e r  E b e n e  cp s i n d  d u r c h  z w e i  k o l l i n e a r e  
P u n k t f e l d e r  cp' u n d  cpw a b g e b i l d e t .  D a b e i  i s t  di e  K o l l i n e -  
a t i ö n  s c h o n  d u r c h  d r e i  g e g e b e n e  P u n k t p a a r e  b e s t i mmt .  
Die Kerngeraden d  und a'" bilden nämlich ein  P a a r  e n t s p r e c h e n 
der  G e r a d e n  als Abbildung der Schnittgeraden von cp mit der 
Überebene Q.

3. Für die besprochene Abbildung des Punkträum es auf 
die Ebene s soll nun d ie  K o i n z i d e n z a u f g a b e 1 behandelt werden, 
d. h. man fragt nach den P u n k t e n  K  de s  f ü r  w e l c h e  d e r  
G r u n d r i ß  K ' mi t  d e m  K r e u z r i ß  K!" k o i n z i d i e r t .  Da man jeden 
Punkt der Bildebene e als ein Punktpaar K' r r  K!" betrachten kann, 
hat man sich e als zwei sich deckende Punktfelder (eine Identität) 
zu denken. Dabei kann man auch jede Gerade von £ als Grund
riß k' und Kreuzriß li'" betrachten, nur gehören zu einem solchen 
Geradenpaare li' r r  li1" alle o o 2 Geraden einer Ebene a, welche & 
in einem Netzstrahle Qx Qz — q schneidet, der durch die Schnitt
punkte 0', Q'" von li' — li'" mit den Kerngeraden d, a"' abge
bildet ist.

W erden nun die Punkte K'0 und Geraden k[} der Ebene a 
aus a projiziert, ferner die Punkte K'"  und Geraden k'" der Ebene y 
aus c projiziert, so erhält man zwei kollineare axiale Bündel. Diese 
erzeugen zunächst durch die Schnittpunkte K  der oo2 entsprechen
den Ebenen eine zweidimensionale Fläche dritter O rdnung2 des — 
d ie  K o i n z i d e n z f l ä c h e  x3 de r  Ab b i l dung .  Eine beliebige Ebene cp 
schneidet nämlich die kollinearen axialen Bündel in kollinearen 
Feldern, deren dre i  D o p p e l p u n k t e  d i e  S c h n i t t p u n k t e  d e r  
E b e n e  cp mi t  de r  K o i n z i d e n z f l ä c h e  x3 s ind.

Der Schnittpunkt der Kerngeraden d  und a!" kann als ein 
auf ihnen liegendes Punktpaar U  =  U n betrachtet werden. Zu 
diesem Punktpaar gehört ein Netzstrahl L^ L 3 =  l. Diese Gerade / 
muß auf der Koinzidenzfläche liegen. Jede durch den Punkt U  =  L "r 
gehende Gerade kann man als d  =  d"  betrachten. Dann bestimmen d0 
mit a und d§ mit c zwei entsprechende Überebenen, deren Schnitt
ebene g durch l geht. Beschreibt K ' =  K'" die Punktreihe auf d  =  d", 
so ergeben sich in den Bündeln a und c zwei projektive Ebenen
büschel, welche die Schnittebene o in projektiven Strahlbüscheln 
Ly und L 3 schneiden. Diese haben l als selbstentsprechenden Strahl 
und erzeugen eine Perspektivachse e, deren Punkte der Koinzidenz
fläche x3 angehören. Aus den o o 1 Strahlen des Büschels U  r r  L!" 
erhält man o o 1 E r z e u g e n d e  e, w e l c h e  l in j e  e i n e m  P u n k t e  £  
s c h n e i d e n .  Zu ihnen gehört auch a und c.

1 Th. S ch m id , Über das Koinzidenzproblem. Monatshefte f. Math. u. Phys., 
IV. Jg. (1893). VI. Jg. (1895).

2 G. V ero n ese , Behandlung der projektiven Verhältnisse der Räume von 
verschiedenen Dimensionen durch das Prinzip des Projizierens, und .Schneidens.
Mathem. Annalen, 19. Bd. (1882), p. 230.
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D ie  K o i n z i d e n z f l ä c h e  x3 d e r  A b b i l d u n g  d e s  R± i s t  
e i n e  R e g e l f l ä c h e  d r i t t e r  O r d n u n g ,  w e l c h e  / a l s  L e i t g e r a d e  
b e s i t z t .1

Beschreibt der Punkt K' =  Kl" eine beliebige Gerade h' ■=. h'" 
der Bildebene s, so erhält man daraus zwei Überebenen mit ihrer 
Schnittebene o, die durch den Netzstrahl Q3 — q geht, ferner 
zwei projektive Ebenenbüschel a, c, welche die Ebene a in den 
projektiven Strahlbüscheln Qv Q3 schneiden und daher e i n e n  a u f  a 
l i e g e n d e n  K e g e l s c h n i t t  k2 e r z e u g e n ,  de r  d u r c h  die  P u n k t e  
Qt u n d  0 3 g e h t  und welcher der Koinzidenzfläche angehört. Die 
Geraden einer Ebene o schneiden x3 in zwei Punkten; deshalb 
heißen die Ebenen o Bi se  k a n t e n e b e n e n .  Die Bilder der Geraden 
einer solchen Ebene o sind in kf =  k'" koinzident.

D ie  k o l l i n e a r e n  a x i a l e n  B ü n d e l  a  u n d  c e r z e u g e n  
a u ß e r  d en  o o 2 P u n k t e n  K  d e r  K o i n z i d e n z f l ä c h e  x3 n o c h  
di e  o o 2 B i s e k a n t e n e b e n e n  o, w e l c h e  x3 n a c h  K e g e l s c h n i t t e n  
li1 s c h n e i d e n .

Ein Punktpaar P', P"' bestimmt eine Verbindungsgerade —  
aber wenn P ! mit P"' in einem Punkt Kl — Kl" zusammenfällt, gibt 
es o o 1 Verbindungsgerade. Daraus folgt:

D u r c h  e i n e n  P u n k t  P  g e h t  n u r  e i ne  B i s e k a n t e n e b e n e  o: 
a b e r  d u r c h  e i n e n  P u n k t  K  v o n  x3 g e h e n  o o 1 B i s e k a n t e n 
eb e n en .

E i n e  Ü b e r  e b e n e  II schneidet die kollinearen axialen Bündel 
a  und c in zwei kollinearen Strahlen- und Ebenenbündeln, deren 
Scheitel die Schnittpunkte Qv  0 3 von II mit den Achsen a, c sind. 
D ie S c h n i t t l i n i e  der  Ü b e r e b e n e  II mi t  de r  K o i n z i d e n z 
f l ä c h e  x3 i s t  das Erzeugnis der beiden Bündel Qv  0 3, also e i n e  
ü b e r e b e n e  L i n i e  ( R a u m k u r v e )  d r i t t e r  O r d n u n g  k3, wTe l c h e  
d u r c h  di e  P u n k t e  Qt u n d  Qz g e h t  u n d  a u c h  l in e i n e m  
P u n k t e  E  t rifft .  Die Überebenen II und £2 ergeben nämlich eine 
Schnittebene cp, welche durch den Netzstrahl q geht und die Leit
gerade l in einem Punkt E  schneidet, welcher der Schnittlinie an
gehören muß. Die o o 4 Überebenen II ergeben o o 4 ü b e r  e b e n e  
L i n i e n  3. O r d n u n g  ¥' a u f  x3. W erden die Punkte K  einer über
ebenen Linie kz aus der Bisekante Qt Qz — q projiziert, so erhält 
man ein Ebenenbüschel, welches auf e als zwei projektive Strahl
büschel 0 '  und Q'" erscheint, nämlich jede Ebene als solche 
Strahlen von Q' und Q'", welche sich im Bilde K! — Kl" des be
treffenden Punktes K  schneiden. Diese zwei projektiven Strahl
büschel erzeugen a ls  Bi ld  v o n  k3 e i n e n  K e g e l s c h n i t t  k3' — k3'",

1 Nimmt man auf der Bildebene s statt der Identität e in e  b e l ie b ig e
K o l l in e a t io n  an, so entspricht ihr im allgemeinen e in e  a n a lo g e  R e g e lf lä c h e  
d r i t t e r  O rd n u n g . Ihre L e i tg e ra d e  l ergibt sich aus dem einzigen Punkt-
paar L \  L"', welches auf den gegebeben Kerngeraden c \ a"1 liegt. Dieses findet 
man, indem man zu c' die entsprechende Gerade in der Kollineation sucht, die 
dann a'" in L'" schneidet. Nur wenn c’ und a"' entsprechende Gerade der Kol
lineation sind, gehört zu dieser e in e  E b e n e  w.
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de r  d u r c h  Q', 0 '"  u n d  a u c h  d u r c h  d e n  P u n k t  L ' r r  U "  g e h t  
(Fig. 2). Die o o 4 überebenen Linien k3 sind also abgebildet durch 
die o o 4 Kegelschnitte, welche durch den Punkt L ' =  L '"  gehen.

D ie P u n k t e  e i n e r  Ü b e r e b e n e  II s i n d  a b g e b i l d e t  d u r c h  
die P u n k t p a a r e  P', P'", w e l c h e  a u f  e n t s p r e c h e n d e n  S t r a h l e n  
de r  p r o j e k t i v e n  B ü s c h e l  Q', Q l i egen,  d i e  s i c h  in j e  e i nem 
P u n k t e  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  k ‘6' r r  k3'" s c h n e i d e n ,  d e r  d a s  
Bi ld d e r  K o i n z i d e n z l i n i e  li3 de r  Ü b e r e b e n e  II i s t .1

E i n e  d e r  o o 1 Ü b e r e b e n e n ,  w e l c h e  d u r c h  e i n e  B i s e 
k a n t e n e b e n e  a gehe n ,  schneidet die axialen Bündel in kolline
aren Bündeln Qt, Q3, welche o als selbstentsprechende Ebene be
sitzen. D as E r z e u g n i s  li3 z e r f ä l l t  d a h e r  in d e n  K e g e l s c h n i t t  
k 2 a u f  o u n d  in e i n e  E r z e u g e n d e  e\ in der Abbildung zerfällt 
der Kegelschnitt li3' in eine Gerade li' r r  li'"  und eine Gerade e ' r r  e'"  
(durch U  =  IJ").

E i n e  d e r  o o 2 Ü b e r e b e n e n ,  w e l c h e  d u r c h  die L e i t 
g e r a d e  l g e h e n ,  schneidet die axialen Bündel in kollinearen

Bündeln L v L 3, welche l als selbstentsprechenden Strahl haben. 
D as E r z e u g n i s  kn z e r f ä l l t  a l so  in die G e r a d e  / u n d  z w e i  
E r z e u g e n d e  e; in der Abbildung zerfällt der Kegelschnitt li3' in 
zwei durch L ' r r  L"' gehende Gerade e' =  e'". Für die Über
ebene Q zerfällt k3 in l und die beiden Geraden a, c selbst.

Für die o o 2 Ebenen t, welche durch eine Erzeugende e gehen, 
ergibt sich in der Abbildung eine p e r s p e k t i v e  Kollineation mit 
ef — em a js Kollineationsachse.

4. In d em  b e s o n d e r e n  Fal l e ,  w o  die K e r n g e r a d e n  c' 
u n d  a'" z u s a m m e n f a l l e n ,  ist die Überebene £2 r r  [ac] e i ne  
s e l b s t e n t s p r e c h e n d e  für die kollinearen axialen Bündel a  und c. 
In Q selbst liegen jetzt zwei entsprechende projektive Ebenen
büschel a  und c. Diese erzeugen ein einschaliges Hyperboloid x-, 
dessen Erzeugende I (Strahlen des Netzes [a, c]) als koinzidente 
Punktpaare U  =  L '"  von c' r= a'" erscheinen. D ie K o i n z i d e n z 

1 Sind außer den Kerngeraden noch vier Punktpaare gegeben, so ist die 
Aufgabe, die zur Abbildung der durch die vier Punkte bestimmten Überebene ge
hörigen Kernpunkte und den Koinzidenzkegelschnitt zu finden.

Fig. 2. Fig. 3.
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f l ä c h e  x3 z e r f ä l l t  h i e r  in d a s  K o i n z i d e n z h y p e r b o l o i d  x- 
u n d  in e i n e  K o i n z i d e n z e b e n e 1 x, w e l c h e  mi t  d e m H y p e r 
bo l o i d  e i n e  E r z e u g e n d e  e.,_ des  z w e i t e n  S y s t e m s  g e m e i n 
s a m  h a t  und auch durch den Punkt O geht.

Hier läßt die Abbildung noch e i n e  a n d e r e  D e u t u n g  zu. 
Für einen beliebigen Punkt P  des R i  hat die Sehebene [a P] mit 
der Koinzidenzebene x einen Punkt P.A1 gemein, der seinen Grundriß 
auch in P ' hat. Da aber P K1 auf der Koinzidenzebene liegt, so is t  
P' a u c h  d e r  K r e u z r i ß  v o n  P.AV Man erhält also d i e s e l b e  A b 
b i l d u n g ,  wenn man d ie  P u n k t e  P  a u s  a a u f  die K o i n z i d e n z 
e b e n e  x n a c h  P n  p r o j i z i e r t ,  d a n n  d a s  P u n k t p a a r  P , P X1 a u s  r  
a u f  y p r o j i z i e r t  u n d  s c h l i e ß l i c h  w i e d e r  a u s  T  a u f  s. Ebenso

hat die Sehebene [c PJ mit x einen Punkt P *3 gemein, für welchen 
der Kreuzriß und auch der Grundriß in P'" liegt, so daß d ie  g a n z e  
A b b i l d u n g  a l s  G r u n d r i ß  de r  P u n k t p a a r e  P, P ./3 b e t r a c h t e t  
w e r d e n  kann .

E i n e  b e l i e b i g e  Ü b e r e b e n e  II schneidet die axialen Bündel
a, c in kollinearen Bündeln Ov Q3, welche die Schnittebene a von
II und £2 als selbstentsprechende Ebene besitzen. Das Erzeugnis
zerfällt in den Kegelschnitt k2, nach welchem o das Hyperboloid x- 
schneidet, und in eine Gerade k, welche II mit der Koinzidenz
ebene gemein hat. Der Kegelschnitt k2 und die Gerade k haben 
einen gemeinsamen Punkt auf ev_. Durch diesen geht ein Netzstrahl /, 
der im Schnittpunkt IJ  — IJ"  von k' — It'" mit c' — a'" (dem Bild 
von h2) abgebildet ist. Für die Abbildung von II sind hier die 
Büschel Q' und Q'" p e r s p e k t i v  mit der Geraden Ti' — k"' als 
Perspektivachse (Fig. 3).

1 L. H o fm a n n  [Sitz.-Ber. d. Akad. d. Wiss. in Wien, 130. Bd. (1921),
p. 175] ist schon bei dem von ihm betrachteten besonderen Fall der Abbildung-
des i?j auf das Vorhandensein einer K o in z id e n z e b e n e  gekommen.
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E i n e  b e l i e b i g e  E b e n e  cp schneidet das Hyperboloid x2 in 
den zwei Punkten E, F, welche auf der Schnittgeraden u  von cp 
und £) liegen. In der Abbildung erscheinen diese als Punkte E' E'" 
und F' ■=. P "  auf der Kerngeraden c' a'". Anderseits schneidet cp 
die Koinzidenzebene x in einem Punkte G, dessen Abbildung G '^ G " '  
der dritte Doppelpunkt der Kollineation ist, durch welche die Ebene cp 
abgebildet ist (Fig. 4). Auf der Kerngeraden c' =. a"' liegen die 
Bilder E' E f" und F’ z= F’1' der Punkte E, F. Die ganze Punkt
reihe « (P) ergibt daher auf der Kerngeraden zwei projektive Punkt
reihen u'(P ') und u'" (Prr/) mit einer Charakteristik 8 (E1 F' P ' P"').

Legt man durch E, F  die Erzeugenden eE und eF der Regel
schar von x2, welcher die Sehachsen a und c angehören, und durch 
F  auch die Erzeugende l der zweiten Schar, so schneidet l die 
Erzeugende a in L v c in L z und eE in L. Projiziert man die 
Reihe 'u  (P) aus Ly und L3 auf die Erzeugende eE, so erhält man 
die projektiven Punktreihen nx (P J  und « 3 (P3) mit E  und L  als 
Doppelpunkten. Dabei liegt Py auf der Sehebene [a P] und P 3 auf 
[c P], also ist P ’ auch der Grundriß von P x und P ,n der Kreuzriß 
von P 3. Da aber P 3 ein Punkt von %2 ist, so ist P"’ auch zugleich 
der Grundriß von P 3. Die Charakteristik 8 =  (E1 F’ P 1 P ’") ist des
halb gleich der Charakteristik b = i{ E L P x Pz). Projiziert man die 
Reihen von Ce aus P  auf l, so erhält man

8 =  (F L  Ly L 3) =  (epßE a c).
Also

8 =  (E’ F! P ’ Pm) — (a c eFeE).
D ie o o 6 E b e n e n  cp des  P 4 s i nd  h i e r  d u r c h  die » Gr u p p e  

de r  o o G K o l l i n e a t i o n e n «  a b g e b i l d e t ,  w e l c h e  die  K e r n g e r a d e  
c' =  a!" a l s  D o p p e l g e r a d e  b e s i t z e n ,  u n d  z w a r  i s t  di e  C h a r a k 
t e r i s t i k  d i e s e r  D o p p e l g e r a d e n  g l e i c h  d e r  C h a r a k t e r i s t i k  
d e r  E r z e u g e n d e n  ep u n d  eE in b e z u g  a u f  die S e h a c h s e n  
a  u n d  c.

W enn die Ebene cp mit der Überebene Q eine Schnittgerade u 
ergibt, welche die dem Hyperboloid %2 und der Ebene % gemein
same Erzeugende e.A in einem Punkte E.,_ schneidet, so ist durch n 
und % eine Überebene [«%] bestimmt. In & gibt es o o :! Gerade u, 
welche e.A in einem Punkte schneiden —■ ein Strahlgebüsch. Durch 
jede Gerade u  gehen o o 2 Ebenen, von welchen aber nur oo1 in 
der Überebene [wvt] liegen und die Ebene % in  e i n e r  G e r a d e n  k 
schneiden. In diesem Falle (Fig. 5) ergibt sich für die Abbildung 
von cp eine Reihe von selbstentsprechenden Punkten auf li' =  li"' 
Der zweite Schnittpunkt F  von u  mit u2 liefert noch einen selbst
entsprechenden Punkt F' =  F "  auf der Kerngeraden c' =. a'", und 
d ie  K o l l i n e a t i o n  w i r d  e i ne  pe r spek t i v ' e .  Dreht man eine solche 
Ebene um u  aus der Überebene [w x] heraus, so hat sie mit x n u r 
m e h r  e i n e n  P u n k t  G g e m e i n ,  welcher mit E.A zusammenfällt; in 
der Abbildung hat die Kollineation außer den Doppelpunkten 
E' =  E'", F’ =r F!" noch einen Doppelpunkt G' =  G'", der dem
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Doppelpunkt E' =  E'" auf einer durch ihn gehenden Geraden be
nachbart liegt. In diesem Falle ist die Charakteristik der Kern
geraden c' — al", also d ie  C h a r a k t e r i s t i k  d e r  g a n z e n  P e r s p e k 
t i v e n  K o l l i n e a t i o n  im v o r a n g e h e n d e n  Fa l l

8 =  (Et* F! P ! P'") ~ ( a c e F e.A).

Die oo4 E b e n e n  cp d e s  R±, d e r e n  S c h n i t t g e r a d e  u  mi t  ß  
die E r z e u g e n d e  eY. in e i n e m  P u n k t e  E.A s c h n e i d e t  u n d  
w e l c h e  die K o i n z i d e n z e b e n e  x in e i n e r  G e r a d e n  k t r e f f en ,  
erscheinen in der Abbildung als p e r s p e k t i v e  Kollineationen mit 
k' =  k'" als Kollineationsachse, mit F' — F!,! als Kollineationszentrum 
und mit der Charakteristik 8 =  (acejp-eK).

G e h t  die  E b e n e  cp d u r c h  e i ne  E r z e u g e n d e  e d e s  
z w e i t e n  S y s t e m s  d e s  K o i n z i d e n z h y p e r b o l o i d e s  x2, so er

geben die Schnittpunkte von e mit den Erzeugenden l für die Ab
bildung von cp eine Reihe von selbstentsprechenden Punkten auf 
der Kerngeraden c' =. al". Der Schnittpunkt K  von cp mit der Koinzi
denzebene x gibt einen weiteren selbstentsprechenden Punkt El — Kl”. 
Man erhält also w i e d e r  e i n e  p e r s p e k t i v e  Ko l l i n e a t i o n .  Die 
Verbindungsgerade eines beliebigen Punktes P  der Ebene cp mit K  
trifft e in einem Punkte E  (Fig. 6), durch welchen eine Erzeugende l 
des ändern Systems von x2 geht. Diese schneidet e% in E K, ferner a 
in L t und c in L r  Die Ebene X r= \Kl] schneidet die Koinzidenz
ebene x in der Geraden E.,.K, ferner die Sehebene [aP] in L x P  
und die Sehebene [cP] in L 3 P. Die Gerade E %K  wird dann von 
L x P  in P*j und von L 3 P  in P *3 geschnitten, so daß P X1 und P ./3
die Projektionen von P  aus a und c auf x sind. D ie C h a r a k t e 
r i s t i k  de r  p e r s p e k t i v e n  K o l l i n e a t i o n  ist 8 — (L 'K 'P 'P '" ) .
W egen L ' =r E',_, ferner P' =  Pln  und P'" — P% — P £3 ist

8 r r  (£ ' IC P ' t P '3) =  (E-a K  P X1 P*3).
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Projiziert man die letzteren vier Punkte aus P  auf l, so er
hält man E«, E, L v  L s, und es wird 8 =: (e.A e a c).

E i n e  E b e n e  cp, w e l c h e  d u r c h  e i ne  E r z e u g e n d e  e d e s  
K o i n z i d e n z h y p e r b o l o i d e s  %2 geht ,  erscheint in der Abbildung 
als p e r s p e k t i v e  K o l l i n e a t i o n  mit der Kerngeraden c' =  a!" als 
Kollineationsachse, einem Punkte K! ■=. K"’ als Kollineationszentrum 
und m it d e r  C h a r a k t e r i s t i k  h =  (a c e Ke). Es gibt o o 3 solcher 
Ebenen.

Den Übergang zwischen den beiden erwähnten Fällen bilden 
d ie  E b e n e n ,  w e l c h e  d u r c h  die E r z e u g e n d e  e.A gehen. Es liegt 
dann das Kollineationszentrum auf der Achse c’ — a'", und es ist 
d ie  C h a r a k t e r i s t i k  § =  + 1 .  Liegen e und e.A zu a, c harmonisch, 
so ergeben sich in beiden Fällen h a r m o n i s c h e  K o l l i n e a t i o n e n  
(8 =  - l ) .

Es ist noch d e r  b e s o n d e r e  Fa l l  zu erwähnen, wo d ie  
b e i d e n  S e h a c h s e n  a, c e i n e n  g e m e i n s a m e n  P u n k t  U  h ab e n ,  
a l so  a u f  d e r s e l b e n  E b e n e  co l i egen.  Diese Ebene schneidet a  
in einem Punkte Cb und 7 in A'0/f. Das Büschel von Überebenen,, 
welche durch co gehen, ergibt projektive Strahlbüschel auf a und y; 
auf e hat man dann projektive Strahlbüschel ö  und A "1. Die Punkte 
einer solchen Überebene haben ihren Grundriß P ' auf einem Strahle 
von O  und ihren Kreuzriß P ’" auf dem entsprechenden Strahle 
von A "’. Durch ein solches Punktpaar ist aber hier der Punkt P  
n i c h t  bestimmt; denn die beiden Sehebenen schneiden sich in einer 
durch U  gehenden Geraden.

Insbesondere können bei der Übertragung auf e die beiden 
Büschel ö  und A "' in e in  Ordnerbüschel zusammenfallen.

5. Zur m e t r i s c h e n  S p e z i a l i s i e r u n g  sei jetzt d ie  u n -  
e i g e n t l i c h e  Ü b e r e b e n e  Qqo de s  P u n k t r a u m e s  ange
nommen und in ihr e in  P o l t e t r a e d e r  X Y Z U  der absoluten
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Polarität (Fig. 7). Die gegenüberliegenden Kanten Z  U — a und 
X ' Y — c seien als Sehachsen gewählt und ein eigentlicher Punkt 0  
als Ursprung, ferner sei [ 0  c] =  a die Grundebene, [0  a] r r  y die 
Kreuzrißebene, 0  Y  — y , 0  Z  — z, [yz] — ^ — s die Bildebene. 
Jetzt sind also die Achsen y  und z zueinander s e n k r e c h t ,  a und y 
zueinander g a n z  s e n k r e c h t ;  a und y sind zu s ha l b  s e n k r e c h t .  
Die Sehebenen \a P] sind zu a g a n z  s e n k r e c h t ,  ebenso [cP ] 
zu  y. Es liegt also O r t h o g o n a l p r o j e k t i o n  vor. Weil c auf a liegt, 
ist c auch zugleich d0, und weil a auf y liegt, ist a auch zugleich a 
Ist nun R If R n  das zu X , Z  harmonisch liegende Punktpaar der 
au f der Kante X  Z  befindlichen absoluten Involution, dann liegen 
die absoluten Involutionen der Kanten X  Y  =  c und Y Z  =  d 
perspektiv mit Rj, beziehungsweise R n  als Perspektivzentrum. W ird

Fig. 7.

also die Ebene a aus R j  oder R u  auf die Ebene ß =  s projiziert, 
so ist dies e i ne  k o n g r u e n t e  Ü b e r t r a g u n g  oder U m l e g u n g  
u m die  u n v e r ä n d e r t  b l e i b e n d e  A c h s e  0  Y  — y \  dabei wird 
d — c'

Ist dann Tj, Tu  das zu Y, U  harmonisch liegende Punktpaar 
der absoluten Involution auf der Kante Y  Ü, so sind die absoluten 
Involutionen auf a und d perspektiv mit 7/ oder Tu  als Perspekliv- 
zentrum. Projiziert man nun die Ebene y aus Ti oder Tn  auf die 
Ebene ß =  s, so ist das wieder e i ne  k o n g r u e n t e  Ü b e r t r a g u n g  
oder U m l e g u n g  u m  die  u n v e r ä n d e r t  b l e i b e n d e  A c h s e  
O Z  — z\ dabei wird d — a'" Man hat also eine Abbildung der 
Punkte P  von P 4 auf die Punktpaare P 7, P'" der Bildebene s er
halten, und zw ar von  d e r b e s o n d e r e n  Art,  daß  d  u n d  a'" in 
d e r  u n e i g e n t l i c h e n  G e r a d e n  d de r  B i l d e b e n e  e z u s a m m e n 
fa l l en.  Es soll jetzt das Koinzidenzhyperboloid x2 und die Koinzi
denzebene % aufgesucht werden.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



K oinz idenzau fgabe  der  darste l lenden Geometrie usw. 631

Die Verbindungsgeraden R i Ti =  ea und R u  Tn — e* sind 
wieder Polargerade der absoluten Polarität. Denkt man sich nun 
ea als Achse eines Ebenenbüschels, so scheidet jede Ebene des 
Büschels, die im Raume iüoo liegt, das Poltetraeder in einem voll
ständigen Vierseit, welches außer R j  und 27 noch vier Eckpunkte 
au f a, b, c, d hat. Betrachtet man den auf d liegenden Eckpunkt 
als U  =  Lf", so liegt auf a der Eckpunkt L x =  L der sich durch 
Projizieren von L!" aus Ti ergibt, und auf c der Punkt Z,3 =  L'0, 
der sich durch Projizieren von L ' aus R j  ergibt. Die Diagonale 
L x L z =  /13 des Vierseites ist dann eine Erzeugende d e s  K o i n z i 
d e n z h y p e r b o l o i d e s  x,2. Dabei ist der Schnittpunkt der beiden 
Diagonalen Z13 und l2i ein Punkt E % der Polargeraden e.,_. Die 
Erzeugende ln  schneidet bei jeder Lage der Ebene die Achse ea 
des Büschels und auch e.,_\ daher sind e.,_ und e~ Erzeugende jenes 
System s des Hyperboloides, welchem auch a und c angehören. 
Rückt U  — L!" nach Z, so ergibt sich X  Z  als Erzeugende ln, und 
rückt es nach Y, so erhält man Y  U als Erzeugende lj.

Verbindet man I !  =  L!" mit dem Ursprung 0  und betrachtet 
man auf dieser Verbindungsgeraden die Reihen der sich deckenden 
Punkte Kl =  K!", so ist die Reihe O K! U  kongruent mit der auf 
der Grundebene a liegenden Reihe 0  K f0 L'0 als Projektion aus R f 
und auch kongruent mit der auf der Kreuzrißebene 7 liegenden 
Reihe O K "' L'q \ es ist also OK'0 — O K"'. Die Schnittebene O L x L % 
der beiden Überebenen [a 0  L 3] und \c 0  L J  wird daher von der 
Sehebene \a K'^ in K'0 und von der Sehebene [c K"1] in L 3 Kl" 
geschnitten. Der .Schnittpunkt von L x K'0 und L 3 Kl" ist der 
Punkt K  selbst. Das Viereck O K l^K K l"  ist ein Quadrat; die Diago
nale 0  K  muß daher durch E.,. und die Diagonale K'0 Kl" durch E Q 
gehen, nämlich durch das zu L x L z harmonisch liegende Punkt
paar der absoluten Involution von Z13.

D ie E b e n e  [_0 e.,\ w e l c h e  a l l e  G e r a d e n  OE.,, en t hä l t ,  
i s t  a l s o  die K o i n z i d e n z e b e n e  x\ die E b e n e  [Oe0] i s t  die 
S y m m e t r i e e b e n e  o, für  w e l c h e  die Bi l de r  P ' u n d  P'"  zu  0  
s y m m e t r i s c h  l i e g e n  (p. 629). Die Ebenen % und o sind zu 
einander g a n z  s e n k r e c h t .

Betrachtet man X  U =  b und Y  Z  =  d als Sehachsen, 
[Od]  =  ß a l s  A u f r i ß e b e n e  und | 0  b] zr  § al s  Q u e r r i ß e b e n e ,  
und macht man eine kongruente Übertragung aus R i  und 27 auf 
die Ebene a [oder aus Ti und R i  auf die Ebene 7 ], so erhält man 
e i ne  g a n z  g l e i c h w e r t i g e  A b b i l d u n g  d e r  P u n k t e  P  de s  
R a u m e s  R± d u r c h  die P u n k t p a a r e  P", P lv a u f  d e r  B i l d e b e n e  a 
[ ode r  7], die aber durch Umlegung wieder mit e zusammengelegt 
werden kann.

Je zwei benachbarte Bilder, wie z. B. G r u n d r i ß  u n d  Aufr iß,  
ergeben eine Abbildung von der besonderen Art (p. 629), bei 
welcher sich die beiden Sehachsen a und b in einem Punkte U 
schneiden und auf derselben Ebene U X  Z  liegen. Diese Ebene 
schneidet a in X  und ß in Z. Das Büschel der Übe'rebenen, welche

S itzungsberichte d. m athem .-natunv. K l., Abt. Ha, Viu. Bd., 9. u. 10. Heft. 47
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durch die Ebene U X Z  gehen, schneidet a in dem Parallelstrahl
büschel X qq und ß in dem Parallelstrahlbüschel Z ^ ,  so daß die 
entsprechenden Strahlen durch denselben Punkt von y gehen. Bei der 
Umlegung fallen dann diese beiden Strahlbüschel in e in  O r d n e r 
b ü s c h e l  zusammen, so daß.P' und P" auf einem zu x — z parallelen 
Ordner liegen müssen. Durch ein solches Punktpaar wäre aber der 
Punkt P  von nicht bestimmt. In der Abbildung sind also die zwei 
Punktpaare P \ P"' und P", P lv die Eckpunkte eines Rechteckes, dessen 
Seiten zu den Achsen x — z und y  — u parallel sind. Es ist nun zu 
ersehen, daß man hiemit auf die von P. H. S c h o u t e 1 untersuchte 
Abbildung des R± kommt und daß diese eigentlich e in e  V e r e in i 
g u n g  v o n  z w e i  g l e i c h w e r t i g e n  A b b i ld u n g e n  d u r c h  d ie  
P u n k t p a a r e  P', P"', b e z i e h u n g s w e i s e  P", P 1V ist.

B ei d e r  z w e i t e n  A b b i ld u n g  w ird  d a s  K o i n z i d e n z 
h y p e r b o l o i d  von den projektiven Ebenenbüscheln b und d der 
Überebene ßoo erzeugt. Die zweiten Diagonalen L 2 Z,4 — l9i der 
von den Ebenen des Büschels ausgeschnittenen Vierseite (wobei 
L 2 auf b und L 4 auf d liegt) bilden jetzt das zweite System von 
Erzeugenden, zu welchen auch wieder Ir  und l j  gehört. Die beiden 
Hyperboloide haben also die vier Erzeugenden e3, e.,_, Ir , lT gemeinsam. 
Für beide Abbildungen ist [O eÄ] d ie  K o i n z i d e n z e b e n e  x. Tat
sächlich ist für K ’ — EI" auch K" — E lv

6. E in e  P u n k t r e i h e  g  ist hier durch z w e i  ä h n l i c h e
P u n k t r e i h e n  g', g f" abgebildet, welche d u r c h  z w e i  P a a r e  e n t 
s p r e c h e n d e r  P u n k te  bestimmt sind.

E in  P u n k t f e ld  cp ist durch a f f in e  F e l d e r  cp', cpw abgebildet, 
welche durch die Bilder A ' B ' C' und A!" B'" Ö" eines Dreieckes 
A B C  gegeben sind. D ie z w e i  S c h n i t t p u n k t e  E, F  d e r  u n 
e ig e n t l i c h e n  G e r a d e n  u  v o n  cp m it  dem  K o in z id e n z h j^ p e r -  
b o lo id  x2 ergeben die zwei uneigentlichen Affinitätsdoppelpunkte 
E ' — E'" und F ' — F"' auf der uneigentlichen Geraden d ^  c' =  a"r 
der Bildebene; d e r  S c h n i t t p u n k t  G v o n  cp m i i  d e r  K o i n z i d e n z 
e b e n e  x hat den eigentlichen Affinitätsdoppelpunkt G' — G'" als 
Abbildung. Zunächst kann man den letzteren in bekannter Weise 
konstruieren.

Sind z w e i  E b e n e n  cp u n d  <]> durch je eine Affinität gegeben, 
so haben diese zwei Affinitäten d re i  g e m e i n s a m e  P u n k tp a a re , ,  
nämlich ein e i g e n t l i c h e s  Punktpaar und z w e i  u n e i g e n t l i c h e  
Paare auf d ^ .  Um sie zu finden, sucht man zum Dreieck A'x B[ C[ 
in der zweiten Affinität das entsprechende Dreieck A'l^B'^C"^ und 
dann in der Affinität A"' B'" C'" — A'{1 B[" CJ(!> die d re i  Affinitäts- 
doppelpunkte. Diese bilden dann die Kreuzrisse P'", Q'{', Qu der 
d re i  gemeinsamen Punktpaare, zu welchen man die Grundrisse 
P !. Qi, Q'u finden kann. Das e i g e n t l i c h e  gemeinsame Punktpaar 
p / p"i jst ^ j e A b b i ld u n g  d es  S c h n i t t p u n k t e s  P  d e r  b e id e n  
E b e n e n  cp u n d  t|>.

1 »Mehrdimensionale Geometrie«, I. Teil, p. 85 (1902), Sammlung S c h u b e r t ,
XXXV. Bd.
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Die uneigentlichen Geraden 11, v der Ebenen cp, <{> und die 
Sehachsen a, c sind v ie r  w in d s c h ie f e  G e ra d e  d e r  Ü b e r 
e b e n e  Üqo. Sie bestimmen z w e i  T r e f f g e r a d e  qh qH, welche 
d u r c h  d ie  z w e i  u n e i g e n t l i c h e n  g e m e i n s a m e n  P u n k t p a a r e  
Q'hQ'l' und Q'ihQu abgebildet sind.1 Für <j> =  x geht dies in das 
Vorangehende über, wobei v =  wird und die Geraden q i,qn  
zwei Erzeugende l des Koinzidenzhyperboloides x2 sind.

E in e  Ü b e r e b e n e  II kann durch vier Punktpaare gegeben 
werden. Sie schneidet die Sehachsen a , c in zwei Punkten Qv Q0, 
durch deren Verbindungsgerade Qx Q3 =  q die uneigentliche Ebene g> 
der Überebene II geht. Dabei ist Qt =  Q'" und Q3 =  Q'0, woraus 
sich das uneigentliche Punktpaar O', Q'" auf der uneigentlichen 
Geraden d^  der Bildebene ergibt. Anderseits schneidet II die 
Koinzidenzebene x in einer Geraden k , für welche k' =  li'" ist. Aus 
den Strahlbüscheln, welche sich durch Verbinden von Q3 und Qt 
mit den Punkten K  von li ergeben, erhält man a u f  d e r  B ild 
e b e n e  d ie  P a r a l l e l s t r a h l b ü s c h e l  Q' u n d  O'", w e lc h e  h ie r  
p e r s p e k t i v  s ind ,  w e i l  s ic h  je  z w e i  e n t s p r e c h e n d e  S t r a h l e n  
in e in e m  P u n k t  Kl =  Kl" v o n  k' =  li'" s c h n e id e n .  Die Punkte 
einer Ebene Qz Ox K  sind dann durch Punktpaare P', P'" abgebildet, 
welche auf entsprechenden Strahlen der beiden Büschel Q', Q'" 
liegen. Die entsprechenden Strahlen der beiden Büschel Q', Q'" 
kann man daher als O rd n e r  bezeichnen (Fig. 3 und 10).

Die Schnittgerade p \  der Überebene II mit der Grundebene a 
geht durch Q'0. Da die Punkte der Geraden p \  (sowie alle Punkte der 
Grundebene) ihren Kreuzriß in O haben, so sucht man in zweien 
von den vier Affinitäten, welche durch die vier gegebenen Punkt
paare bestimmt sind, zu 0 ’" die entsprechenden Punkte, also die 
G r u n d s p u r e n  d e r  b e id e n  D r e i e c k s e b e n e n .  Ihre Verbindungs
gerade ist dann d ie  G r u n d s p u r  p^ d e r  Ü b e r e b e n e  II und d e r  
u n e i g e n t l i c h e  P u n k t  v o n  p x i s t  Q In analoger Weise erhält 
man d ie  K r e u z r i ß s p u r  p 3 u n d  d e n  P u n k t  O

Hienach kann man die vorhin erwähnte Konstruktion des 
eigentlichen Affinitätsdoppelpunktes G' =  G"' räumlich deuten. 
Nämlich m a n  le g t  d u r c h  d ie  E b e n e  cp e in e  Ü b e r e b e n e ,  z. B. 
so, daß der uneigentliche Punkt von B' ö  als Q'00 und jener von 
B'" C'" als Q% angenommen wird. Diese Parallelstrahlbüschel sind 
perspektiv und ergeben eine Perspektivachse q, welche die Ab
bildung q' =  q'" der Schnittgeraden der Überebene mit der Koinzi
denzebene x ist. Nun legt man d u r c h  cp n o c h  e in e  z w e i t e  
Üb er  eb e n e ,  wobei der uneigentliche Punkt von A 'B '  als und 
jener von AI" B '"  als P%  gewählt wird. Die Perspektivachse p  der 
Parallelstrahlbüschel und P^, ist die Abbildung p '  =  p"' der 
Schnittgerade der Überebene mit x. Der Schnittpunkt von p  und q 
ist d e r  e ig e n t l i c h e  A f f i n i t ä t s d o p p e lp u n k t  G' =  G'". Die

1 Dahin ist die Bemerkung bei P. H. S c h o u te ,  Mehrdimensionale Geometrie,
I. Teil, p. 96, und bei L. E c k h a r t ,  Konstruktive Abbildungsvei;fahren (1926), p. 28, 
zu ergänzen.
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Doppelstrahlen der vereinigten projektiven Strahlbüschel G' — G'" 
ergeben dann die Richtungen der beiden Punkte E' — E & und 
F' - -  F%. Die Charakteristik dieser Büschel ist

§ =  G' (E1 F' P ' Pm) — (a c  eF eE).

Die o o G E b e n e n  cp d e s  R a u m e s  i?4 s in d  h ie r  d u r c h  d ie  
» G ru p p e  d e r  ooG A f f in i t ä t e n  ( l in e a re n  T r a n s f o r m a t io n e n ) «  
d e r  B i ld e b e n e  s a b g e b i ld e t ;  d ie  C h a r a k te r i s t i k  d e s  e i g e n t 
l i c h e n  D o p p e lp u n k t e s  G! — G'" i s t  d a b e i  ■=. (a c ep ep).

Die verschiedenen Arten der Affinität ergeben sich a u s  v e r 
s c h i e d e n e n  L a g e n  d e r  u n e i g e n t l i c h e n  Geraden u  von cp zum 
Koinzidenzhyperboloid x2. Dieses wird zunächst durch die beiden 
Sehachsen in zwei Fächer geteilt. Bei einer u n g l e i c h s i n n i g e n  
Affinität ist 8g n e g a t iv ,  und die uneigentlichen Doppelpunkte sind 
reell. Eine solche Affinität ist daher die Abbildung einer Ebene cp, 
für welche die Schnittpunkte E, F  von u  in v e r s c h i e d e n e n  
F ä c h e r n  von x2 liegen, weil dann die Erzeugenden ep und cp in 
bezug auf a und c ungleichbezeichnete Teil Verhältnisse haben. Bei 
einer g l e i c h s i n n i g e n  Affinität können die uneigentlichen Doppel
punkte reell, vereinigt oder imaginär sein. Für die zugehörigen 
Ebenen cp hat die Gerade u zwei reelle Schnittpunkte E, F, 
welche in d e m s e lb e n  Fach liegen, oder u ist T a n g e n t e  von x2, 
oder u  hat zwei i m a g i n ä r e  Schnittpunkte. Ist u eine der
oo3 Tangenten von x2, so gehen durch jede solche Gerade noch
oo2 Ebenen.

Die oo5 E b e n e n  cp v o n  i?4, d e r e n  u n e i g e n t l i c h e  G e ra d e  u 
e in e  T a n g e n t e  v o n  x2 ist, s i n d  d u r c h  d ie  U n t e r g r u p p e  d e r  
o o 5 A ff in i t ä t e n  [Art 2 bei L ie -S c h e f f e r s ,  Kontinuierliche Gruppen, 
p. 60 (1893)] a b g e b i ld e t ,  b e i  w e lc h e n  d ie  D o p p e l s t r a h l e n  
d e r  p r o j e k t i v e n  B ü s c h e l  G' — G"' z u s a m m e n f a l l e n  (ßc=  + l)1.

Wenn sich in der vorerwähnten Konstruktionp  p a r a l l e l  zu q 
ergibt, so rückt der eigentliche Doppelpunkt G' =  G"' auch ins 
Unendliche und wrird etwa benachbart zu E' — E %  (Fig. 8). Der 
zweite Doppelpunkt F' =  F!" auf d ^  ergibt sich, indem man durch 
den bekannten Doppelpunkt E' — E% eine Gerade legt, z. B. p, 
und auf dieser zwei Scheitel S ' und S'" wählt. Die Büschel, 
welche E !, P', 0 ' aus S' und E'", P"', Q"' aus S'" projizieren, sind 
perspektiv; ihre Perspektivachse r  schneidet doo im Doppelpunkt 
F! — F%. Diesem Doppelpunkt liegt die eigentliche Doppelgerade 
f '  — f "  der Affinität gegenüber. Um sie zu erhalten, legt man 
durch F! — F"r zwrei entsprechende Gerade, etwa von A ' bis zum 
Schnittpunkt mit B' Ö  und von A "' bis zum Schnittpunkt mit 
B'" C!". Diese beiden Reihen sind perspektiv mit einem Zentrum T. 
Durch T  geht parallel zu p  d ie  e i g e n t l i c h e  D o p p e lg e r a d e

1 Eine gleichsinnige Affinität (Art 1) kann in diese besondere Affinität 
(Art 2) übergeführt werden durch Drehung um G1 =  G'", bis zwei entsprechende 
Potenzstrahlen sich decken.
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f - = f "  d e r  A ff in itä t .  Auf ihr liegen zwei gleichlaufend kon
gruente Punktreihen (um eine Strecke t verschoben), weil sie zwei 
benachbarte uneigentliche Doppelpunkte G' =  G'" und E' =  E  
haben. Da hier der auf der Koinzidenzebene x liegende Punkt G 
in den Punkt E  hineinrückt, muß E  ein Punkt E.,. von e.A sein; die 
Gerade u  hat also hier mit der Erzeugenden e.,_ von x2 einen 
Punkt E v. gemeinsam (vgl. Fig. 5), und solche Gerade gibt es o o 3.

Die o o 5 E b e n e n  cp von  i?4, w e lc h e  z u r  K o i n z i d e n z 
e b e n e  x h a l b p a r a l l e l  s ind ,  in d e m  ih re  G e r a d e n  u  dem  
S t r a h l g e b ü s c h  ev. a n g e h ö r e n ,  s in d  d u r c h  d ie  U n t e r g r u p p e  
d e r  o o 5 A f f in i t ä t e n  [Art 3 bei L i e -S c h e f f e r s ]  a b g e b i ld e t ,  bei

welchen entsprechende kongruente Punktreihen gleichlaufend parallel 
liegen, so daß sie gleichlaufend oder ungleichlaufend ähnliche 
Parallelstrahlbüschel m i t  e in e m  e i g e n t l i c h e n  D o p p e l s t r a h l  
f  — f "  bilden, während entsprechende kongruente Parallelstrahl
büschel auch gleichlaufend parallel liegen und z w e i  b e n a c h b a r t e  
u n e i g e n t l i c h e  G e r a d e  (bei d ©o) a ls  D o p p e l s t r a h l e n  b e 
s i t z e n .

Durch eine solche Gerade u  des Strahlgebüsches e.A gehen o o 3 
zueinander ganz parallele Ebenen, deren Abbildungen sich durch 
die o o 2 Parallelverschiebungen des Dreiecks A ' B ' ö  ergeben. Ver
schiebt man A ' B ' G  in der Richtung von f  = / //; um die Strecke t, 
so wird die Affinität p e r s p e k t i v  mit f  als Affinitätsachse Ti' =z k'" 
und F! ■=. F'Uo als Scheitel der Affinitätstrahlen. Verschiebt man
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dann A! B ' O  in der Richtung von r, so bleibt die Affinität immer 
perspektiv, wobei sich die Affinitätsachse k' — k'n parallel ver
schiebt. Im R± entspricht diesen o o 1 perspektiven Affinitäten, daß 
unter den o o 2 zueinander ganz parallelen Ebenen, welche durch 
eine solche Gerade u  gehen, o o 1 sind, die in der Überebene [« %| 
liegen und daher die Koinzidenzebene % nicht in einem Punkte G, 
sondern in einer Geraden k schneiden.

D ie  o o 1 E b e n e n  cp v o n  d e r e n  G e r a d e n  u  m it  e.A 
e in e n  g e m e in s a m e n  P u n k t  E v_ h a b e n  u n d  w e lc h e  in d e r  
Ü b e r e b e n e  [u %] l ieg en ,  s in d  d u r c h  d ie  o o4 p e r s p e k t i v e n  
A f f in i tä te n  |Art 5 bei L ie - S c h e f f e r s ]  a b g e b i ld e t ,  w e lc h e  
y — li!" a ls  Ä f f i n i t ä t s a c h s e  u n d  F! — a l s  S c h e i t e l  d e r  
A f f i n i t ä t s t r a h l e n  h ab e n .

Auf der Doppelgeraden d  — a"' =  doo ist in den beiden letzten 
Fällen die Charakteristik 8 (E* F’ P ' P "!) =  (a c epe.A). Sie ist auch
die Charakteristik für die ganze perspektive Affinität und gibt 
daher auch in b e id e n  F ä l l e n  die F l ä c h e n  V e r z e r r u n g  d e r  
B i ld d r e i e c k e  an. Sie bleibt die gleiche für alle Geraden u, welche 
dem hyperbolischen Strahlnetz [ e p  e x \  angehören.

Wird die Erzeugende e p  benachbart zu e v _ , geht also das 
hyperbolische Strahlnetz in ein p a r a b o l i s c h e s  über, so daß die 
Gerade u  eine Tangente des Koinzidenzhyperboloides bei E-A wird, 
dann ist die C h a r a k t e r i s t i k  8 =  + 1 ,  und die beiden Bilddrei
e c k e  w e r d e n  d a h e r  f l ä c h e n g le i c h ,  wobei die Richtung von 
entsprechenden kongruenten Punktreihen mit jener von ent
sprechenden gleichlaufend kongruenten Parallelstrahlbüscheln zu- 
sammenfällt.

In der Abbildung (Fig. 9) zeigt sich das dadurch, daß r  auch 
zu ji? und q parallel wird und F! z=. F :"  auf d Q0 benachbart zu

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



K oinzidenzaufgabe  der  dars te l lenden  Geometrie usw. 6 3 7

E; =  E !" wird. Die durch A! und A'" gehenden Reihen parallel 
zu p sind jetzt perspektiv kongruent; ihr Perspektivzentrum T  ist 
ein u n e i g e n t l i c h e r  P u n k t .  Die Doppelgerade f  ■= f "  fällt also 
hier auch mit d^  zusammen, so daß d re i  b e n a c h b a r t e  D o p p e l 
p u n k t e  und drei benachbarte Doppelgerade im Unendlichen liegen.

Die o o 4 E b e n e n  cp v o n  R±, d e r e n  G e ra d e  u  e in e  T a n 
g e n t e  vo n  x2 in e in e m  P u n k t  von  e.A ist, s in d  d u r c h  die 
U n t e r g r u p p e  d e r  o o 4 g l e i c h s i n n i g  f l ä c h e n g l e i c h e n  A f f in i 
t ä t e n  a b g e b i ld e t ,  be i  w e lc h e n  e n t s p r e c h e n d e  k o n g r u e n te  
P u n k t r e i h e n  p a r a l l e l  l iegen ,  so d aß  s ie  g l e i c h l a u f e n d  k o n 
g r u e n t e  P a r a l l e l s t r a h l b ü s c h e l  m it z w e i  z u  doo b e n a c h 
b a r t e n  D o p p e l  s t r a h l e n  b i ld e n  [Art 4 bei Li e-S  cheffe rs] .

Nur wenn man A' B ' Ö  so parallel verschiebt, daß Al in 
einen Punkt A'q der durch A"' parallel zu p gehenden Geraden 
zu liegen kommt, werden die Felder f l ä c h e n g l e i c h  p e r s p e k t iv  
a f f in  mit einer Achse kr —■ kf" parallel zu p. Verschiebt man dann 
A' B' C  in der Richtung von r, so bleiben die Felder flächengleich 
perspektiv affin, wobei die Affinitätsachse sich parallel verschiebt, 
indem andere kongruente Punktreihen zur Deckung kommen.

Die o o 3 E b e n e n  cp v o n  R i, d e r e n  G e r a d e  u e in e  T a n 
g e n t e  v o n  %2 in e in em  P u n k t  von e.A ist, u n d  w e lc h e  in der  
Ü b e r e b e n e  \ii x] l iegen ,  s in d  d u rc h  d ie  o o 3 g le i c h s i n n i g  
f l ä c h e n g l e i c h  p e r s p e k t i v e n  A f f in i tä te n  a b g e b i l d e t  [Art 7 
bei L ie -S c h e f f e r s j .

Rückt ep nach e-, so ist o =  — 1, und die Bilddreiecke werden 
u n  gl e i c h s i n n g  flächengleich.

D ie  o o 4 E b e n e n  cp v o n  R iV d e r e n  G e ra d e  11 s o w o h l  e.,_ 
a l s  a u c h  eQ s c h n e id e t ,  s i n d  d u r c h  d ie  o o 4 u n g l e i c h s i n n i g  
f l ä c h e n g l e i c h e n  A f f in i t ä t e n  a b g e b i ld e t ,  welche eine eigent
liche Doppelgerade f '  =  f "  als Doppelstrahl für zwei u n g l e i c h 
l a u f e n d  kongruente Parallelstrahlbüschel besitzen, während die 
beiden anderen kongruenten Parallelstrahlbüschel gegeneinander 
parallel verschoben sind [besonderer Fall von Art 3].

Kommen die letztgenannten Büschel durch Verschiebung zur 
Deckung, so tritt p e r s p e k t i v e  Affinität ein, nämlich s c h i e f  
a x i a l e  S y m m e t r i e  [besonderer Fall von Art 5]. Die o o 3 zu
gehörigen Ebenen cp liegen dann in der Überebene [ m x ] ,

Die Kerngerade c' =  a'" =  d ^  enthält die absolute Involution 
der Bildebene mit den absoluten Kreispunkten 7«,, /Iqq als Doppel
punkten. Betrachtet man diese als U  =  L "!, so gehen daraus zwei 
imaginäre Erzeugende Ij, Ik  des Koinzidenzhyperboloides x2 hervor, 
welche die Doppelpunkte der absoluten Involutionen auf a und c 
verbinden und daher auch Erzeugende der absoluten Fläche 
zweiten Grades i- sind. Außer diesen haben x2 und i‘- noch zwei 
imaginäre Erzeugende e gemeinsam, welche die Doppelpunkte der 
absoluten Involutionen von Ir  und l j  verbinden.

Die o o 4 E b e n e n  cp von R±, d e r e n  G e ra d e  u dem  e l l ip 
t i s c h e n  S t r a h l n e t z  [//, Ik\ a n g e h ö r t ,  s in d  d u rc h  die o o 4
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g l e i c h s i n n i g e n  Ä h n l i c h k e i t e n  a b g e b i l d e t  [besonderer Fall der 
Art 1].

Ist die Gerade u  eine Erzeugende e von v.2 (Fig. 6), so gehört 
sie auch dem Strahlnetz [//, l%\ an. Jeder Schnittpunkt von e mit 
einer Erzeugenden l erscheint als ein Punkt U  — L!" auf doo, so 
daß die Kerngerade d<*, zur P e r s p e k t i v a c h s e  wird.

Die co 3 E b e n e n  cp vo n  R A, fü r  w e lc h e  u e in e  E r z e u 
g e n d e  e v o n  x2 ist, s in d  d u rc h  d ie  o o 3 p e r s p e k t iv e n  Ä h n 
l i c h k e i t e n  a b g e b i ld e t ,  w e lc h e  e in e n  P u n k t  K ' =  KJ" a ls

K '" P"'
Ä h n l i c h k e i t s z e n t r u m  u n d  8 — (a c e.A e) a ls  C h a r a k 

t e r i s t i k  h a b e n  [Art 6 bei L. Sch.]. Insbesondere sind die oo'2 
Ebenen cp von i?4, für welche « r e .  ist, durch d ie  o o 2 z e n t r i 
s c h e n  S y m m e t r i e n  (8 =  — 1) mit einem Zentrum K ' — K "' ab
gebildet.

D ie  o o 2 E b e n e n  cp v o n  i?4, w e lc h e  zu  x g a n z  p a r a l l e l  
s ind , a lso  d u rc h  e.A g eh e n ,  s in d  d u r c h  d ie  o o 2 g l e i c h s i n n i g  
p e r s p e k t i v e n  K o n g r u e n z e n  ( V e r s c h i e b u n g e n  =  T r a n s 
la t io n e n )  a b g e b i l d e t  [Art 8 bei L. Sch.], wobei 8 =  +  1 ist. Die 
Ebene x selbst ist durch d ie  I d e n t i t ä t  abgebildet.

Bei einer Ebene cp, deren uneigentliche Gerade u  d ie  S e h 
a c h s e  a s c h n e i d e t  (Halbsehebene), ist der Grundriß aller Punkte O 
von u  ein Punkt Qf von d. Die Überebene \a cp] schneidet a in einer 
Geraden, deren Grundriß durch Q' geht. Auf diesem müssen die Grund
risse aller Punkte von cp liegen. Es ergibt sich also e in e  A f f in i t ä t  
m it  e in e r  s i n g u l ä r e n  G e r a d e n  (P u n k t re ih e )  im G ru n d r iß .  
Gehört die Gerade u  dem Strahlnetz [a c] an, so erhält man in 
der Abbildung die zwei Geraden 0 ' K f, 0 " ’ K f", wobei Q', Q die 
Abbildung des Netzstrahles u  und K ' — K '"  die Abbildung des 
Schnittpunktes von cp mit der Koinzidenzebene ist. Die A f f in i t ä t  
r e d u z i e r t  s ich  h ie r  a u f  d ie s e  z w e i  s i n g u l ä r e n  G e ra d e n ,  durch 
deren o o 2 Punktpaare die Punkte der Ebene cp abgebildet sind.

7 Man betrachte nun a und 7 als S p u r f e ld e r ,  welche wieder 
aus R  und T  auf die Bildebene s übertragen werden. Jede Ü b e r 
e b e n e  II hat zwei Spuren p \ ,p \  und a u f s  die Spuren p v pz, durch 
welche sie eindeutig bestimmt ist.

D ie  004 Ü b e r e b e n e n  d es  R a u m e s  R i  s in d  d u r c h  d ie
oo4 G e r a d e n p a a r e  p v  p 3 a b g e b i ld e t .  Man erhält so e in  zu m  
Z w e i b i l d e r s y s t e m  d u a l e s  Z w e i s p u r e n s y s t e m .1

Nun kann man wieder nach jenen Ü b e r e b e n e n  fragen, f ü r  
w e lc h e  d ie  S p u r e n  p t u n d  p s k o in z id i e r e n .  Aus den Spuren 
kx — k3, welche sich auf £ decken, gehen zwei kollineare Spurfelder 
auf a und 7 hervor. Zwei kollineare Felder erzeugen im allgemeinen 
durch die oo2 Verbindungsüberebenen der entsprechenden Geraden 
e in e  z w e i d i m e n s i o n a l e  F l ä c h e  III. K la s s e ;  denn eine beliebige

1 Die Spuren p9„ auf ß und 0 ergeben ein zweites gleichwertiges Zwei
spurensystem.
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Gerade g  bestimmt mit den Geraden des einen und anderen Feldes je 
ein axiales Bündel von Überebenen. Zwei kollineare koaxiale Bündel 
haben drei selbstentsprechende Überebenen; durch eine beliebige 
Gerade g  gehen also d re i  B e r ü h r u n g s ü b e r e b e n e n  d e r  F lä c h e .  
Die zwei kollinearen Felder a und y haben aber hier i h r e n  S c h n i t t 
p u n k t  0  a ls  s e l b s t e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t ;  daher z e r f ä l l t  die 
Fläche III. Klasse. Das Büschel der durch 0  gehenden vereinigten 
Strahlen lt =  Z3 ergibt zwei projektive Strahlbüschel O (Z°) auf a 
und 0(Z°) auf y. Diese erzeugen e in e n  K e g e l  II. K la s s e  &2 m it  O 
a ls  S p i tz e .  Alle o o 1 Überebenen A, welche durch eine Berührungs
ebene X dieses Kegels gehen, haben einen bestimmten Strahl Zt =z Z3 
des Büschels O als vereinigte Spuren .1

Die zu den o o 2 vereinigten Spuren kl =  k3 (welche n i c h t  
durch O gehen) gehörigen o o 2 Überebenen K müssen ein Gebilde
I. Klasse ergeben, also e in  Ü b e r e b e n e n b ü s c h e l  m it  e in e r  G e
ra d e n  k a l s  A ch se .  Für die Überebene fallen die Spuren ox =  o3 
in eine Gerade, nämlich doo, zusammen; daher l i e g t  d ie  K o in z i 
d e n z g e r a d e  li in Goo.

Jeder P u n k t  K  der K o in z i-  Jede Ü b e r e b e n e  K der
d e n z e b e n e  x hat zusammen- K o i n z i d e n z g e r a d e n  li hat zu 
fallende Bilder K ' — K'". sammenfallende Spuren =  k3.

Bei den unter Nr. 5 gemachten Voraussetzungen soll nun noch 
d ie  I n z id e n z  v o n  P u n k t  u n d  Ü b e r e b e n e  mit Hervorhebung der 
D u a l i t ä t  untersucht werden. \

E in e  Üb e r  e b e n e  II (pv  p 3) E in  P u n k t  P  (P', P"') be
schneidet ßoo in einer Ebene to, stimmt mit 0  eine Gerade o, und
und diese scheidet die Seh- diese ergibt mit den Ebenen a, y
achsen a, c in zwei Punkten S v S3, zwei Überebenen S1? S3, welche
welche eine Verbindungsgerade 5 eine Schnittebene o haben, die
haben, die auf co liegt. durch o geht.

Die Gerade s ergibt mit a eine Die Ebene a schneidet a in
Sehebene und S 3 als Bild S'0 aller einer Geraden 5  ̂ als Spur aller
Punkte von s, ebenso Si als S'". Überebenen von o, und y in
Die o o 1 ganz parallelen Ebenen k, Die o o 1 Strahlen p, welche auf
welche durch den Netzstrahl der Schnittebene S3 =  o liegen

S 3 =  5 gehen und in der Über- und durch den Punkt P  gehen,
ebene II liegen, bestimmen mit a ergeben mit a Punkte P \  der
Überebenen, welche a in Strah- Reihe 5° und mit y Punkte P?d
len pö des Büschels So schneiden, der Reihe s" Unter den Strahlen
und mit c Überebenen, welche y ist o, welcher a und y in O
in Strahlen p'"  des Büschels 5o;/ schneidet, ferner der Schnittstrahl

1 Eine durch 0 gehende Ebene ergibt mit den Grundspuren Überebenen, 
welche die Ebene y in einem Strahlbüschel 0 schneiden, das mit dem Büschel der 
KreuzrißspLiren projektiv ist. Die Doppelstrahlen dieser Büschel führen zu den
zw ei B e r ü h r u n g s ü b e r e b e n e n ,  w e lc h e  a u s  d e r  a n g e n o m m e n e n  E b e n e  
an den  K eg e l  g e l e g t  w e r d e n  k ö n n e n .
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schneiden. Unter diesen Über
ebenen ist ß und II selbst, daher 
ist der uneigentliche Schnittpunkt 
oxp x — S '  und der uneigentliche 
Schnittpunkt o3p 3 ~  S" ' (Fig. 10).

Die projektiven Strahlbüschel 
S '  (//) und S '"  (p '") sind perspek
tiv ähnlich, weil der uneigentliche 
Verbindungstrahl sich selbst ent
spricht. Der Schnittpunkt von je 
zwei entsprechenden Strahlen p' 
\xndp'" bedeutet d ie  v e r e i n i g te n  
B i ld e r  K ' — K "' d e s  P u n k te s  K, 
in welchem die zugehörige Ebe
ne tz die Koinzidenzebene % schnei
det. Die Schnittpunkte liegen auf 
der Perspektivachse, welche die 
v e r e i n i g te n  B i ld e r  It' =  It'" der 
Schnittgeraden k der Überebene II 
mit der Koinzidenzebene % be
deutet (p. 633). Da alle Punkte 
von p 1 ihren Kreuzriß in O haben, 
ist der Schnittpunkt von p t mit 
dem Parallelstrahl zu p3 durch 0  
ein Punkt von It' =  k'", und da 
alle Punkte von p 3 ihren Grundriß 
in 0  haben, ist der Schnittpunkt 
v o n m i t  dem Parallelstrahl z u p x 
durch 0  ein zweiter Punkt von 
h' — V"

D ie o o 3 P u n k te  P, w e lc h e  
au f  e in e r  Ü b e r e b e n e  I i (p v p3) 
l i e g e n ,  s in d  d u rc h  P u n k t 
p a a r e  P ', P " ' a b g e b i ld e t ,  w e l 
c h e  a u f  e n t s p r e c h e n d e n  
S t r a h l e n  d e r  p e r s p e k t i v  ä h n 
l i c h e n  O r d n e r b ü s c h e l  S ' (pr) 
u n d  S '"  (p"') l ieg en ,  w o b e i  
k' — k'" d i e P e r s p e k t i v a c h s e  ist.

von a mit der Sehebene \a P \  
welcher a in P'Q trifft, und der 
Schnittstrahl von o mit der Seh
ebene [c P], welcher y in P[" 
schneidet; daher ist O P ' — s x 
und O P "' — s3 (Fig. 11).

Die projektiven Punktreihen 
Sj (Pj) und s3 (P3) sind perspektiv, 
weil der Schnittpunkt O sich 
selbst entspricht. Die Verbindungs
gerade entsprechender Punkte Px 
und P 3 bedeutet die v e r e i n i g 
ten  S p u r e n  kx — lt3 d e r  Ü b e r 
eb e  n e K, welche den zugehörigen 
Strahl p  mit der Koinzidenz
geraden k verbindet. Die Verbin
dungsgeraden gehen durch das 
Perspektivzentrum, welches d ie  
v e r e i n i g t e n  S p u r e n  Kx — K 3 
der Verbindungsebene x, des Punk
tes P m it  der Koinzidenzgeraden k 
bedeutet. Da P ' und P '" die 
Gegenpunkte der perspektiven 
Punktreihen und s3 sind, ist der 
Schnittpunkt der Geraden, welche 
durch P ' parallel zu s3 geht, mit 
der Geraden, welche durch P "' 
parallel zu s, geht, das Perspektiv
zentrum K t =  K?>.

Die o o 3 Üb er e b e n e n  FT, 
w e lc h e  d u r c h  e in e n  P u n k t  
P ( P /, P"') g e h e n ,  s in d  d u r c h  
G e r a d e n p a a r e p v p 3 a b g e b i l 
det, die d u rc h  e n t s p r e c h e n 
de P u n k te  d e r  p e r s p e k t iv e n  
O r d n e r r e ih e n  (Pj) u n d  s3 (P3) 
g e h e n, w o b e i K x — K 3 d a s  P e r- 
s p e k t i v z e n t r u m  ist.

Hieraus erhält man leicht die analytische Bedingung für die 
I n z id e n z

e in e s  P u n k te s  e in e r  Ü b e r e b e n e
P {P '(x ,y ) , ?"< ?,*)}  Und n { p i (a, b \ p 3 (c,d)}.

Das Strahlbüschel S f (p') schneidet y  in einer Punktreihe, und 
das Strahlbüschel S '"  (p"r) schneidet s in einer ähnlichen Punktreihe
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Projiziert man diese Reihen aus den sich entsprechenden uneigent
lichen Punkten von z, beziehungsweise y ,  so erhält man perspektiv 
ähnliche Parallelstrahlbüschel mit der Aufrißspur p 2 als Perspektiv
achse. Die Gleichungen der Ordner p' (a0, bQ) und p'"(c0, d Q) sind:

x
CI* + 1, WO

Z il-
-----1- —  =  1, wo
"o 0

Durch Addition ergibt sich

x y  z
------------- 1— - — I-------------a b c

a

ii also
X
a + y

T

li

co
c

ii also
c +

u
~d

_ dQ
~  ~d

denn b0 und c0 sind die Koordinaten des Schnittpunktes, welcher 
auf der Perspektivachse p 2 (b, c) liegen muß. Setzt man

1 1 p 1 1 *
—  —  =  ß ,  —  —  =  y ,  —  - 7-  =  8 ,ci b c d

so wird d ie  G l e i c h u n g  sowohl in x ,y ,z ,u  als auch in a, ß, y, 8
l in e a r ,  nämlich

<y..x+$ .y+*( ,z+ §  = 0 .

Sie stellt einerseits anderseits
d ie  P u n k te  vor, w e lc h e  a u f  d i e Ü b e r e b e n e n ,w e l c h e d u r c h  
e in e r  Ü b e r e b e n e  II liegen, d en  P u n k t  P  gehen.

Soll fü r  e in e n  e i g e n t l i c h e n  Soll fü r  e in e  Ü b e r e b e n e  K
P u n k t  K  der Grundriß K ' mit die Grundspur k1 mit der Kreuz-

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



6 4 2 Th. S c h m i d ,

dem Kreuzriß K koinzidieren, 
so muß sein:

x —  — z und y  —  — u.
Jede der beiden Gleichungen
x + z  =  0 und y + u  =. 0

bedeutet eine Überebene, welche 
durch 0  geht. Bei der ersteren 
liegen P ' und P ,n auf einem hori
zontalen Ordner und bei der an
deren auf einem aufrechten Ordner.

Beide Gleichungen zusammen 
bedeuten die durch O gehende 
Schnittebene der beiden Über
ebenen, und das ist die K o in z i 
d e n z e b e n e  k. Dagegen sind

x — z — 0 und y — u =  0

die Gleichungen d e r S y m m e t r i e- 
e b e n e  o (p. 631).

rißspur kz koinzidieren, so muß 
sein :

a =r — y und ß =  — 8.

Jede der beiden Gleichungen
a + Y  =  0 und ß +  8 r r :0

bedeutet einen Punkt, welcher in 
&oo liegt. Bei dem ersteren sind 
die Ordnerreihen auf x  in Deckung 
und bei dem anderen auf y .

Beide Gleichungen zusammen 
bedeuten die in liegende Ver
bindungsgerade der beiden Punkte, 
und das ist d ie  K o i n z i d e n z 
g e r a d e  Ti. Die Gleichung einer 
Überebene K ist

a (x—2) +  ß ( y —u ) + 1 =  0;
daher sind die Überebenen K zur 
Symmetrieebene parallel.

D ie  K o i n z i d e n z g e r a d e  Ti 
d e s  Z w e i s p u r e n s y s t e m s  is t  
d ie  u n e i g e n t l i c h e  G e r a d e  
d e r  S y m m e t r i e e b e n e  o.

Durch einen Punkt P  geht eine Ebene [P e s] mit den Spuren 
K 1 ~ K Z g a n z  normal zur Koinzidenzebene % und durch [Pc’z\ 
gehen o o 1 Überebenen K mit vereinigten Spuren — k3 normal zur 
Koinzidenzebene %.

Soll für e in e n  u n e i g e n t 
l i c h e n  P u n k t  Loo der Grund
riß U0o mit dem Kreuzriß L%  
koinzidieren, so muß

x ~ y  — z — u — o o

sein, und anderseits muß der 
Richtungsquotient

Für e in e  Ü b e r e b e n e  A, bei 
welcher die Spuren in eine dutch
O gehende Gerade /1 r r  /3 zu 
sammenfallen, ist

<x =  ß rr y =  8 =  o o ,

und es muß der Richtungsquotient

q —
sein oder

x ti—y  z —  0 .
Die erste Bedingung bedeutet 

die uneigentliche Überebene Qqo, 
und die andere Gleichung bedeutet 
e in e  Ü b e r f l ä c h e  z w e i t e r  O rd 
n u n g ,  beides zusammen die in 
ßoo liegende Schnittfläche zweiter

sein oder
a  8 —  ß y =  0 .

Die erste Bedingung bedeutet 
die Überebenen durch 0 ,die andere 
Gleichung bedeutet e in e  Ü b e r 
f l ä c h e  z w e i t e r  K la s s e ;  beides 
zusammen ergibt den K o in z i 
d e n z k e g e l  Ti2 z w e i t e r  K la s s e
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Ordnung, und diese ist d a s  K o in 
z i d e n z h y p e r b o l o i d  x2 (p. 626).

Für e in e  Ü b e r e b e n e  II, bei 
welcher d ie  S p u r e n  p\ u n d  pz 
z u e i n a n d e r  p a r a l l e l  sind 
(Fig. 12), werden die Strahl
büschel S r und S '"  vereinigte ähn
liche Parallelstrahlbüschel L'oo — 

L'^o mit der Charakteristik
_  O p t   a    b

^ O p% c ~  d ’
und zwar gleichlaufend oder un
gleichlaufend, je nachdem die

mit der Spitze in O (p. 639). Er 
projiziert die Erzeugenden l von 
x2 aus 0 .

Für e in e n  P u n k t  P, bei 
welchem d ie  G e r a d e  P ' P '"  
d u r c h  0  g e h t  (Fig. 13), sind die 
Reihen und s3 vereinigte pro
jektive Punktreihen auf lx =  /3 
mit der Charakteristik

O P ' 
q — o  P " ' ’

und zwar gleichlaufend oder un
gleichlaufend, je nachdem die

Spuren auf verschiedenen Seiten 
von O oder auf derselben Seite 
liegen. Die Schnittgerade /£ (k '=  k'") 
mit der Koinzidenzebene x kann 
hier als eigentlicher Doppelstrahl 
dieser ähnlichen Büschel kon
struiert werden. Projiziert man die 
Reihe aus dem uneigentlichen 
Punkte von y, so ergibt sich eine 
Perspektivachse t, die x  im eigent
lichen Doppelpunkt schneidet.

Es ist

und
a . 8 —  ß . y = :  0 .

Bilder P', P '"  auf verschiedenen 
Seiten oder auf derselben Seite 
von O liegen. Die Verbindungs
ebene des Punktes P  mit der 
Koinzidenzgeraden k =  ea hat hier 
ihre Spuren K t =  K 3 symmetrisch 
zu 0  in bezug auf die Verschwin- 
dungspunkte P', P '". Der Hilfskreis 
hat die Hälfte der Strecke P ' P '"  
als Radius und geht durch den 
Doppelpunkt 0. E r liefert zu jedem 
P i den entsprechenden Punkt P 3.

Es ist
_  0 p /  _  * _  y

q ~  ' O P w
und

x . u—y  .2 =  0.
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Diese oo3 Überebenen bilden 
also die vorhin erwähnte Ü b e r 
f l ä c h e  z w e i t e r  K la s s e .

Als Grenzfall sind die o o 2 
Ü b e r  e b e n e n  A zu betrachten 
(Fig. 12a), für welche die Spuren 
in eine durch 0  gehende Gerade 
lx — l3 zusammenfallen, die den 
eigentlichen Doppelstrahl der ähn
lichen Ordnerbüschel bildet. Sie 
berühren den Koinzidenzkegel li1.

Diese Punkte bilden also die 
vorhin erwähnte Ü b e r  f lä c h e  
z w e i t e r  O rd n u n g .

Als Grenzfall sind die oo '2 
P u n k te  L  zu betrachten (Fig. 13a), 
für welche die Bilder in einen 
uneigentlichen Punkt LI — L '^  
zusammenfallen, der den zweiten 
Doppelpunkt der nunmehr ähn
lichen Ordnerreihen bildet. Sie 
liegen auf dem Koinzidenzhyper
boloid x2.

Als besondere Fälle seien hervorgehoben:
l .Ü b e r e b e n e n l l ,  für welche P u n k te  P, für welche die

die Charakteristik q ~ +  1 ist. Charakteristik q — +  \ ist. Die 
Die S p u r e n  p v p 3 l i e g e n  d a  B i ld e r  P', P "' l i e g e n  da sym -

2

y\
0

« \ V

v\
T  \

\ d  *

Ä \ \  n
0

r d
Fi?. 14. Fis. 14.7.

X

rV  n
Q

[ \V *' '* '' \ ^
/ d

Z

Fig 15if.

s y m m e t r i s c h  z u  0. Die Ordner
büschel sind g l e i c h l a u f e n d  
k o n g r u e n t ,  nämlich in der Rich
tung von x  um a =  c verschoben 
(Fig. 14).

Der Doppelstrahl li' =  Tz'" rückt 
ins Unendliche, und k selbst geht 
in die uneigentliche Gerade e% 
von x über.

D ie  oo2Ü b e r e b e n e n  d ie s e r  
A rt  g e h e n  d u r c h  die G e r a d e m  
v o n  x.

Als Grenzfall sind jene Über
ebenen A zu betrachten, für wel
che die Spuren in eine durch O 
gehende Gerade lx r r  l3 fallen und 
die Ordnerbüschel in Deckung sind 
(Fig. 14 a).

Die o o 1 Überebenen dieser Art 
gehen d u rc h  d ie  K o i n z i d e n z 
e b e n e  x.

Fig. 15.

m e t r i s c h  zu  O. Die Ordnerreihen 
st =  s3 haben hier vereinigte 
Doppelpunkte 0  =  K ± =r K 3; der 
Hilfskreis hat O P '— OP'" als 
Radius (Fig. 15).

Für solche Punkte ist (p. 642)

x— z — 0 und y — u — 0 .

Die o o 2 P u n k te  d i e s e r  A rt  
l ie g e n  a u f  d e r  S y m m e t r i e 
e b e n e  o.

Als Grenzfall sind jene Punkte L  
zu betrachten, für welche L ^  und 
L 'tt auf ciao zusammenfallen und 
die Ordnerreihen sv  s3 auf 0  L '^  
in Deckung sind (Fig. 15a).

Die o o 1 Punkte dieser Art 
liegen a u f  d e r  K o in z id e n z -  
e -eraden  It =  ea.
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2. Ü b e r e b e n e n K, für welche 
d ie  S p u r e n  in e in e  G e r a d e  

=  k3 k o in z id i e r e n ,  so daß 
die Charakteristik q r r  — 1 ist.

Die Ordnerbüschel sind u n 
g l e i c h l a u f e n d  k o n g r u e n t  und 
bilden eine s 3̂ mmetrische Invo
lution (Fig. 16). Die Gerade kt r r  k3 
bildet mit der Parallelen durch 0  
ein Strahlenpaar. Der eigentliche 
Doppelstrahl liegt in der Mitte 
zwischen 0  und rr  k3 und ist 
die Abbildung k! r r  k'" der Schnitt
geraden k von K und x. Jedes 
Punktpaar P P " '  bestimmt hier 
eine zentrische Symmetrie, deren 
Zentrum K ' — K '"  auf k' =  V"

liegt. Eine solche zentrische Sym
metrie ist aber die Abbildung einer 
der o o 1 in der Überebene K liegen
den Ebenen, welche zur Sym
metrieebene o ganz parallel sind.

D ie o o 2 Ü b e r e b e n e n  K g e 
h en  d u r c h  d ie  u n e i g e n t l i c h e  
G e ra d e  e9 vo n  a (p. 642).

Als Grenzfall sind jene Über
ebenen A zu betrachten, für 
welche die Spuren in eine durch
0  gehende Gerade lt =  l3 fallen 
und die Ordnerbüschel eine sym 
metrische Involution mit r r  l3 
als Doppelstrahl bilden (Fig. 16 a).

Die o o 1 Überebenen dieser Art 
gehen d u r c h  d ie  S y m m e t r i e 
e b e n e  G.

P u n k te  K, für welche die 
B i ld e r  in e in e n  P u n k t  K ' r r  K "r 
k o in z id i e r e n ,  so daß die Cha
rakteristik # =  — 1 ist.

Die Ordnerreihen bilden eine 
ungleichlaufende Punktinvolution, 
welche K ' rr  K '"  als Zentralpunkt 
hat (Fig. 17). Der Hilfskreis hat 
diesen Punkt als Mittelpunkt und 
geht durch 0. Der andere Schnitt
punkt mit Sj =  s3 ist die Doppel
spur K x r r  K 3 der Verbindungs
ebene von K  mit k r r  ez.

Die o o 2 P u n k te  K  l i e g e n  
a u f  d e r  K o i n z i d e n z e b e n e  x 
(p. 642).

Als Grenzfall sind jene Punkte 
L  zu betrachten, für welche Z/«, 
und L%  auf d zusammenfallen 
und die Ordnerreihen eine sym 
metrische Involution auf =  s3 
mit 0  als Doppelpunkt bilden 
(Fig. 17 a).

Die o o 1 Punkte dieser Art 
liegen a u f  d e r  u n e i g e n t l i c h e n  
G e ra d e n  ey. v o n  x.
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