
Ober Kurven mit isotropen Normalen
Von

Else Schrenzei 

(Mit 2  Textfiguren)

(Vorgelegt in der Sitzung am 13. Juni 1929)

Unter is o tro p e n  K u rv en  (M in im a lk u rv e n ) versteht man 
bekanntlich Kurven, bei denen der Tangentenvektor in jedem 
Punkte der Kurve ein isotroper Vektor ist, d. h. nach einem Punkte 
des absoluten Gebildes weist. E s dürfte von Interesse sein, Kurven 
zu untersuchen, bei denen eine ihrer Normalen ein isotroper Vektor 
ist. Es ist bekannt, daß im R 2 nur isotrope Gerade möglich sind, 
bei denen Tangente und Normale zusammenfallen, im R 3 dagegen 
außer den isotropen Geraden noch eine zweite Gattung derartiger 
Kurven existiert, nämlich alle Kurven, die in isotropen Ebenen 
liegen, d. h. in Ebenen, die den absoluten Kegelschnitt berühren; 
sie haben isotrope Haupt- und Binormale. Das Ziel der vorliegen
den Arbeit ist eine Klassifikation der Kurven des nach diesen 
Gesichtspunkten.

Der uneigentliche Punkt der durch einen Vektor gegebenen 
Richtung soll im Folgenden immer als die u n e ig e n t lic h e  S p u r 
dieses Vektors bezeichnet und durch den entsprechenden lateinischen 
Buchstaben mit dem oberen Stellenzeiger u gekennzeichnet werden, 
also z. B. die uneigentlichen Spuren von j', j" , mit x“, x%, xj(.

Z w ei V e k to re n  s te h e n  n o rm al a u fe in a n d e r, w en n  ih re 
u n e i^ e n tlic h e n  S p u re n  b e z ü g lic h  des a b s o lu te n  G e b ild e s  
des b e tre ffe n d e n  R au m es k o n ju g ie r t  sind. E in  V e k to r  is t 
iso trop , w enn se in e  u n e ig e n tlic h e  Sp u r au f dem a b s o lu te n  
G eb ild e  lieg t.

Das absolute Gebilde A% des läßt sich durch folgende 
Gleichungen in homogenen rechtwinkligen Punktkoordinaten dar
stellen:

ist also eine nichtsinguläre Fläche zweiter Ordnung im uneigent
lichen R3.

Es sei eine Kurve in der regulär analytischen Vektorparameter
darstellung

gegeben. Die erste Ableitung des Vektors j  nach dem Parameter t 
ergibt den T a n g e n te n v e k to r  in dem betreffenden Kurvenpunkt. 
Die S c h m ie g e b e n e  ist die Grenzlage einer Ebene durch drei

x\ +  x\ +  x\ +  x\ =  0 
x0 =  0, (1)

l  — iß ) (2)
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440 E.  S e h r e n z e l ,

benachbarte Punkte und wird daher durch y1 und aufgespannt, 
wobei als Voraussetzung lineare Unabhängigkeit der Vektoren gilt. 
(Der Fall der geraden Linie wird also ausgeschlossen.)

Als S c h m ie g ra u m  definieren wir die Grenzlage eines 
durch vier benachbarte Punkte. Unter der Voraussetzung der linearen 
Unabhängigkeit von j', 5", wird er durch diese drei Vektoren 
aufgespannt. Wenn zwischen ihnen lineare Abhängigkeit für alle 
Werte von t des betrachteten Bereiches besteht, so degeneriert der 
Schmiegraum zur Schmiegebene, dann liegt also die ganze Kurve 
in ihrer Schmiegebene.

Als e rs te  N orm ale kann ein Vektor aufgefaßt werden, der 
in der Schmiegebene liegt und auf der Tangente normal steht. Er 
läßt sich daher in der Gestalt a jr '+ ß j;"  darstellen und muß folgen
der Beziehung genügen:

Die z w e ite  N o rm ale  liegt im Schmiegraum und muß normal 
zur Schmiegebene stehen, daher auch normal auf den beiden 
Vektoren, die die Schmiegebene aufspannen; also läßt sie sich in 
der Gestalt X j '  +  [i g" +  v darstellen und muß folgende Be
dingungen erfüllen:

Die d ritte  N orm ale  ist ein Vektor 1), der normal auf dem 
Schmiegraum steht, daher muß er den folgenden Gleichungen 
genügen:

Die uneigentliche Spur x\ von liegt also auf dem absoluten 
Gebilde, außerdem sind y' und bezüglich des absoluten Gebildes 
zueinander konjugiert, d. h. x\ liegt auf der Tangentialebene, die 
sich in x” an die absolute A\ des legen läßt.

Nach (3) sind a  und ß beliebig, d ie e rs te  N o rm ale  lie g t 
d a h er b e lie b ig  in der S c h m ie g e b e n e . Soll sie isotrop sein, so 
muß außerdem

X7 (a£' +  ß f )  — 0. ( 3 )

17 (X ?/+|x 1 " + v r”’) =  0 

i " (X ?' +  |xf +  vj;w) =  0. ( 4 )

i-' t) =  0
f \ )  =  o ( 5 )

(7)

(6)

( a S' +  ß S")2 =  0, (8)
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Über Kurven mit isotropen Normalen. 4 4 1

daher ß :=  0 sein, falls £//2̂ 0  ist, d. h. sie fällt mit der Tangente 
zusammen. Ist dagegen

?//2 =  0, (9)

so ist jeder Vektor der Schmiegebene isotrop, die S c h m ie g e b e n e  
d ah er a m e tr is c h 1, d. h. ihre uneigentliche Spur ist eine Gerade 
der absoluten A\.

Nach einem Satz von J. L e n s e 2 ziehen die Gleichungen (6) 
und (9) nach sich, daß sämtliche Ableitungen von der dritten an 
isotrop und Linearkombinationen der beiden ersten sind, d. h. aber 
geometrisch: D ie b e tr e f fe n d e  is o tro p e  K u rv e lie g t  in e in e r  
a m e tr is c h e n  E b e n e .

Wenn man die Gleichungen (6) und (7) berücksichtigt, so folgt 
aus (4)

=  0
ü. - +  v g" =  0.

Gilt (9), so ist auch

t f '  =  0 (10) 
f f '  =  0, (11)

als bleiben [a und v unbestimmt. D ie z w e ite  N o rm ale  is t un
b estim m t. Die ganze Kurve liegt in einem ametrischen R 2.

Ist dagegen
£"24= 0 , (12)

so ist auch
lV "= t=0 , (13)

daher ja =  0 und v = ; 0, das bedeutet aber, daß die z w e ite  N or
m ale m it der T a n g e n te  z u sa m m e n fä llt .

Die Gleichungen (5) sind drei lineare homogene Gleichungen 
vom Rang 3 für die vier unbekannten Komponenten des Vektors 
der dritten Normalen wegen der vorausgesetzten linearen Unabhängig
keit von nf, £7/, £//; und haben wegen (12) und (13) eine von ver
schiedene Lösung. D ie d ritte  N o rm ale  is t  so m it von der 
T a n g e n te  v e rs c h ie d e n  und n ich t iso tro p . Denn nehmen

1 Vgl. J. L e n s e , Über ametrische Mannigfaltigkeiten und quadratische 
Differentialformen mit verschwindender Diskriminante, Deutsche Math. Ver., 3 5  (1926), 
p. 280 bis 294.

2 J. L e n s e , Über die Tangentialräume ametrischer Mannigfaltigkeiten, Math.
n

Zeitschr., 29  (1928), p. 87 bis 95. Fiir p  =  —  wird nämlich der Schnitt

/ n 11(p. 93 bis 94) ein Rp—i, der Punkt somit eine Linearkombination der Punkte
» n u 2yl, y-2, ..........yp  und liegt daher auf der An—2, d. h. die (Ä-l-l)te und höheren Ab

leitungen des Vektors hängen von den ersten k Ableitungen linear ab und sind 
infolgedessen ebenfalls isotrop.
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4 4 2 li. S c h r e n z e i ,

wir den Fall an, daß die dritte Normale isotrop wäre, so müßte 
die Gleichung

9“ =  0 (14)

bestehen. Nach der ersten Gleichung (5) muß die uneigentliche Spur 
y u von  ̂ auf der Tangentialebene von x” liegen. Außerdem liegt y n 
zufolge (14) auf dem absoluten Gebilde, daher auf einer Erzeugen
den d u rch *“, x" ist sowohl zu x“ als aüch z u y 11 konjugiert, daher 
liegt auf der Geraden y n x"\ daraus folgt aber Gleichung (9), 
was einen Widerspruch mit der Voraussetzung bedeutet. Die Kurve 
läge ja  sonst in einer (ametrischen) Ebene.

D ie K urve, die au s den  u n e ig e n t lic h e n  P u n k te n  der 
T a n g e n te n  d er is o tro p e n  K u rv e  b e s te h t, h a t die u n e ig e n t
lic h e  S p u r d es S c h m ie g ra u m e s  der u rs p rü n g lic h e n  K urve 
zu r S c h m ie g e b e n e  und die u n e ig e n tlic h e  S p u r der S c h m ie g 
e b e n e  zu r T a n g e n te .

2. Die Kurve sei eine n ic h t is o tr o p e  Kurve des i?4. Wir 
führen den Bogen als Parameter ein, setzen infolgedessen

^ = 1 .  (15)

Durch Differentiation folgt wieder Gleichung (7). Als erste Normale 
kann man gemäß (3) den Vektor auffassen, x!/ liegt nach (7) 
auf der Polarebene von

Im Folgenden machen wir die Annahme einer is o tro p e n  
e rs te n  N orm alen , setzen also die Gültigkeit der Gleichungen (9), 
(10), (11) voraus. D ie S c h m ie g e b e n e  is t  d a h er iso tro p . Aus 
(15), (7), (9), (10), (11) folgt für die zweite Normale X =  0, [i, v 
beliebig, s ie  l ie g t  d a h er b e lie b ig  in der E b e n e , die durch y" 
und aufgespannt wird, d. h. in der zu r S c h m ie g e b e n e  n o r
m a le n  E b e n e . Die Gleichungen (7), (9), (10) und (11) sagen aus: 

liegt auf der Al, x\ auf der Tangentialebene von an die Ai, 
x'l auf der konjugierten Tangente von x” x™.

Die uneigentliche Spur der dritten Normalen ist der Pol der 
uneigentlichen Ebene des Schmiegraumes, diese ist aber Tangential
ebene an die absolute Fläche, daher ist der Pol der Berührungs
punkt; Dabei sind y1, y", linear unabhängig vorausgesetzt. E r s te  
und d ritte  N orm ale  fa lle n  zu sam m en . Hängt von und i" 
linear ab, so liegt die Kurve in ihrer isotropen Schmiegebene.

Die uneigentliche Spur der zweiten Normalen liegt nach dem 
früheren beliebig auf T (siehe Fig. 1).

Wenn wir die Tangentialebene der A\ längs C'J gleiten lassen, 
so entsteht eine Torse, deren Erzeugende die Geraden G sind. Die 
Gratlinie dieser Torse ist die Kurve C“. D ie u rs p rü n g lic h e  
K u rv e  C h at so m it B e g le itk u r v e n  B, d eren  T a n g e n te n  die 
e rs te n  (d ritten ) N o rm alen  von C sind . D ie e rs te n  (d ritten ) 
N o rm alen  von C sind  a b e r  iso tro p , d ah er a u ch  die B e g le it 
k u rv e n  B.
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Über Kurven mit isotropen Normalen. 4 4 3

Daraus folgt eine punktweise Konstruktion von B :
Man wählt einen Punkt P  beliebig, weist ihm einen Punkt Q 

auf C zu, legt durch P  eine Parallele zur ersten Normale in Q. 
Diese ist die Tangente t von B  in dem Punkte P .P t sei ein 
Nachbarpunkt von P  auf B. Durch P 1 legen wir die Parallele zur 
ersten Normale im Nachbarpunkt Qx von Q auf C. In dieser Weise 
kann man fortfahren. C und B  sind also punktweise aufeinander 
abbildbar. Die Schmiegebenen Von B  haben die Tangenten von C“ 
zur uneigentlichen Spur, T  ist aber gerade die konjugierte Richtung 
Von G, d. h. die S c h m ie g e b e n e n  der B :e g le itk u rv e  B  s te h e n  
norm al a u f den S c h m ie g e b e n e n  der K ü rv e C. Aus der T at
sache, daß die uneigentlichen Spuren der Schmiegebenen beider 
Kurven Tangenten an das absolute Gebilde sind, kann man folgern, 
daß die S c h m ie g e b e n e n  is o tro p  sind .

E  =  U n e i g e n t l i c h e  S p u r  d e s  S c h m i e g r a u m e s  
G  =  U n e i g e n t l i c h e  S p u r  d e r  S c h m i e g e b e n e  
T =  K o n j u g i e r t e  T a n g e n t e  z u  G 

C “ t  =  K u r v e ,  d i e  a u s  d e n  u n e i g e n t l i c h e n  S p u r e n  d e r  e r s t e n  ( d r i t t e n )  N o r m a l e n  b e s t e h t ,  

c “  =  K u r v e ,  d i e  a u s  d e n  u n e i g e n t l i c h e n  S p u r e n  d e r  T a n g e n t e n  b e s t e h t .

Allgemeine Konstruktion der Kurve C: Man nimmt eine iso
trope Kurve B, konstruiert die Normalebenen ihrer Schmiegebenen; 
diese bilden eine Torse, deren Gratlinie die allgemeinste Kurve C 
darstellt. Die uneigentliche Spur des Normalraumes der Begleitkurve 
ist Tangentialebene an das absolute Gebilde. Die uneigentliche Spur G 
der Schmiegebene an die Kurve C liegt in der uneigentlichen Spur E  
des Normalraumes der Begleitkurve B\ d. h. aber, d ie S c h m ie g 
eb en e von C is t  p a ra lle l zum  N o rm a lra u m  der B e g le i t 
kurve. D ie P o la re b e n e n  der P u n k te  d er G ra tlin ie  C“ be
z ü g lic h  der a b so lu te n  F lä c h e  sin d  die S c h m ie g e b e n e n  der 
F lä c h e n  ku rve C", wie durch eine einfache Rechnung folgt.

Daraus ergibt sich, daß die N o rm a lrä u m e d er u rsp rü n g 
lich e n  K u rv e C p a ra lle l sin d  zu den S ch m ie g 'rä u m en  d er 
B e g le itk u r v e  B. U m g e k e h rt sind  die S c h m ie g rä u m e  von C

G

E
F i g .  1 .
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444 E. S c h r e n z e i ,

p a r a lle l  zu den N o rm a lrä u m en  von B, denn die uneigentliche 
Ebene des Normalraumes der Begleitkurve ist die Tangentialebene 
an die A\ und die uneigentliche Ebene des Schmiegraumes der 
Kurve C ist ebenfalls die Tangentialebene an die absolute Fläche, 
da sie x“ enthält.

Die Kurven C\ und C\\ sind punktweise aufeinander abbildbar. 
Die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte bilden eine Regel- 
fläche, die der Schnitt einer V3 mit dem uneigentlichen Raume ist. Die 
ursprüngliche Kurve C und die Begleitkurve B  liegen auf der V3.

3. Im Folgenden machen wir die Annahme einer iso tro p e n  
z w e ite n  N o rm a len  und n ic h t is o tro p e n  T a n g e n te .

Die zweite Normale ist isotrop, daher liegt ihre uneigentliche 
Spur N\ auf dem absoluten Gebilde. Die uneigentliche Spur T11 der 
Tangente liegt daher auf der Tangentialebene von A “ . D ie e rs te  
N o rm ale  is t  n ic h t  iso tro p  (sonst hätte man Fall 2), ihre un
eigentliche Spur N” muß zu Ttl und N n konjugiert sein. Sie liegt 
daher auf der zu T11 konjugierten Tangente. Die uneigentliche 
Spur A7“ der dritten Normalen ist zu allen übrigen konjugiert, sie 
muß daher mit AT“ zusammenfallen (siehe Fig. 2).

Fig. 2.

E  =  Uneigentliche Spur des Schmiegraumes 

T »  =  Uneigentliche Spur der Tangente 

N "  =  Uneigentliche Spur der ersten Normalen 

N ” =  Uneigentliche Spur der zweiten Normalen

N 3 =  Uneigentliche Spur der dritten Normalen.

D er S c h m ie g ra u m  der K u rv e is t  iso tro p , denn seine 
uneigentliche Spur E  berührt das absolute Gebilde. E  ist fest. Denn 
würde sich E  ändern, so müßte die uneigentliche Spur der Schmieg
ebene durch A7“ hindurchgehen; da sie aber durch Tu und A7“ hin
durchgeht, ist diese Annahme unmöglich, daher muß E  fest bleiben. 
D ie  K u rv e  l ie g t  a lso  in einem  fe s te n  is o tro p e n  R 3. Ana
lytisch läßt sich diese Kurve folgendermaßen charakterisieren:

Aus (15), (7), (4), (12), (13) und

(XS'+p.S'/+ v S"08 =  O (16)
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f o l g t

daher nach (16)

als Differentialgleichung der Kurve im isotropen R3.
Man sieht; Falls von den vier aufeinander senkrecht stehen

den Vektoren; Tangente, erste, zweite und dritte Normale, einer 
isotrop ist, fällt mit ihm ein zweiter dieser vier Vektoren zusammen. 
Der Satz gilt auch im R n und lautet dann so:

Is t  von n— 1 a u f e in a n d e r  s e n k r e c h t  s te h e n d e n  lin e a r  
u n a b h ä n g ig e n  V e k to re n  d es R n e in e r  iso tro p , so  fä llt  m it 
ihm je d e r  zu d ie se n  n— 1 V e k to re n  n o rm a le  V e k to r  zu
sam m en.

B e w e is :  Die n— 1 Vektoren seien £2 . . . . , ihre un
eigentlichen Spuren x%, x“ ........... *« - i. sei isotrop, d .h . x  ̂ auf
der Äfi- 2  des R n gelegen, x“ ist zu bezüglich der A \-2 kon
jugiert, liegt also auf dem Tangential-i?„_2 des Punktes All
gemein ist x lk (2 zu X", x%,............ *],—i konjugiert, liegt
infolgedessen auf dem zum Verbindungs-i?/fe_2 dieser Punkte kon
jugierten R n- k . Ist ein zu den gegebenen Vektoren senkrechter 
Vektor und y u seine uneigentliche Spur, so ist y n der Pol des Ver- 
bindungs-i?„_2 der Punkte xl{, x% . . ., x\[ und fällt daher mit x" zu
sammen.

Zusammenfassung.

Im i?4 u n te rs c h e id e t  m an fo lg e n d e  G a ttu n g e n  von 
K u rven  m it is o tro p e r  T a n g e n te  od er N o rm ale :

1. Is o tro p e  G e ra d e :

j ' 2 =  0, y." p ro p o rtio n a l j'.

2. K u rv en  in a m e tr is c h e n  E b e n e n :

£/2 =  0, £//2r= 0, £/; n ich t p ro p o r tio n a l j 7.

3. I s o tr o p e  K u rv en , die k e in e  G e ra d en  sind. S ie  h a b e n  
iso tro p e  T a n g e n te , die e rs te  N o rm ale  is t  u n b e stim m t ('jede 
R ich tu n g  der S c h m ie g e b e n e  kann  a ls  e rs te  N o rm ale  g e lten ), 
die z w e ite  N o rm ale  fä ll t  m it der T a n g e n te  zu sam m en , die 
d ritte  N o rm ale  is t  von der T a n g e n te  v e rs c h ie d e n  und n ich t 
iso tro p :

j /2 =  0, j //2r^r0, j', y'" lin e a r  u n ab h än g ig .

K =  - n > f'

i — rH 2c

(r" rf,/)2v / / /2 __( J  j n \  2 , \t  t J
i  —  V i  i  )  •+■ 7 / 2

c ’
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4. K urven  im is o tro p e n  R 3:
D ie z w e ite  N o rm a le  is t  iso tro p , d ie T a n g e n te  und 

e rs te  N orm ale  sin d  n ic h t iso tro p , die d ritte  N o rm ale  fä llt  
m it der z w e ite n  N o rm ale  z u sa m m en  und is t  is o tro p :

€ * =  1, E"2* 0 ,  lJ" a =  (i', E'")2 +  (iX 2 .  lin e a r  u nab-
 ̂ hän gig .

5. K u rv en  m it is o tr o p e r  e rs te r  N o rm alen :

D ie T a n g e n te  is t  n ic h t  iso tro p , die e rs te  N o rm ale  is t 
is o tro p , d ie z w e ite  N o rm ale  lie g t  b e lie b ig  in der zu r 
S c h m ie g e b e n e  n o rm a le n  E b e n e . D ie d r itte  N orm ale  fä llt  
m it der e rs te n  N o rm alen  z u sa m m en  und is t  iso tro p . D ie se  
K u rv e  h at die a u f p, 442 a u fg e z ä h lte n  E ig e n s c h a f te n :

j ' 2 = r i ,  j;//2=zO, j/, i", l in e a r  u n a b h ä n g ig .

6. K u rv en  in is o tro p e n  E b e n e n :

W ie b e i 5., n ur lie g t  die K u rv e  in e in e r  fe s te n , i s o 
tro p e n  E b e n e , d. h. G in F ig . 1 is t  fest.

j; '2 =  1, j '/2 =  0, j/" lin e a r  a b h ä n g ig , a b e r  n ic h t
und

Als Anhang sei noch folgendes erwähnt:
Für die von J. L e n s e 1 betrachteten jp -fach  is o tro p e n  

K u rv e n  des R n.
i’ =  £(0 (17)

mit
l ' 2 =  0, f 2 =  0, 2 — o, aber ^  + « 2 =)= 0

ergeben sich durch eine längere, aber im wesentlichen einfache 
Rechnung folgende Sätze:

Definiert man die k-te Normale als einen im Schmieg-iv^+j 
gelegenen, senkrecht auf dem Schmieg-i?*, stehenden Vektor y\k, so 
gilt: tu lie g t  u n b e stim m t im S c h m ie g - i? * +1 und is t  is o tro p  
für l ^ k ^ p — 1, np l ie g t  u n b e stim m t im S ch m ie g -i?^ +1 und 
is t  im a llg e m e in e n  n ic h t iso tro p , rt* lie g t  im S c h m ie g - iv ^ - m  
und is t  is o tro p  f ü r p ^ J i ^ 2 p .  D ie ü b rig e n  N o rm alen  sin d  im 
a llg e m e in e n  b e stim m t und n ic h t is o tro p  und lie g e n  in den 
ih rer D e fin it io n  e n ts p re ch e n d e n  S ch m ie g rä u m e n .

1 Vgl. die auf p. 441 in Fußnote 2 angegebene Abhandlung, p. 93.
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