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Das Geschwindigkeitsgesetz der Gasmolekeln
Von

Gustav Jager, wirkl. Mitglied d. Akad. d. Wissensch.

(Mit 1 Textfigur)
(Vorgelegt in der Sitzung am 4. Juli 1929)

Als Maxwell®! sein Gesetz iiber die Verteilung der Ge-
gschwindigkeiten der Gasmolekeln ableitete, setzte er voraus, daf
die Wahrscheinlichkeit einer Geschwindigkeitskomponente unab-
hingig von den anderen Komponenten sei. Dies wurde vielfach
beanstandet und man verdankt in erster Linie Boltzmann?
den Beweis fiir die Richtigkeit dieser Annahme. Derartige Be-
weise sind aber ziemlich langwieriger Natur, ja sie wurden viel-
fach auch wieder angegriffen. So heiBt es z. B. in der ,Dy-
namischen Theorie der Gase“ von J. H. Jeans (Ubersetzer
Reinhold Fiirth), Braunschweig 1926, S. 73: ,,Der Beweis
(nimlich jener von Boltzmann) muBl annehmen, daB es keine
Beziehungen zwischen den Geschwindigkeits- und den Lage-
koordinaten gibt, widhrend der erste Beweis (von Maxwell)
bloB annimmt, daB es keine Beziehung zwischen den einzelnen
Geschwindigkeitskomponenten untereinander gibt. In beiden
Fillen lassen die dynamischen Bedingungen in gleicher Weise
Beziehungen vermuten, bis nicht das Gegenteil bewiesen ist, und
es diirfte schwer sein, einen Grund anzugeben, warum die eine An-
nahme Dbetreffend das Nichtbestehen einer Beziehung gerecht-
fertigter sein sollte als die andere.

Um solche Einwendungen unméglich zu machen, habe ich
auf einem ganz anderen Weg das Verteilungsgesetz abzuleiten
versucht ?, Eine Erweiterung dieses Beweises gab ich im ,,Hand-
buch der Physik®, Bd. IX, S. 375 (1926). Zweck des Folgenden ist,
zu zeigen, daB man, ausgehend von der ganz allgemeinen An-
nahme, die Wahrscheinlichkeit einer Geschwindigkeitskompo-
neute einer Gasmolekel zwischen # und % -+ du sei nicht nur
von u, sondern auch noch von ganz willkiirlichen anderen GréBen
abhiingig, schlieBlich erkennt, daB nur eine Abhingigkeit von u
allein iibrigbleibt.

Wir denken uns ein ,,molekular un-
geordnetes” Gas in einem zylindrischen B
GefiB3 (Fig. 1),dessen Achse wir zur - A chse
eines rechtwinkeligen Koordinatensystems & X
machen. Auf das Gas wirke keine Kraft.
Nur wenn eine Gasmolekel die Ebene A
A B ypassiert, soll sie einen Energie--
zawachs @ parallel zur z-Achse erfahren. Fig. 1.

1 Phil, Mag. (II) 19, 1860, S. 22.

? Siehe z. B. Vorlesungen iiber Gastheorie 1, S. 15.
3 Siehe G. J 4 ger, Fortschr. d. kinet. Gastheorie, 2. Aufl,, 1919, S. 67.
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Wir konnen uns das etwa so denken, daB beim Passieren von
4B auf einer sehr kleinen Strecke eine Kraft parallel zur
r-Achse auf die Molekel wirkt. Wir wenden auf das Gas die
hydrostatischen Grundgleichungen an. Es gilt also

dp
~ e =

pX

usw. Hs ist p die Dichte, X die Kraft auf die Masseneinheit des
Gases, p der Gasdruck. Die Gleichung 148t sich in die Form
bringen

"{% — Xdz = dd,

wenn d A4 die Arbeit ist, welche die Kraft X leistet, wenn die
Masseneinheit des Gases den Weg d z zuriicklegt. Die Integra-
tion ergibt
m
dp
— =4, 1
IE (1)

o

und es ist 4 die Arbeit, wenn die Masseneinheit des Gases beim
Transport vom Druck p, zu p, ibergeht.

Unser Gas befolge das Boylesche Gesetz% —2 Danach
0
148t sich die Gleichung (1) umwandeln in
111
2ol _
Po ’
Po
was weiter ergibt
Q0
Py Po A
n—Lt =4 == und = p.e P, 2
e oy A P=1 @

Nach dem Friiheren ist 4 = na, wenn n die Zahl der Molekeln
der Masseneinheit des Gases ist. Nach der bekannten Gleichung
der kinetischen Gastheorie

2
Dol = 1;_: = %
kénnen wir bilden
A Po = na. 3__ = i?:,
Po nme? me?
somit die Gleichung (2)
3a
Py = poe M2,

Nach der kinetischen Theorie kann nur Gleichgewicht
zwischen den beiden Teilen wunseres zylindrischen GefifBes be-
stehen, wenn in jedem beliebigen Zeitabschnitt gleich viel Mo-
lekeln von links nach rechts wie von rechts nach links die Ebene
A B passieren. Von der Verteilung der Geschwindigkeiten iiber
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die Gasmolekeln nehmen wir an, daB sie gesetzméBig ist und daf
die Wahrscheinlichkeit, daB eine Molekel eine Geschwindigkeits-
komponente zwischen « und « + du senkrecht zu 4 B besitzt, durch
¢ du gegeben ist, wobei ¢ eine Funktion von », aber auch von
ganz beliebigen anderen Variabeln ist. Solche kénnten etwa sein
die beiden anderen Geschwindigkeitskomponenten v und w, ferner
die Lagekoordinaten z, y, # der Molekeln, die Dichte p des Gases,
der Druck p usw. Ist in der linken Seite des Gefifles die Zahl
der Molekeln in der Volumeneinheit N,, so ist dort die Zahl der
Molekeln von der eben genannten Kigenschaft N, du, analog
rechts N9 du. Die Zahl der Molekeln, die in der Sekunde durch
dje Fliacheneinheit von A4 B von links nach rechts gehen, wird sein

a0

j Nowo du= % I

1]
Die rechte Seite dieser Gleichung ergibt sich aus der Uberlegung,
daB von den N, Molekeln nur die Hilfte gegen die Ebene 4 B
fliegt, die andere von ihr weg. Diese zi#hlt also nicht mit. @ be-
deutet somit den Mittelwert aller positiven Geschwindigkeits-
komponenten.

In gleicher Weise {inden wir die Zahl der nach links durch

A B fliegenden Molekeln. Doch haben wir dabei zu bedenken, daf}
nur jene Molekeln wirklich hindurchgelangen, deren kinetische

Energie parallel zur z-Achse groBer als die zu leistende Arbeit

. mu? . . ” . .
« ist. Es mufB3 also 5 > q sein. Wir kénnen somit das obige

Integral (I) nicht von 0 bis co nehmen, sondern nur von u > 2
m
an und erhalten so
[0.]
(Nl w ¢ du. (1D

)z
Zur Wahrung des Gleichgewichtes muB8 (I) = (II), d. h.
_ ®
M: Nuegdu

e
sein. Nach unserer Annahme kann ¢ auch eine Funktion von N,
sein. Da jedoch die Integration nur nach # genommen wird, so
sind alle iibrigen Variablen des ¢ bei der Integration als konstant
za behandeln. Es kann somit N, auch vor das Integralzeichen
gesetzt werden, so dafl wir weiter bilden konnen

®
Ny Py 2

= =+ =—|updu
N, », (1

2a

m
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und schlieBlich unter Beriicksichtigung der Gleichung (2)

0 . 3a
uody = 2 e e
-2
2a
m
. 2a .
erhalten. Wir setzen ]/—l: x, das ergibt
"
0 3z2

@ T
fuq;(lu, = 2¢

x

Es muf also )ucpdu fiir » = oo den Wert 0 und v = z den Wert

3a2

W T N . .
— 5 2¢ annehmen. Wir kénnen somit (Bias allgemeine Integral an
2 ps
a4 T om
rzodr =——¢ 3¢
¢ D)
bilden, dessen Differential
3a2
3axr T oo
zode=—x-c 2% dzx
2c?

ist. Kiirzen wir hier durch z und setzen wir fiir z wieder die
Geschwindigkeitskomponente ein, so wird
3u2
32 e 22 gy
2 c?
@du ist aber die Wahrscheinlichkeit einer Geschwindigkeitskom-
ponente zwischen % und u -+ du. Ziehen wir alle Geschwindig-
keitskomponenten von — oo bis + oo in Betracht, so mufl demnach

odu =

+ o + _ 3w
fq;‘(hb: [—Sée 2 Iy — 1
J 2¢?
— o0 — 0
sein, Daraus findet sich nach bekannten Rechenmethoden
u2
¢ = ;_ e *,

G]/TE

2

©

= o2 setzen.

wenn wir noch

Damit ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsfunktion ¢ tatséch-
lich nur abhingig von w, u. zw. in der von M ax well zuerst auf-
gestellten TMorm.

Die Konstante a, bekanntlich die wahrscheinlichste Ge-
schwindigkeit der Molekeln, #dndert sich mit der Temperatur.
Ihr Quadrat ist ja der absoluten Temperatur proportional.

Wir konnen schlieBlich sagen: ,,Die Geschwindigkeitskom-
ponenten sind deshalb voneinander unabhingig, weil die hydro-
statischen Grundgleichungen voneinander unabhingig sind. Das
ist die Ursache, warum in der Losung fiir ¢ neben x nicht noch
andere Variablen auftreten, insbesondere GréBen, die mit der
Richtung der - und z-Achse im Zusammenhang stehen.*
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