
Über die Hyperflächen zweiten Grades mit 
einem gemeinsamen Polsimplex

Von

Fritz Hohenberg, Wien
(Vorgelegt in der Sitzung am 6. März 1941)

Wir bezeichnen als B und das in sich duale System aller 
Hyperflächen zweiten Grades in einem projektiven ^-dimen
sionalen Raum £), die ein Polsimplex Q gemein haben. Mit Hilfe 
einer Abbildung, die den Hyperflächen 2. Grades M 2 des Bundes 
die Punkte eines projektiven Hilfsraumes (Koordinaten
simplex II) zuordnet, wird hier das Verhalten des Bundes gegen
über projektiven Transformationen untersucht.

Es ergibt sich in £) eine tt-gliedrige Gruppe ($ von Kol- 
lineationen und eine rc-gliedrige Schar von Korrelationen, die 
den Bund in sich überführen, d. h. die M 2 des Bundes untereinander 
vertauschen. Ihnen entsprechen in die Kollineationen, die 
das Simplex II in sich überführen, sowie die Transformatione^ 
n. Ordnung mit dem Hauptsimplex ü. Die Gesamtgruppe © 
dieser Transformationen und einige wichtige Untergruppen 
werden untersucht und es werden die Invarianten eines TkP-Paares 
des Bundes gegenüber jeder dieser Gruppen aufgestellt. Damit 
ist entschieden, wann sich ein M 2-Paar in ein anderes gegebenes 
ü/2-Paar des Bundes durch eine Transformation jener Gruppe 
überführen läßt. Umgekehrt gelingt die Berechnung eines 
Jf2-Paares (bis auf Transformationen der betreffenden Gruppe) 
aus seinen Invarianten. (Im Sonderfall der Gruppe der Kollinea
tionen des Bundes in sich wird diese Frage sonst von der Elementar
teilertheorie beantwortet.)

Die Abbildung bewirkt dabei eine Vereinfachung und 
Veranschaulichung der Untersuchung und der Ergebnisse, weil 
jedes System von oo"-1 M 2 des Bundes durch eine Hyperfläche 
in dargestellt wird, jede M 2-Reihe im Bund durch eine Kurve in 5̂.

Die Abbildung läßt sich auch bei geometrischen Unter
suchungen von Systemen v o n .o oM+2 bis oo^C«2-)-3'1- 2) M 2 im Rn 
(die nicht einem Bund angehören) mit Vorteil verwenden. (Vgl. 
Fritz Hohenberg, Apolarität und Schließungsproblem bei Kegel
schnitten, erscheint in den Mon. f. Math. u. Phys.)
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90 F. Hohenberg,

D ie A b b ild u n g .
Das gemeinsame Polsimplex ß mit den EckenOi(i — 0 ,1 ,.. 

(n ^ .  1) liege im Raum £>. D er M 2

sei dann in e i nem p r o j e k t i v e n  Hi l f s r a u m (Koordinaten
simplex TT mit den Ecken Pi (i =  0 , 1 ,  . .  . 72) )  der Punkt 
a =  (a0> « i , . . . a n) z ugeo r dne t .  (Liegt $  mit 0  vereinigt, so 
ist der Bildpunkt der Pol der Einheitshyperebene

bez. der M 2.) Bei den singulären Mannigfaltigkeiten 2. Klasse des 
Bundes, z. B. a0 a jj+ . . .  +a*»? =  0 ( i< z n ) ,  liegt der Bildpunkt 
(a0, . .  .a», 0, . . .0) in einem Teilsimplex von TT. Eine singuläre 
Mannigfaltigkeit 2. Ordnung des Bundes, z. B.

wird aus einer nichtsingulären M 2 des Bundes erhalten, wenn 
man ai+i, a*+2, . . . a „  über alle Grenzen wachsen läßt. Dem ent
spricht in daß der Bildpunkt in einen Punkt des (n— i— 1)- 
dimensionalen Teilsimplexes (a0 =  a.x = . . a% =  0) von TT ein
rückt. Die Richtung, in der er einrückt, weist jedesmal zum 
Punkt (a0, ai, ...a,:, 0, . . . 0) .  Man kann den Inbegriff des Teil
simplexes (oc0 =  ai =  . . .  =a» =  0) und seines Verbindungsraumes 
mit dem Punkt (or0, ocx, . .  .04 0, . . .0) ein verallgemeinertes Linien
element nennen. Die einfach singulären J f2 bilden sich wegen
i =  Ti— l auf die gewöhnlichen Linienelemente in den Ecken 
von TI ab.

D en M 2, die eine H y p e r e b e n e  (St-) berühren,  ent
s p r e c h e n  die Pu n k t e  der H y p e r e b e n e

n

Xö , | ,, s • 1------ h • • H------ = 0  ( i < n )

in Der l i nearen Schar

entspricht in die Gerade durch die Bildpunkte a! und a".
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Hyperflächen zweiten Grades mit einem gemeinsamen Polsimplex. 91

Die M 2 durc h  e i nen P u n k t  (x%)  bilden sich auf die 
Punkte einer symmetrischen Hyperfläche n. Ordnung ab, nämlich

V ^ .  =  o

Diese geht durch die (n— 2)-dimensionalen Teilsimplexe von TT 
und soll daher U m h y p e r f l ä c h e  x genannt werden. Dem 
Büschel

y ^ = v V 4  +  v / y 4  =  0
Z _ i  cf.i Z _ i  cf.i Z—i cf.i

entspricht in $  eine (rationale) Normkurve (n. Ordnung) durch 
die Ecken von n, nämlich

a i a
P<U~  X "a {+ X 'a } ' '

Sie sei Uml i n i e  genannt. Nach Elimination des Proportio
nalitätsfaktors p folgt

_ X "  _  a M  OiOfc— a U  _  . .
/ ■ ■ f f  n n k f £, K U, 1 , . . . TI).

k a i a.k a *  cf.k— cr.k n.%

Die Umlinie liegt auf den 3 singulären Hyperflächen3
2. Grades =  Ajtk (i  =t=/=l=*4= i)\ diese haben einen Leit
kegelschnitt in der Ebene [Pi Pj Pu], von dessen Punkten die 
Erzeugenden zum Restsimplex gehen. Die Hyperfläche enthält 
das Simplex ai =  ay =  0. Die Umlinie ist der Schnitt der Hyper
flächen A ji0 =  A i+it o {i =  1, 2, . . ., n— 1). Liegt in O der Punkt (&;) 
auf dem Schnitt von («;) und (a'•'), so liegt die Umlinie zu dem so 
gegebenen Büschel auf der Umhyperfläche x.

Die A b b i l d u n g  ist eine B e r ü h r u n g s t r a n s f o r 
mation.  Denn in £) bestimmen ein Punkt (Xi) und seine Tan- 
gentialhyperebene (Ui) eindeutig eine M 2, die entsprechende 
Umhyperfläche x und die entsprechende Hyperebene ü berühren 
sich im Bildpunkt jener M 2. (Den weiteren Schnittpunkten von x 
und U in $  entsprechen in £) jene M 2, die durch (x^ gehen und 
die durch (Xi) gehende Hyperebene (Ui) anderswo berühren.) 
Einem Hyperebenenelement entspricht also wieder ein solches, 
den Hyperebenenelementen durch einen Punkt in £) entsprechen 
die einer Umhyperfläche in denen durch einen Punkt in 
entsprechen jene einer M 2 in D. Den Hyperebenenelementen 
einer Hyperebene entsprechen wiederum die einer Hyperebene.
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n =  1. Bildet man_ die Punktepaare 4 / ao + 4 A i  =  0 
(inhomogen x — ± \ / — ao/ai) einer Geraden 0  auf die reellen 
Punkte einer sie in x =  0 senkrecht schneidenden Geraden «ß 
so geht der Kreis durch das Punktepaar und den Einheitspunkt 
der Achse $  auch durch den Bildpunkt des Punktepaares. Diese 
quadratische Skala kann verwendet werden, um die Abbildung 
auch für n >  1 graphisch durchzuführen.

n =  2. Abbildung der Kegelschnitte mit einem gemein
samen Poldreieck auf die Punkte der Ebene 5̂. Den singulären 
Kurven 2. Ordnung entsprechen die Linienelemente in den Ecken 
von II, den singulären Kurven 2. Klasse die Punkte auf den Seiten 
von II. Die Umlinien und Umhyperflächen sind hier Kegelschnitte, 
durch die Ecken von II.

n =  3. Abbildung der Flächen 2. Grades mit einem ge
meinsamen Poltetraeder auf die Punkte des Raumes 5̂. Auf den 
Seiten von H liegen die Bilder der einfach singulären, auf den 
Kanten von II die der doppelt singulären Flächen 2. Klasse. Die 
Linienelemente in den Ecken von II geben die einfach singulären, 
die „Ebenenelemente“  durch die Kanten von II die doppelt sin
gulären. Flächen 2. Ordnung an. Den Flächen des Bundes, die 
eine (zwei) Ebenen berühren, entsprechen die Punkte einer Ebene 
(Geraden). Den Flächen durch einen bzw. zwei Punkte ent
sprechen die Punkte einer Umfläche 3. Ordnung durch die Kanten 
von II, mit Knotenpunkten Pi (Umlinie 3. Ordnung durch die Pi). 
Je zwei Umflächen schneiden sich in einer Umlinie.

D ie a u t o m o r p h e n  K o l l i n e a t i o n e n  und Ko r r e l a t i on en
des Bundes .

Die Kollineationen
p Xi =  Clik X]c (2)

(öik=t= 0, die k sind eine Permutation der Zahlen 0,1,  . . .n, Indizes
laufen immer von 0 bis n, ebenso alle Summationen) und die
Korrelationen

p Xi =  bik ii'k (3)

(#;fc=|=0) führen den Bund in sich über. Durch (2) geht

=  0
Z_i a i

über in
^  v  a>k x '£ _  q
Z_i a'fc Z - j p2 OM
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Hyperflächen zweiten Grades mit einem gemeinsamen Polsimplex. 93

also erfahren die Bildpunkte in die Kollineation
G. . . o2c/.i =  a% c/.'ki (4)

die fl festläßt. Durch (3) geht

über in

V  3  =  o
Z_i rM

v  / /•> v  b;k Hk A > a i » f = \  =  0,

der Korrelation (3) in £) entspricht also in 5̂ die Transformation 
n. Ordnung _  0

G ?*.< =  - -  (5)
Cf.k

mit dem Hauptsimplex IT.
Mit G und G können ohne Gefahr der Verwechslung zu

gleich die Transformationen in £5 und die in $  bezeichnet werden. 
Nur ist zu beachten, daß jeder Transformation G (d{k) bzw. 
G {b'hc)_in im Raum £) genau 2n Transformationen G (dztf/A-) 
bzw. G (ztihk) entsprechen, die auseinander durch zusätzliche 
Spiegelungen an den Hyperebenen von ü hervorgehen.

D ie G b i l d e n  eine G r u p p e  $ ,  die G _eine Sc har ;  
die G und G z u s a mme n  b i l d e n  die Gr upp e  © al ler Pro-  
j e k t i v i t ä t e n  des Bu n d e s  in sich. Jede Transformation 
führt die Xi in einer bestimmten Permutation in die x'k bzw. 
u'k über, in derselben Permutation gehen die a,- in die ai-, über. 
Zu jeder Permutation gehört eine Schar von Transformationen G 
bzw. G. Zur Gesamtgruppe <Sn+i der Permutationen von n-\-l 
Elementen gehören die Gruppen @ und &. Ebenso gehören zu 
jeder Untergruppe von @«+1 d) eine zu ihr homomorphe, aus 
den zugehörigen Transformationen G bestehende Untergruppe 
von @, und b) eine zu ihr homomorphe, aus den zugehörigen 
Transformationen G und G bestehende Untergruppe von ©. 
Diese Untergruppen sind ebenso wie ($ und © einfach transitiv, 
sie enthalten endlich viele Transformationen, die ein gegebenes a 
in ein gegebenes a! überführen. (Deren Anzahl ist bei den Kol- 
lineationsgruppen gleich der Ordnung der zugehörigen Permu
tationsgruppe, bei den anderen ist sie doppelt so groß.) —  Dies 
sind aber noch nicht alle Untergruppen von © bzw. ©, z. B. 
bilden ja schon die Potenzen einer speziellen Transformation G 
oder G eine Untergruppe.
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94 F. H o h e n b e r g ,

Hervorzuheben sind die zur identischen Permutation ge
hörige Gruppe @ von Kollineationen p2 ou =  au 04 und die aus © 
und den Korrelationen p2ai=bu/a!i gebildete Gruppe ©.

Jede Gruppe in ist die Faktorgruppe der zugehörigen 
Gruppe in 0 bez. der Gruppe der 2n Spiegelungen an den Hyper
ebenen von fi.

D ie G r u p p e  ©.
Sie enthält die vertauschbaren Kollineationen

E  . . . [j2 rM =  gfi rjjj. (ß)

Fixpunkte von E  sind in $  i. a. nur die Ecken von R. Jene 
Kollineationen E, bei denen überdies noch Teilsimplexe von ü 
punktweise festbleiben, setzen sich zu Untergruppen von (£ bzw. © 
zusammen, z. B. die perspektiven Kollineationen in 5̂ mit einer 
Ecke von ü als Zentrum und dem Restsimplex als Kollineations- 
hyperebene.

B e s t i m m u n g  der  I nv ar i ant en .  Die infinitesimale 
Transformation von (£ lautet wegen au — p2 (1— aidt) und

v .i =  7 . i + 8  a .i =  =  ru  (l +  a t- 8 Z +  . . . )JL (l( ö t

8 Cf. i =  t t i  r j. i 8 t

(willkürliche Parameter a,-). Die Bahnkurven der durch sie 
erzeugten eingliedrigen Untergruppe ergeben sich durch Inte
gration des Systems dv.%— aiv.idt =  0, nämlich

rM =  a e ttil (7)

(c,: beliebig). Sie sind T'T-Kurven 1. Art in Durch die übrigen 
Transformationen von © werden sie untereinander vertauscht. 
In £) entsprechen diesen Kurven M 2- Reihen, die ebenfalls bei 
einer eingliedrigen Gruppe von Kollineationen einzeln festbleiben. 
Das sind aber dieselben eingliedrigen Untergruppen, deren Bahn
kurven auch in £) W -Kurven 1. Art sind.

Die Elimination von t aus (7) ergibt für 2 die ^ 3"^ 
Gleichungen:

a«k-(liaaki~ai'y.al ~ ak =  const., (8)

von denen aber nur n— 1 unabhängig sind. (Für n =  1 ist natür
lich selbst die Bahnkurve.) Diese Gleichungen stellen Hyper
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Hyperflächen zweiten Grades mit einem gemeinsamen Polsimplex. 9 5

flächen in $  dar, auf denen die Bahnkurven liegen. Für n =  2 
ist (8) die Bahnkurve selbst, für n =  3 ergeben sich vier Kegel 
(Spitzen i 5;), für n > 3 verallgemeinerte Kegel mit der Leitlinie (8) 
in der [i^P/c^J-Ebene und dem Restsimplex von H als „Spitze“ . 
Ist z. B. d i X i ^ ^  ai, dann enthält der Hyperkegel die (n— 2)- 
dimensionalen Untersimplexe ai =  a* =  0 und af c = a z = 0  von D. 

Es ist also jeder Ausdruck

(ä.aik~ai ai 1“&) : (Whc~ai <xakl~aiŴ i~ak)

eine Invariante zweier M 2 a und s gegenüber allen Transfor
mationen E. Eine allgemeinere Invariante eines l f 2-Paares 
gegenüber @ ist

äoV° / 51 ^1
'■a0/ \ax/ \an

wobei . . . -{-ln =  0 sein muß, damit dieser Ausdruck
auch invariant sei gegenüber Umnormierungen der Koordinaten1. 
Alle a in die mit gegebenem ä zusammen ein Paar von kon
stantem (£z0...zn bilden, liegen auf der Hyperfläche

(| f= c°n8t- W
Die Bahnkurve (7) liegt auf dieser Hyperfläche, wenn

Ganz analog ließen sich auch Invarianten von i¥2-Tripeln 
usw. gegenüber (I bilden.

T r a n s f o r m a t i o n e n  end l i c he r  Or d n u n g  in (5. Die Kol
lineationen

p2cf.i — efry/i (10)

wo sk und mindestens eine der Potenzen ej/ (ji ganze Zahlen)

1 N im m t man bei n =  2 inhomogene Koordinaten —  - xx —  =  y,  so hat
*3 3̂

man den Bund der Kegelschnitte mit gemeinsamen Hauptachsen. Sind dann  
cp, p«, und /  bzw. die Halbachsen, der halbe Asymptotenwinkel, die 

Scheitelkrümmungsradien und der Flächeninhalt des Kegelschnittes «, so 
erhält man, wenn die li die W erte 1 ,— 1 ,0  annehmen, die Invarianten ä :ä,  
b:b, tgcpitgcp des Kegelschnittpaares ü, a bzw. (£,. Erteilt man den li die W erte  
->— 1 ,— 1, so ergeben sich die Invarianten pa:p6, 1-f •
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96 F. H o h e n b e r g ,

primitive k. Einheitswurzeln sind, sind endlicher, u. zw. k. Ord
nung. Diese Transformationen bilden natürlich eine Gruppe. Z. B •

a) k =  2 liefert in $  die 2n involutorischen Kollineationen 
[j2y.i — ±  c/!i, denen in 0  eine Gruppe von 22n involutorischen 
Kollineationen entspricht. Zwei M 2, die durch eine solche Kol- 
lineation auseinander hervorgehen, sollen v e r t a u s c h b a r  heißen

b) k =  n-\-1 liefert eine Gruppe von (n-\-l)n Kollineationen
p2v.i =  der Ordnung n-\-1. Eine M 2 geht dabei in (rc-fl)'>
verschiedene M 2 über (darunter in sich selbst), die miteinander 
v e r b u n d e n  heißen sollen. Wir sagen, sie bilden zusammen 
einen A k k o r d .  Die 72+1 Kollineationen p2a ;=  3»^1a'(m  =  0 , l , . ..».) 
bilden eine Untergruppe jener Gruppe. Die n + i  M 2, die durch 
diese Transformationen aus einer von ihnen entstehen, nennen 
wir einen z y k l i s c h e n  A k ko r d .

Im Fall n =  2 haben die Bildpunkte der Kegelschnitte 
eines zyklischen Akkords eine besondere Lage. Ein Bildpunkt 
kann mittels einer Transformation E  in den Einheitspunkt ver
legt werden, dann lauten die drei Bildpunkte ß1’ (1, s\ e2,:)\ (i =  0,1,2; 
s =  primitive 3. Einheitswurzel). Die Geraden -P0ß\ Pi$k, P $  
schneiden sich dann (für jede Permutation i, k , l von 0, 1, 2) im 
Punkt yikl (1, el, s2/v), d. h. die Dreiecke II =  [Pq Px P2] und 
[ß°ßxß2] liegen in sechsfacher Weise perspektiv. Die sechs Per- 
spektivitätszentra sind die restlichen Punkte des Akkords, dem 
der zyklische Akkord angehört. Die sechs Perspektivitälsachsen 
aikl ~  a0+ e 2Za1+ £ fca2 =  0 enthalten je zwei Zentra, nämlich k̂,i 
und ylik. Das charakteristische Doppelverhältnis (Pq, ß,:, aikl) 
der Perspektivität hat den Wert s oder s-1 , je nachdem i, k, / 
eine gerade oder ungerade Permutation ist. Die Achsen und 
Zentra, d. h. die Dreiecke (y 012, y120, 7201) und (y 021, y210; T102) 
liegen wiederum in sechsfacher Weise perspektiv, die zugehörigen 
Zentra und Achsen sind die Punkte und Seiten der Dreiecke H 
und [ß°ß1 ß2]. (Über sechsfach perspektive Dreiecke vgl. z. B. 
J. Va l y i ,  Mon. f. Math. u. Phys., 9 (1898), S. 167.) Dieser (und 
ebenso jeder anderen) Konfiguration von Punkten und Geraden 
in 3̂ entspricht in 0  eine Konfiguration von JJ/2 und M 2-Scharen 
des Bundes.

D ie Gr upp e  $•
Sie wird von den Kollineationen

j  [j2c/.i =  aii+w 'i+i (i =  0 , 1 ,  . .  .n — 1 )

^ 1 2  /1 ,0^3»= fl», oao______________________
(11)
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erzeugt. Das Produkt von zwei Transformationen (11) ist eine 
Transformation Z 2. Das Produkt von n-\-1 verschiedenen Trans
formationen (11) ist eine allgemeine Transformation E. Dagegen 
ist Zn+1 immer die identische Transformation. 3  enthält (£ 
und alle Z samt deren Potenzen Z 2, Z 3, . . .Zn.

Die F i x p u n k t e  von Z  in bilden den zyklischen Akkord

? i4 - l / ---------------------------------------------------- -. „  . . __ v /  n 2 n n 1 n—2 n—4 n 2
C/.Q‘ C/-i ..................... V-n —  V  ^ o i  1 2  2 3  '  * ' U n — l , n  •

I  S h 4 - 1  V a i 2 ü 2 3 ~ 2 • • * 4 - 1 , « 4 , 0  = • • • ^

n-'r 1  / -----------------------------------------------• =-n v /  /-t2n n&n—2 ni „• • • * /j._|--1 V  ö>i,0a01 • • - a n — 2,71—1-

In $  bestimmen je zwei Fixpunkte eine Fixgerade (in £) also 
eine Fixschar) und eine Fixumlinie (in £) ein Fixbüschel). Je i F ix
punkte ( i < 72) bestimmen eine (i— l)-fach ausgedehnte invariante 
Mannigfaltigkeit von Hyperflächen 2. Klasse und eine solche von 
Hyperflächen 2. Ordnung. Z. B. bestimmen n Fixpunkte in ^  
die Gesamtheit der M 2 in £>, die eine Fixhyperebene der zu Z 
gehörenden Kollineation in D berühren. Sie bestimmen ferner 
die Gesamtheit der M 2 in £), die durch einen Fixpunkt dieser 
Kollineation in £) gehen. Für n =  2 ergibt sich, wenn die 
Kollineation reell ist, in £) ein zyklischer Akkord, der einen reellen 
Kegelschnitt enthält. Die beiden übrigen (konjugiert komplexen) 
Fixkegelschnitte bestimmen die reelle Fixschar und das reelle 
Fixbüschel.

Eine gegebene M 2 ä gestattet die Kollineation

Z .  . .p2a* =  ai+i ( i  =  0, 1,. . .71— 1), p2an =  ao 
v.i+i a 0

und diese führt die mit ä zu einem zyklischen Akkord verbun
denen M 2 einzeln in sich über.

Durch Z  geht (ä, a) über in Qtij.,...ini0 (ä, ä), dies in
^hh---hilah (ü, S) usw. Invarianten eines Paares ä, ä von .M2 ge
genüber der Gruppe 3  sind also die symmetrischen Funktionen 
der ©ij/j.. .zn (ä, ä).

Ähnliche Eigenschaften zeigen sich, wenn bei einer Kol
lineation G nur ein Teil der Koordinaten zyklisch vertauscht 
wird, also auch, wenn nur zwei Koordinaten vertauscht werden. 
Die letzteren Transformationen sollen eigens besprochen werden.

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. K l., Abt. II a, 150. Bd., 1. bis 4. Heft. 7
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98 F . H o h e n b e r g ,

D ie G r u p p e  $ 01.

Sie enthält die Kollineationen E  und die Kollineationen

!p2a0 =  «oi ai
p2cf.i =  «io ao (13)

p2ai =  a%a'i (i — 2, 3,. . .n)

samt deren Potenzen 7 öi, Toi,. . .  •
TIi ist eine spezielle Kollineation E , nämlich

(ai) («oi«ioa0, «öi«Ioax, «22a2, . . .üfman)-

In jeder der oou- 2-Ebenen durch die Gerade a2=  a3 =  . . . =  an =  0 
findet eine perspektive Kollineation mit dieser Geraden als Achse 
statt; Zentrum ist der Schnitt der Ebene mit a0 = a x =  0 (ver
allgemeinerte windschiefe Kollineation). !Toi ist wieder eine 
Transformation (13) usw. Das Produkt zweier verschiedener T0l 
ist eine allgemeine Transformation E.

Zu den F i x p u n k t e n  von T01 gehören zunächst die 
Punkte P 2, P z, . . .P n. Im Büschel der Hyperebenen durch diese 
Punkte findet eine Involution statt, bei der sich die durch P 0 und Px 
gehenden Hyperebenen vertauschen und die Hyperebenen durch 
die beiden restlichen Fixpunkte, nämlich (a01, y]«i0, 0,. .0) 
(y] =  d tl) festbleiben. Je zwei entsprechende Hyperebenen 
dieses Büschels sind kollinear aufeinander bezogen, es entsprechen 
sich dabei die Punkte P2, P 3, . . .  P n selbst, ebenso die Schnitt
punkte mit der Geraden [-Po^i]- Diese Kollineation' wird speziell, 
wenn irgendwelche der Werte Tj«0i«io> «I2, • • • «n» übereinstimmen. 
Ist a\it =  au2 =  =  dlmim, so bleibt das Teilsimplex [P^ Pi,,
. . .  P{ ] punktweise fest. Ist

___ 9 ___  2 ___  ___ 27]ß 01̂ 10 — ahH — ahh — —

so bleibt der Verbindungsraum des Punktes (a01, y]«i0, 0, . . .0) 
mit [Pit, Piv Pim] punktweise fest. Ist endlich

Tj ^01^10 = =  «22  = =  «33  = =  = : «,T,„

so ist T01 eine perspektive harmonische Kollineation (Zentrum 
(«01, — v]«io> 0, 0), Kollineationshyperebene durch die übrigen
Fixpunkte).
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D ie G r u p p e  $ .
Die Gesamtgruppe & der Kollineationen

G. . .p2a; =  äjka'k (14)

(i =  0, 1, n\ die k sind irgendeine Permutation der i)

des Bundes in sich enthält die Gruppen (£, 3 , &ik und noch andere 
als Untergruppen. Sie wird von n Scharen von oo1 perspektiven 
Kollineationen bzw. deren infinitesimalen Transformationen er
zeugt (Zentrum ist eine von den n -\-1 Ecken von II, Kollineations- 
hyperebene ist die gegenüberliegende Hyperebene von II), zu-

(da sich jede Permutation aus Transpositionen zusammensetzen 
läßt).

Gehen durch G die Indizes 0, 1, n über in i0, iu . . . in, so 
gehen die Hyperflächen

(£i0i,...in (ä, «) =  konst. 
über in ?. ...i- (ä, a) =  konst.

*o  li ln

Um zu brauchbaren Invarianten eines 7If2-Paares gegenüber ($ 
zu gelangen, wird man von solchen Invarianten gegenüber © aus
gehen, die bei Vertauschung der Indizes gerade n verschiedene 
Werte annehmen, da ein Punkt in als Schnitt von n Hyper- 
l'lächen bestimmt ist. Genauer: man wählt l0 =  — n, Zj =  l2 — . . .

=  l 1 und bildet die elementarsymmetrischen Funk
tionen der ?2+ l  Invarianten

sammen Transformationen Tik (i, k =  0, 1, n)

aia2. . . o.n a0ai..

ii, i , . . .1 j • • . @ 1 , 1 , . . . ! , — n,
nämlich

(15)

. . . .©, »  (a, a) =
« o « i .  . . «»V* ^  /  « Q « !. . . «,i—i Vi+1
a0cti...a.,J Z-i \ a0ai. • .a«-i

1 Vgl. Anmerkung S. 7.
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@«-)-i(ä, ä) hat immer den Wert 1. Ferner ist

%i (ä, s) =  ©H-i (a, ä), (i =  1 , 2, . . . n).

Ist umgekehrt bei gegebenem ä die andere M 2 des Paares 
nämlich s =  a, aus den gegebenen Werten ’

© < ( « , « )  =  c f (t =  1, 2, . . . w) (16)

zu berechnen, so normiert man ä0öti . . .  m„ =  7.07.! «„ und
erhält für die Werte (a ,/ä ,)'!+1 =  X» die Gleichung

Xn+1— X”+ c2 X” _ 1—  +  (— l )wc„X+(— 1),,+1 =  0
mit den Wurzeln X0, Xx. . .X« (in irgendeiner Reihenfolge). Dann ist

« t =  - J . ^ \ / X i  (17)

mit der Bedingung / 0+ / i +  • + / „  =  0 ( w - f l )  (wegen der Nor
mierung). Setzt man /0 =  0, so können je / i+l
Werte annehmen, j„ ist dann aus der Kongruenz zu berechnen. 
Jede Permutation der Xi liefert also (ra+1)"-1 ilf2 als Lösungen, 
die einen Teil eines Akkords darstellen. Bei geradem n verteilen 
sich diese Lösungen auf (n-\-1)"-2 zyklische Akkorde, denn hier 
ist die Exponentensumme eines zyklischen Akkords durch «+ 1  
teilbar. Bei ungeradem n verteilen sich diese Lösungen auf
2 (n-\-l)n~2 zyklische Akkorde (in jedem derselben gehört jede
zweite M* zu den Lösungen), denn hier ist erst jede zweite Ex
ponentensumme durch n-\-l teilbar. Sind alle Wurzeln Xi von
einander verschieden, so gibt es ( ; i + l ) !  Permutationen von 
ihnen, also im  g anzen  (ra+l)>!./i! Lösungen (oc0, . .. a„).

Dies ist natürlich zugleich die Anzahl der Punkte, in denen 
sich die Hyperflächen 16) oder

y  i_ p =  / « ♦ « , . . . * . ) < ( i  _  t 2 n )

/ - I  v a 0 M l . . . 0/.i— 1 ■' \  « 0 Ml - . . Mn '

(Ordnung i {n-\-1)) untereinander schneiden.
Jede dieser Hyperflächen gestattet jede der (ra+1)! Kol

linationen des Bundes in sich, die u. festläßt. Deren Koeffizienten 
erhält man aus

p2 ä 0 =  « i)i0äi0, [? M i  =  a 'ii, ä.in . . . [j2 Mn =  a l in Min.

Ferner gestattet jede dieser Hyperflächen die ( / i + l )"-1 Kol
lineationen p2a,-= sj+1a(-, für die /0+ / i + . . . + / «  0 (?i +  l) ist,
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wie man 15) entnimmt. Diese Kollineationen bilden ebenso 
wie die vorhergehenden eine Gruppe. Unterwirft man nun eine 
Lösung a den Kollineationen der einen Gruppe und die hervor- 
(rehenden M 2 den Kollineationen der anderen Gruppe, so erhält 
man aus einer Lösung alle (n-\-i)n.n\ Lösungen.

Für jedes i bilden die ©;(öc, a) =  Ci bei veränderlichem c; 
ein Büschel, dessen Hyperflächen kovariant mit ä verbunden sind. 
Jeder solchen Hyperfläche entspricht in £) eine Mannigfaltigkeit 
von oo”-1 M 2, die kovariant mit ä verbunden sind. Die Hyper- 
flächen (ä, a) =  c; und ($n-i  (ä, a) =  ct- gehen auseinander 
durch die quadratische Verwandtschaft a,-/ä; «— ► ä,-/a; hervor, 
sie haben daher duale Eigenschaften. Ist n gerade, so liegen 
also n/ 2 Paare von zueinander quadratisch verwandten Hyper
flächen vor. Ist n ungerade, dann liegen (n— 1)/2 solche Paare 
und eine weitere, zu sich selbst duale Hyperfläche vor.

Im Fal l  n =  2 erhält man in die Kurven 3. Ordnung

(8, a) =  Ci oder f § “- ) 'V  ( **) “+  ( a2 ) ’ =  c, ^ l “2 (16a)
\ a 0 / \ a i /  \ a 2 / a 0axa2

und die Kurven 6. Ordnung

@ ,(8,a ) =  cj oder ( — )" +  (— ) " +  ( — V =  ä-?®jä2 (16b)\ ao / V ax / \ a2! a0axcf.2
Die Kurven $ 2 =  c2 haben in den gemeinsamen dreifachen 
Punkten P 0, P ±, P2 gemeinsame Tangenten, z. B. in P 0 die Tan
genten mit der gemeinsamen Gleichung älai+äiai» =  0, also der 
harmonische und die beiden äquianharmonischen Strahlen zum 
Strahl von P 0 nach a. Diese Tangenten schneiden [P x P2] in 
drei von den neun Grundpunkten des Büschels der Kurven
©i =  Cj, die dortselbst Wendepunkte haben (syzygetisches
Büschel).

Die Kurven =  3 zerfallen in die geraden Polaren 

- ^  +  ^ +  ä?  » a0 s |a x Sg a2
der Bildpunkte des durch ä bestimmten zyklischen Akkords (näm
lich (ä0, s^äi, s|lä2), i =  0,1,  2), bez. der zerfallenen Kurve 3. Ord
nung n  =  a0aia2 =  0. Die Kurven ©2 =  3 zerfallen in die koni
schen Polaren
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d e r  B i ld p u n k te  d es  d u r c h  ä  b e s t im m t e n  z y k lis c h e n  A k k ord s  
b e z . [I.

D ie Gr u p p e  (5.
Sie b e s t e h t  au s  (S u n d  d e n  in v o lu to r is c h e n  T ra n s fo rm a tio n e n

E. . .p2?.,«' =  bh (i =  0, 1 , . . .  n). (17)

Das Produkt zweier verschiedener Transformationen (17) ist eine 
allgemeine Transformation E, dagegen ist E 2 die identische Trans
formation. In £) gibt es zu (17) die 2" paarweise vertauschbaren 
F ix -M 2

«o: « i : . . . : «»  =  db b00: d= blx: . . .: d= bnn. (18)

E  s t e l l t  in D die P o l a r i t ä t e n  an diesen Fix-M 2 
dar  (denn einem Punkt (&■) entspricht in der Polarität an ( ±  bn) 
die Hyperebene (co* =  dr &•/&«)> und wenn (&) auf (a,-) liegt, so 
umhüllen seine Polarhyperebenen, bez. (d-bu) wegen =  dri,-,o), 
die

M 2. . . ^  a!im =  ^  bji(ü‘i/y.i =  0, also ist p2«; =  b%/ai).

Die Polarität an den 2” F ix-M 2 führt jede M 2 des Bundes in 
genau eine M 2 über. Jede M 2 geht durch die Polarität an sich selbst 
und an den mit ihr vertauschbaren M 2 in sich über. Jeder 
zyklische Akkord geht durch E  in einen zyklischen Akkord über, 
insbesondere jeder durch eine Fix-M 2 bestimmte Akkord in sich 
selbst. Dabei wird die Reihenfolge der M 2 im Akkord umgekehrt. 
In ß̂ erfahren die Strahlen in jedem Punkt Pi bei E  eine involu- 
torische Verwandtschaft (n— 1). Ordnung (für n =  2 also eine In
volution). Auf den Doppelstrahlen derselben liegen je zwei Doppel
punkte. Jede andere Gerade in geht in eine Umlinie über und 
umgekehrt. Ist E  durch eine bestimmte M 2 ä und ihr Bild v. 
gegeben, so ist abu =  ä,:ä; und in geht die Gerade durch die 
Bildpunkte in die Umlinie durch die Bildpunkte über.

Durch E  geht @i » .  i (ä, 5) über in (S,-,1 (s, a). Inva-u 1 n ‘o
riant ist _

a) =  (3, 5) +  ® ,^ ..*M (*>*)• (19)

Durch n solcher Invarianten ist das M2-Paar öl, R  bis auf Trans
formationen E  bestimmt. _Die bei variablem a =  a in ent
stehenden Hyperflächen (ä, a) =  c (konstant) sind ko-
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variant mit s verbunden; jede von ihnen zerfällt in die zwei 
Hyperflächen

■ -hi (a> °0 =  |  (c ±  V7c2— 4).

D ie Gr up p e  $.

3  enthält 3  und die Transformationen

( i =  0, 1 , n— 1 )

(20)

Hyperflächen zweiten Grades mit einem gemeinsamen Polsimplex. 103

Z2k ist eine Kollineation Z 2k. Bei geradem n ist Z '1 1̂ eine Trans
formation E  und Z 2("^)  die identische Transformation. Bei 
ungeradem n ist Zn+1 eine von der identischen verschiedene 
Kollineation E.

Wenn n g erade  ist, hat Z in den Fixpunkt

a0’. 7 .x: 7.2 : . . . : v.n =  ( ^ 01^23 • • ‘ bnQ)2: (b^b^^. • • ̂ oi)2;
• (̂ 23̂ 45 • • • ̂ 12)2 • ■ • • ’ (̂ »0̂ 12 • • ■ bn—1, «)2-

In £) gibt es also eine einzige Fix-M 2. Wenn n u n g e r a d e  ist, 
existiert i. a. kein Fixpunkt von Z in Wenn aber

^01^23^45- ■ ‘ bn —l,n  ~  i  ^12^34^56- • • — 2,11—1 b n, 0 ( ^ 2 )

ist, ergibt sich eine Gerade von Fixpunkten in $  (eine lineare 
Schar von Fix-M 2 in 0 ), nämlich

H l  __  1̂2 __  ^3  _ __  b n - 1, n __  »̂0 ^ 3)

a0ax «17.2 a2a3 a»-ia» aMa0
Diese Gerade von Fixpunkten liegt auf den n— 1 (linear ab
hängigen) Hyperebenen

b'l <+i ai+2— bj+i, i+2 a» =  0 ( i =  0, 1, 2. . . n— 2), (23 a)

sie schneidet.also die beiden x/2 (n— l)-dimensionalen Teilsimplexe

a0 =  7.2 =  a4 =  . . . =  a»_i =  0 und 7X =  a3 =  a5 =  . . . =  a« - - 0
von II, im Fall n =  3 also zwei Gegenkanten des Tetraeders ü .

p7.,' = bi, i+- 
y-iJri

bn
r  ?■» =  irM)
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D ie G r u p p e  X 01. 
Sie wird durch die Transformationen

(24)

~ (i —2, 3, n)

erzeugt, !£01 umfaßt alle Transformationen E  und T01. 
Durch TIi geht a über in

(frioa.O) ^oiai, öoiöioa2, . . . .^öi^ioa»),
T012 ist also in $  eine projektiv verallgemeinerte inhaltstreue 
Affinität (die für n =  2 zwei Ellipsen mit gleichem Flächeninhalt, 
bzw. gleichem 1. oder 2. Scheitelkrümmungsradius in ebensolche 
überführt). _

Ist bh^zblo, so existiert in ß̂ kein Doppelpunkt zu Tou 
es werden in ß̂ die Hyperflächen

in sich übergehen. (Im Fall n — 2 geht das Büschel der Kegel
schnitte in ß̂, die p0 in Px und px in P 0 berühren, in sich über.)

Ist aber bh =  b'io, so ist T01 involutorisch und die Fixpunkte 
in ß̂ liegen auf

Ist hier n =  1, dann ist jeder Punkt in 5̂ Fixpunkt. Ist n =  2, 
so existiert ein Kegelschnitt bh.o.Qa.\— b'hui =  0 von Fixpunkten 
in ß̂, T01 ist in ß̂ das projektive Abbild der euklidischen Inversion 
(an einem Kreis). In £) hat jedes Kegelschnittbüschel des Bundes 
mit der Reihe von Fixkegelschnitten zwei Kegelschnitte gemein, 
es geht in die lineare Schar über, die diese beiden Kegelschnitte 
enthält, und umgekehrt. Ist n > 2, so liegen die Fixpunkte in $  
auf den 2n~2 Kegelschnitten, die durch die 2'i-2 Ebenen

(a0ai)n+1 =  (aaa3- • »)2 (c konstant) (25)
projektiv vertauscht, wobei die Hyperflächen (25) mit

C =  - 1  ( & o i M n _ 1 :(&22. • - M *

rJ.0 rJ.\ _  a 2 _  a§
H i  H z  H s

(26)
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-I- -5®- =  =  -f- —
2̂2 3̂3

aus jedem der n— 1 Hyperkegel 2. Ordnung

a'f /• o o \, =  (i =  2, 3, n)
D i) l  O h

geschnitten werden. (Im Fall n =  3 also zwei Kegelschnitte von 
Fixpunkten in 9ß.)

D ie G e s a m t g r u p p e  ©.
Jede Invariante eines i¥2-Paares ä, s gegenüber © muß 

eine symmetrische Funktion der (ä, s) sein. Als niedrigste
/ n -(-1 \Invarianten erhält man die ( 2 J symmetrischen Funktionen

(ä, 5), ©2 (ä, ä ),. . . © £„+ij (ä, s) (27)

der Invarianten

-^ ,= .-2  (28)/Yr  ̂ k / _ 3t C/.k | OCfc OC/c / ' 7 A I  * 7 \®o. 0,...0, i ,o, . ..0, —1,0...0 (a,  a) =  — _ —  ( i ,  /c =  U, 1, .  . . n\ i > k ) .
aiOLiCHkOLk

Zur Festlegung eines v¥2-Paares s, ä bis_auf Transformationen G 
genügen schon n von den Invarianten ©x (ä, s).

Bei variablem ä =  a und festem ä ergeben sich in die
Hyperflächen

©,. (5, a) =  c ,.(=  const., Ä =  1, 2 , . . .  ( " + 1))  , (29)

die kovariant mit s verbunden sind. Sie gehen bei jeder s fest
lassenden Transformation G in sich über, nämlich bei den (tt-j-1)! 
Kollineationen, deren Koeffizienten sich aus

p2ä0 = aö«0a/#, p2ä 1 = p2ä„ = a'ninäin
ergeben, und bei den ( n+1) !  Korrelationen, deren Koeffizienten 
aus

p2ä0äi0 = bh0, = but, p8a,,a,-n =
berechnet werden (t0, ix, in ist jedesmal eine Permutation von
0, 1, n). In £) entsprechen jeder solchen Transformation 2"
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Transformationen. Die 2" ^ . ( r c + l ) ! Transformationen in £) 
die eine M 2 a festlassen, führen eine andere M 2 «  in 2 ( ^̂  [ 
verschiedene M 2 über. Allgemeiner: die 2" . ( «  +  1)1 Kollineationen 
und die 2>l.(n-\-i)\ Korrelationen in £>, die eine M 2 a in eine 
M 2 a. überführen, führen eine mit a kovariant verbundene M2 
in 2(n-\-i)\ verschiedene M 2 über.

Im  Fal l  n =  2 ist

©1 (a,ä) =  Of', —i, o+(§(), 1, _1 +  (£_1,0,1 =
ä0a0(ä|ä|-|~Ul «j) +  äi ä! (ä2ä ) + ä 1 äj) ~ra2ä2 (öti)ä, +  äiäi}) 

ä0äiä2ä0 äj.a2
©3 (a, ä) - ©i, _i,o®o, 1, —1®—1,0,1 =  (2/ a)

(äöäi+äiäö) (ä is l+ ä iä i) (äläö+äöäs)
_ 9  _9  _9 _ 9  —9 =  'aöai a2aöaia2

und man findet leicht, daß

® ! (ä, 5) =  y  (® i— ® 3— 4) (27 f>)

ist. In $  bilden bei festem ä und veränderlichem a die Linien 

©i(ä,  a) =  c1 (konstant) (29a)

ein Büschel von Kurven 3. Ordnung. Drei Grundpunkte des 
Büschels fallen in die Schnittpunkte der geraden Polaren von s 
bez. der zerfallenen Kurve 3. Ordnung n = - q 0aia2 =  0 mit den 
Seiten von II, in den übrigen drei Grundpunkten Pi haben die 
Kurven gemeinsame Tangenten, die nach je einem der drei ersten 
Grundpunkte gerichtet sind. Weiters bilden die Kurven 6. Ordnung

© 3(a, a) =  c3 (konstant) (29fr)

ein Büschel, dessen Kurven in Pi Inflexionsknoten mit festen 
Tangenten haben; deren gemeinsame Gleichung z. B. in P 0 lautet 
äiaiH-älai =  0. Jede der sechs Tangenten in den drei In
flexionsknoten berührt die Kurve noch einmal, u. zw. in ihrem
Schnitt mit der Gegenseite von II.

Ist nun ein Kegelschnittpaar a, a (d. h. in ein Punkte
paar a, a) z. B. durch die Invarianten (a, a) =  q  und 
@3 (a, a) =  c3 gegeben, so kann man, da @ transitiv ist, etwa ä

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Hyperflächen zweiten Grades mit einem gemeinsamen Polsimplex. 107

fest wählen, a ist dann bis auf jene zwölf Transformationen G 
bestimmt, die ä festlassen. Es sind dann @i,_i, 0(a, a), @u,i,-i (ä, o) 
und @-i,(M (ä, a) die Wurzeln der Gleichung

X3— cxX2 +   ̂ (ci— c3— 4) X— c3 =  0. (30)

Sind diese Wurzeln X1? X2, X3 (in beliebiger Reihenfolge), so löst 
man das Gleichungssystem

@i, -i,o  (ä, a) =  Xi, @o, i,—l (ä,a) =  X2, @-i,o, l (ä, a) =  X3, (31)
d. h. man hat in $  zwei Geradenpaare zu schneiden (Träger P2, P 0) ; 
das dritte Geradenpaar (Träger PJ geht dann von selbst durch 
die erhaltenen vier Punkte in *|3. Als Lösung ergeben sich also 
zunächst vier paarweise vertauschbare Kegelschnitte, deren Bild
punkte auf (29b) liegen (denn diese Kurve enthält mit jedem 
Kegelschnitt auch die mit ihm vertauschbaren). Aus den vier 
Punkten hat man dann einen der beiden Punkte a herauszusuchen, 
die auch auf (29 a) liegen. Aus a erhält man die übrigen elf 
Lösungen, d. h. die übrigen elf Schnittpunkte der Kurven (29a) 
und (29b) durch Ausübung jener Transformationen G, die u. 
festlassen.

Während also die Invarianten ©>. (ä, a) nur eine Anzahl 
von Akkorden bis_auf Transformationen G festlegen, bestimmen 
die Invarianten ($x (ä, a) genau ein Af2-Paar bis auf Transfor
mationen G.

N i c h t e u k l i d i s c h e  Deutung .
Schließlich sei bemerkt, daß das Vorstehende der nicht

euklidischen Geometrie zugerechnet werden kann, wenn man in £) 
eine M 2 ä als absolute Hyperfläche einer nichteuklidischen Metrik 
nimmt (in ist also ein Punkt s ausgezeichnet). Dann haben 
alle M 2 des Bundes das nichteuklidische Hauptpolsimplex 9.. 
Die Invarianten eines Paares a, a gegenüber den Gruppen (£, © 
usw. sind nun nichteuklidische Invarianten von a, und zwar stehen 
die Invarianten gegenüber (5, aus denen sich die Invarianten 
gegenüber den anderen hier besprochenen Gruppen aufbauen, in 
einfacher Beziehung zu den nichteuklidischen Halbachsen von a 
(und deren dualen Gegenstücken): a  schneidet die Kante [OiOk] 
von ü in den Punkten Anc und A'ik (Xi — ±  \ /— xi< =  
alle anderen Xi =  0). Dann ist nach der Abstandsformel

Ch =  . (plp2) oder Tanh* K f  =  1 -
2c v  (p V 'M p V 2) 2c (p V 2)“
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1 0 8 F. Hohenberg, Hyperflächen zweiten Grades usw.

der nichteuklidischen Geometrie ^wobei (xx ) z x\!a .i =  0 ist) 

die Halbachse kk =  OiAik von «  bestimmt durch

rp | o îk d'i OCfc rCt i k /_ \
l a n h 2 k -  =  —  —  =  l S o , o , . . . o , i ,o , . . . o , - i , o . . . o ( a ,  a )

2 c a i y.k

und alle anderen Invarianten (ä, a) sowie ©z0...?(| (ä, a)
usw. sind Potenzprodukte dieser niedrigsten Invarianten. Z. B. 
ergeben sich die mit ä zu einem zyklischen Akkord verbundenen a 
durch die nichteuklidisch metrische Forderung, daß alle lik gleich 
seien. (Das folgt schon daraus, daß die M 2 dieses Akkords durch 
jene Transformationen J1* untereinander vertauscht werden, 
die a festlassen.)
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