Sitzungsber. Abrt. 11 (1998) 207: 183198 Sitzun gs berichte

Mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse Abt. Il
Mathematische, Physikalische und Technische Wissenschaften

© Osterreichische Akademie der Wissenschaften 1999
Printed in Austria

Zur Konstruktion der Apollonischen
Beriihrkreise im Isotropen

Von

J. Tolke

(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 15. Oktober 1998
durch das k. M. Hellmuth Stachel)

Einleitung

In der isotropen Ebene I, betrachten wir die von drei verschiedenen
parabolischen Kreisen, von denen sich keine zwei hyperoskulieren,
gebildete Menge M. Vermoge der Potenzgeraden der Kreistripel ergibt
sich eine Klasseneinteilung von M. Diese ist invariant beziiglich det I,
zugrundeliegenden Bewegungsgruppe B3.

Das Apollonische Berthtproblem fiir die Kreistripelklassen mit
parallelen Potenzgeraden wurde fir isotrope bzw. nicht isotrope
Richtung in [5] bzw. im wesentlichen in [6] behandelt. Zu den dort unter-
suchten Kreistripeln kommen noch jene hinzu, fir welche (a) die
Tripelkreise paarweise inkongruent sind und sich genau zwei Tripel-
kreise beriihren, und (b) die Kreistripel mit gemeinsamer Potenzgeraden.
Im Falle (a) hyperoskuliert der Berithrkreis einen Tripelkreis. Fir die
Kreistripel (b) sind die Losungen bzw. Nichtlésungen des Apollonischen
Beriihrproblems evident.

Somit steht eine konstruktive Behandlung jener Kreistripelklasse
M € M aus, deren Tripelkreise ein eindeutig bestimmtes Potengzentrum P € I,
besitzen. Wir geben zunichst eine explizite Darstellung fir die Radien
moglicher Berithrkreise an. Uber sie gewinnen wir ein geometrisches
Entscheidungsmerkmal far die Existenz von hyperoskulierenden und
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nicht hyperoskulierenden Berithrkreisen. Letztere heilen bekanntlich
die Apollonischen Beriibrkreise des Kreistripels.

Die hiermit gleichzeitig gewonne Konstruktion der Bertihrkreise ist
dual zu einer von J. Lang [1, S.10] angedeuteten Konstruktionsméglich-
keit und basiert auf dem Potenggentrum und der dazu metrisch dualen Ajn-
lichkeitsachse des I reistripels.

1. Die analytische Darstellung der Beriihrkreise

1. Fir die Kreise K;,K;, K, der Kreistripel der Klasse M gilt
(/=i k)
y=Rux*+ax+B mit R;#0 und

(R,'—Rj)(R,-—R/g)(Rj—Rk)#O bzw. R,‘ZRJ',R,@#R,-,

a;#a;, und I#0. (1.1)
Hierbei haben wir abkirzend gesetzt

I:=a;(R; = R) + a;j(Rg — R;) + ae(R; — R)),
II:= B;R/(R;, — Re) + BR;(Re — R,) + BeRe(R; — R)),

II:= B,(R, — Rk) + Bj(Re — R;) + Be(R: — R)),
IV:= 41T+ o} (R, — Re) + af(Re — R)) + (R, — R)).

(1.2)

Die Potenzgachsen p,,, det Tripelkreise K, K,
(R”/ - Rn)_y + (a///Rﬂ - O(,,R,,,)X + :B/J/Rn - IBIIR/II =0 (13)

schneiden sich im Potenggentrum P = (xp, yp) mit

Ixp=—III, Iyp=P(a;Re—arR;)+Bj(asR;— a;Ry)
+ﬂk(aiRj_ajRi)~ (14)

Auf Grund der in der isotropen Ebene I, herrschenden metrischen Dua-
litat ist die Punktpoteny p(P, K) eines Punktes P € I beziiglich eines para-
bolischen Kreises K dual zum Begtiff der Geradenpotens P(a, K) einer nicht
isotropen Punktreihe a beztglich K als Klassenkurve. Der Potenzgeraden
D zweier Kreise K, K, entspricht dual das Abnlichkeitszentrum A .
Sind K, und K, inkongruent, so gilt fiir 4, = (@ s b ) Mt

1 Q, —Q, b . 1 a,,, + ﬂ///R/// - /BIJRM
2 Rm - Ru, " 4Rw - ll R»/ - Rn

. (1.5)

Apyy = —
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Sind K,, und K,, von (1.1) kongruent, so ist das Ahnlichkeitszentrum der
Fernpunkt {0 1 %(a,,, +a,) — 2R, (B, — B/, — a,)} der gemei-
nsamen Tangente.

Nach Voraussetzung ist jedem Kreistripel der Klasse M sowohl genau
ein Punkt P €I, das Potenggentrum, mit p(P,K;) = p(P,Kj) =
p(P,Kg) als auch genau eine nicht isotrope Punktreihe a, die
Abnlichkeitsachse, mit P(a,K;) = P(a,K;) = P(a,K;) zugeordnet. Fiir
die Ahnlichkeitsachse a det Tripels (1.1) gilt

alx,9) =y - Ax—B=0 mit 21 A:=1IV
und
41B: = (a; — o)) (o — ag)(a; — ap) — H{BiR(a; — ay)
+ B,R(0p — ;) + BeRe(a; — o))}

(1.6)

2. Unter einem Gleichwinkelkreis K

y=Rx*+ax+p (1.7)

der Kreise (1.1) verstehen wir einen Kreis, der alle Tripelkreise unter
gleichem Winkel schneidet. Zu diesen Gleichwinkelkreisen gehtren
auch die zu bestimmenden Beriihrkreise von (1.1). Nach [2, S. 42] muf3
also mit

P (K, K))= (e —ay)* = 4(R = R))(B - B)) (1.8)

©*(K,K;) = *(K,K;) = p*(K,K,) gelten. Fassen wir hierin R als
Parameter auf, so folgt

o= A —2Rp,f = B—§{(a,—— ) (B, — Be)
- (Olj - ak)(,@/ - ﬁle)}~

Wir wollen den rechten Summanden im Ausdruck 8 umformen. Be-
zeichnet

(1.9)

xp,xp = —xp+2xp (1.10)

die gemeinsamen Abszissen der Berithrpunkte derTangenten an K, durch
P, so gilt nach der Potenzgformel [2, S. 38f]

1
p(P,K)) — x% = (xp—xp)’ — x5 = R—/(—JP +apxp + B)),
[ =i jk (1.11)
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und man verifiziert

L (—yp+axp+ ;) = %{(a/ —ag)(B; — Be)

Ry
— (a; — ag)(Bi — Be)}- (1.12)
Damit folgt als Darstellung der Gleichwinkelkreise
y— Ax —B—R(x —xp)(x —x3) =0. (1.7)

Alle Gleichwinkelkreise gehen also durch die auf der Ahnlichkeitsachse
von den isotropen Geraden' x = xp und x = xp ausgeschnittenen
Punkte.

Fir die Radien R der Beriibrkreise des Tripels (1.1) gilt nach (1.8) und

(1.9)
[4 —2Rxp — a;)* — 4(R — R,)[B— Rp(xp — 2xp) — B/] = 0,
I =i, j k. (1.12)
Um zu sehen und zum Ausdruck zu bringen, dal3 (1.12) gegeniiber der
isotropen Bewegungsgruppe B3 invariant ist, verwenden wir den zsotropen

Abstand A(P, 4) [4, S.504] des Potenzzentrums P von der Ahnlichkeitsachse

a

d(P,a):=a(xp, yp). (1.13)
Hiermit schreibt sich (1.11) in der Form
d(P,a) = Ryxpxy — xp(A4 —ay) + B, — B. (1.14)

Mit der Geradenpotens P(a,K;) = P(a,K;) = P(a, K¢) der Ahnlichkeits-
achse a [2, S. 49]

P(4,K)):= (A —a)*+4R,(B—B), [=ij,k (1.15)
folgt dann fiir die Radien R der Beriihrkreise desTripels (1.1) die gesuchte

invariante Darstellung

4p(P,K;) R*+4d(P,a) R+P(s,K,;)=0. (1.16)

Satz1. Firdie Radien R der Berithrkreise eines Kreistripels (1.1) gilt die
quadratische Gleichung (1.16). Darin bedeutet p(P, K) bzw:.P(a, K,) die
Punkt-bzw. Geradenpotenz des Potenzzentrumd P bzw. der Ahnlichkeits-
achse a beziiglich der Tripelkreise K; und d(P, 4) den isotropen Abstand

'Diese beiden isotropen Geraden sind also das Analogon des (euklidischen)
Hauptkreises [3, S. 258(].
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des Punktes P von der Geraden a. Die R-Losungen von (1.16) bestimmen
die Berithrkreise gemal3

y—Ax—B—R{(x—xp)* —p(P,K,)} =0, (1.7")

worin y — Ax — B = 0 die Darstellung der Ahnlichkeitsachse  ist.

Diese explizite Darstellung fiir den Radius R der Beriihrkreise erginzt
zum einen die Untersuchungen von J. Lang {1, Satz 8] und H. Sachs [2,
Satz 4.6] — sie geben nur Aussagen tiber die Lésungsanzahl von R—und
ermoglicht zum anderen detaillierte Aussagen iiber die Abhingigkeit der
Beriihrkreise von der gegenseitigen Lage der Tripelkreise. Dies gilt auch
unter Einschluf3 des einen Tripelkreis hyperoskulierenden Berithrkreises.
Um MifB3verstindnisse zu vermeiden, geben wir die

Definition. Unter einem Apollonischen Beriihrkreis eines Kreistripels von
parabolischen Kreisen versteht man einen von denTripelkreisen verschie-

Abb. 1. Beispiel eines Kreistripels mit genau einem Beriihrkreis; dieser ist ein hyper-
oskulierender Apollonischer Berithrkreis
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denen Kreis, der alle Tripelkreise beriihrt, aber keinen hyperoskuliert.
Lassen wir Hyperoskulation zu, so sprechen wir von einem Ayperoskulier-
enden Apollonischen Beriihrkreis.

2. Eigenschaften der Beriihrkreise und Existenzaussagen

1. Ein Berthtkreis des Tripels (1.1) ist also entweder ein Apollonischer
oder ein hyperoskulierender Apollonischer Beriihrkreis. Untersuchen
wir zundchst, was diese Unterscheidung fiir das Kreistripel (1.1) bedeutet.

Die Koeffizienten von (1.16) sind nicht unabhingig voneinander!
Bezeichnet P; = (x;, y,) den Pol der Ahnlichkeitsachse am Tripelkreis
K/, also

A =2R;x;+ ay, ]/:a/X/+2,8/—B, (2.1)
so gilt nach (1.14) und (1.15)
4p(P,K,)R? 4 4d(P,2)R, + P(a,K,) = 4R%4*(P,P;), (1.15')

wobei d(S, T) den isotropen Abstand der Punkte S, T bezeichnet. Also
gilt: Existiert ein Beriihrkreis des Tripels (1.1), so ist er genau fiir P, pat-
allel zu P(P,|| P) ein hyperoskulierender Beriihtkreis. Zur Gewinnung
schirferer Ausagen benétigen wir

Lemma 1. Die Abnlichkeitsachse eines Kreistripels (11) ist genan dann die Polare des
Potenzzentrums am Tripelkreis K ;, wenn K ; die beiden anderen Tripelkreise beriibrt.

Bewess: Bezeichne (#, 4, w) eine gerade Permutation von (4 4 £). Dann gilt
nach (1.2)

IV — 411 — 2a,] = (o, — @,)*(R,, — R,) + (o, — @,) (R, — R,)

(2.2)
und
II+R,II=—(8,—p6,)(R,—R,)(R,— R,).
Also folgt
4IR (x, — xp) = p*(K,,K,)(R, — R,) —¢*(K,, K,)(R, — R,)
(2.3)
und
41()'1’ —Ju — a,,(xp - xu)) = (PZ(K/H K,,,)(a,, - Oz,,)
— 0*(K,,K)(a, — a,), (2.4)

woraus sich mit I # 0 die Behauptung ergibt. |
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Bemerkung 1. In (1.16) kénnen wegen I # 0 nicht alle Koeffizienten
gleichzeitig verschwinden. Also gibt es im Falle p(P, K,)= d(P,4) =0
keinen Berlihrkreis. Geometrisch bedeutet dies, daB3 die Tripelkreise
einem parabolischen Kreisbiindel angehoren und sich genau zwei Tri-
pelkreise beriihren.

Satz 2. Beriihrt ein Kreis eines Tripels (1, 1) die beiden anderen Tripel-
kreise, so hat das Tripel keinen Beriihrkreis.

In der Menge der Kreistripel (1.1), fiir die nicht p(P,K,) =
d(P,2) = 0 gilt, sind die hyperoskulierenden Apollonischen Beriiht-
kreise somit durch

P||P, und P # P, (2.5)
charakterisiert. Da fiir das Kreistripel (1.1) mit R; = R nach (2.3)
P4t PP, (2:6)

gilt, kann fiir dieses Tripel die Bedingung (2.5) hochstens fir / = £ gel-
ten. Fiir den anderen Tripeltyp von (1.1) kann (2.5) wegen I # 0 héchstens
fiir zwei m,n € {i, j, &} eintreten.

Wir formulieren den

Existenzsatz. Bezeichne M, die Menge der Kreistripel (1.1), fur welche
p(P, K) und d(P, 2) nicht gleichzeitig verschwinden. Dann existieren fiir

Abb. 2. Beispiel eines Kreistripels mit einem Apollonischen und einem hyperoskulie-
renden Apollonischen Beriihrkreis
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jedesTripel von Mo mit P} P;, P, P4, genau so viele verschiedene Apol-
lonische Beriihrkreise wie es verschiedene Losungen R von (1.16) gibt.

Da R nach (1.7”) den Beriihrkreis eindeutig bestimmt, folgt

Satz 3. Hat ein Kreistripel (1.1) zwei verschiedene Beriihrkreise K, K, so
sind diese inkongruent und kénnen sich nicht bertihren.

Denn sind R, R die Radien von K, K, so gilt
©%(K,K) = 4(R — R)*p(P, k). (2.7)

Satz 4. hat ein Kreistripel (1.1) zwei verschiedene parabolische Beriihrk-
reise K, K, so ist das Potenzzentrum P bzw. die Ahnlichkeitsachse a des
Tripels ihr Ahnlichkeitszentrum bzw. ihre Potenzachse.

Beweis: Bezeichnet R, R die beziiglichen Radien von K, K, so gilt nach
(116): p(P, K;)(R + R) + d(P,a) = 0.Wegen RR # 0 ist das Ahnlich-

keitszentrum der Kreise K, K definiert und wegen (1.9) und (1.11) nach
(1.5) gleich dem Potenzzentrum P. Die zweite Behauptung folgt unmit-
telbar aus (1.3). [ |

2. Bei der Diskussion von (1.16) kommt es auf das Verhalten der Diskri-
minante

A:=d?*(P,a) — p(P,K,)P(a,K,) (2.8)
an. Setzen wir in (2.8, Rechts) die beztiglichen Bedeutungen ein, so folgt
A= [d(P,LZ) - ZR/(XB — Xp)(X/ - XB)][d(P,tZ>

+2R/(XB —Xp)(X/ —XE)]. (28/)
Lemma 2. Iy de'/Jﬂ/zk/wéez'z‘:zem‘mm der Kreise K ,,, K, eines Kreistripels (11) zu

einems der Tangentenberithipunkte vom Potenzzentrum an die Tripelkreise K ,,, K, paral-
lel, o berithren sich K ,, und K .

Beweis: Damit die Voraussetzung etfiillbar ist, mufl im Fall R; = R ; des
Tripels (1.1) 0.B.d.A. 2 = £ sein. Nach (1.14) gilt

ﬂ/}/ - /611 + (R/// - RII)XBXE + (O.’,,, - Cl{,,)Xp =0. (29)
Gilt dann mit (1.5) xp = a,,, bzw. x} = 4,,,, so folgt
1 @Z(Kﬂn K)I)

0=06,—-0,— »w— Ry 2 =- .
6 ﬁ (R )a/”/] 4 R”I _ R”
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Abb. 3. Beispiel eines Kreistripels mit genau einem parabolischen Apollonischen
Beriihrkreis (A = 0)

Satz 5. Ein Kreistripel (1.1) mit p(P, K;) # 0 und A = 0 hat keinen
hyperoskulierenden Apollonischen Beriihrkreis.

Beweis: Antithese: R = R, sei der Radius eines hyperoskulierenden Be-
rithrkreises. Wegen A = 0 gilt also, wenn wir 0.B.d. A. wegen (2.6) / =
annehmen, d(P,a) + 2R ¢ (xp — xP) = (. Beriicksichtigen wir dles in
(2.8) fiir / = 4, j, so folgt

xp=ap oder xj=ap und xp=a; oder xj=a.

Wegen I # 0 gilt also 0.B.d.A. xp = @ und x5 = a,. Nach Lemma 2
beriihrt K, die Kreise K; und K. Dies steht im Widerspruch zu Satz 2.
[ |

3. Konstruktionslemmata

Lemma 3. Besitzt ein Kieistripel (11) einen parabolischen Beriibrkreis K, der gum
Tripelkereis K ; infeongruent ist, so sind die Punkte P, P ; und der Beriihrpunkt B, von
K und K ; kollinear:

Beweis: Nach Voraussetzung gilt fiir den Radius R von K: R(R—
R,) # 0. Mit (1.7") und (2.1) folgt fiir B, = (as,by)
X)— Xp

ﬂ/—X/=Rm, b/:R/a%—l‘Oé/ﬂ/-F,B/. (31)
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Ist B/||P/, so ist B, mit P,, P kollinear. Fiir B, {} P, berechnen wir

b/ — i P(a,K/)

2L = A+ R)a)— x)) + " 3.2

a) — X /( ! /) 4R/(ﬂ/—X/) ( )
und

o=y, 4P Pl K)

xXp— Xy Xp— Xy 2R/(Xp—X/)

Also sind P, P;, B, genau dann kollineat, wenn die zu (1.16) mit (1.15)
folgende dquivalente Relation

(R = R)[(R +R,)p(P,K,) +d(P,a)] + R3(x; — xp)> =0 (3.3)
gilt. [ ]

Bemerkung 2. Damit sind die Berithrpunkte eines Kreistripels (1.1) mit
p(P,K;) =0, also auch der zugehérige Berithrkreis K konstruierbar.
Wegen xp = x5 = xp beriihrt K die Ahnlichkeitsachse des Kreistripels
(s. Abb. 1).

Lemma 4. Fiir ein Kreistripel mit (11) sei p(P, K 1) # 0. Ist dann der Pol P,
der Abnlichkeitsachse am Tripelkreis K ,, nicht zum Potenzzentrum P parallel, so ist die
Gerade PP ,, genan fiir A = 0Tangente des Kreises K .

Abb. 4. Beispiel eines Kreistripels mit p(P,K;) =0 und einem Apollonischen
Beriihrkreis
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Beweis: NachVoraussetzung existiert die nicht isotrope Gerade PP ,,. Aus
(114" folgt

»m d(P ) — 2R m - m
InTIP _op vt (P,a) (x5 = xp)(x, — xp)
Xm — XPp Xy —Xp

und dquivalent

w d(P ) 2R m - m B
J —JP b ZR”,XE + ay + ( d) ki (XB 'XP)(X XB)

Xy — XP Xy — Xp

Mit den Berithrpunkten T,, = (x3p, y’) bzw. T} = (x}, /) der Tan-
genten von P an K, gilt

ro_ ¥t __
.)’/II .)’P — ZR,”XB + a/” bZW. ]l}/ .),P

*
= 2RIIIXB + alll)
XB — Xp XB — Xp

sodaf die Behauptung aus (2.8) folgt.

Satz 6. Fiir ein Kreistripel mit (1.1) und p(P, K;) # 0 beriihren sich
dann und nur dann genau zwei Tripelkreise, wenn A =0 und fiir
/=i j,k PP, gilt.

Beweis: (2) Es gelte A = 0 und P 4} P,. Dann kénnen in (2.8") fiir kein /
beide Faktoren gleichzeitig verschwinden. Also folgt fiir ywei / € {7, j, &}
entweder

d(P,a) — 2R (g — xp){x/ — xp) =0 oder
d(P,a) + 2R /(55 — xp)(x, — x%) = 0. (3.4)

Also folgt fiir m,n € {7, j, k} entweder
a,—a,+2(R,—R,)xp=0 oder
a,—a,+2(R,—R,)x5=0.

Wegen I # 0 gilt dies fiir genau zwei m, 7 € {7, j, k}, m # n.Wir haben

XB = a,, odet x} = a,,, also nach Lemma 2 04K, K,) = 0. Lemma
1liefert die Behauptung,

(bl) O.B.d.A. gelte *(K,,, K,) = 0. Mit den Berithrpunkten T, T} (s.
Lemma 4) gilt wegen p(P,K;) # 0 entweder 4, =T, =T, oder
Ay = T* = T,,

_ 2
by = Ay, +B= Rua o + a,a,, + ,B "
Setzen wir in die Potenzformel x g = @, bzw. xj = a,,, ein, so folgt

2
R//(a,,,,, - Zﬂmﬂxl’) = -Jpr +a,xp+ /6//
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und wir berechnen
—d(P,tl) = —Jp +AXP +B= [A -, — ZR;/‘Z»/U](XP - ﬂ//m)~
Also gilt (34),dh. A = 0.

(b2) Da sich genau die Kreise K,,K, berithren, gilt wegen
p(P,K;) #0: P, 4 P4} P,. Sei K, der verbliebene Kreis des Tripels
K;,K,, K,. Beriicksichtigen wir in

4R () — xp) = 92 (K, K, ) (R, — R,) — *(K;, K,)(R; — R,,),
daf} SOZ(K’”’ KN) - 07 SO fOlth Z(Rm - R;I)(X/ - XP) =1L
|

Bemerkung 3. Damitist im Falle p(P, K;) # 0, A = 0 der (nach Satz 5)
Apollonische Beriihrkreis K des Tripels (1.1) konstruierbar. Beriihren sich
K,,, K,, so beriithrt die Gerade PP, den verbliebenen Tripelkreis K, im
Beriihrpunkt B, mit K. Nach §1 liegt B, auf der Ahnlichkeitsachse
(s. Abb. 3).

Lemma 5. Seifiirein Kreistripel (11) K ein parabolischer, zu denTripelkreisen K, und
K, inkongruenter Beriibrkreis. Sind dann seine Berz’ib;])@/éte B,,B, mtK,,K,
verschieden, so gebt die Verbindungsgerade B, B, durch das Abnlichkeitszentrum A ,,,,.

Denn dasTripel K, K,,, K, gehort zur Klasse M.

Bemetkung 4. Damit lassen sich die Beriihrkreise fiir jene Kreistripel
(1.1) mit A # 0, bei denen fiir genau einm: P||P, und P # P, gilt, kon-
struieren. Nach Satz 6 (Beweisteil(bl)) sind die Tripelkreise K, paarweise
nicht berithrend und etfiillen nach (2.3) die Sehnittwinkelrelation (0.B.d.A.
sei m = k)

¢*(Kay Kj)(Re — R;) — p*(Kg, K;)(Re — R;) = 0. (3.5)

Ist P(a,K,;) = 0, so ist die Ahnlichkeitsachse der Apollonische Beriithr-
kreis. Der hyperoskulierende Apollonische Beriihrkreis geht nach (1.15”),
(116) und (1.7") durch das Potenzzentrum. Die Konstruktion seiner ihn
bestimmenden Berihrpunkte erfolgt nach Lemma 3.

Fur P(a, K/) # 0 ergeben sich die Beriithrpunkte B; von K; mit dem
Apollonischen Bertihrkreis K fiir / = £ nach Lemma 3 und fir / =7, 5
nach Lemma 3 #7d Lemma 5. Die Berithrpunkte B;, B; des hyperoskulier-
enden Apollonischen Beriihrkreises K mit K;, K; sind jedesmal die “Rest-
schnittpunkte” von PP;, PP; mit K;, K; (s. Abb. 2).
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K3

Abb. 5. Beispiel eines Kreistripels mit der Ahnlichkeitsachse als Apollonischem
Beriihrkreis und einem hyperoskulierenden Apollonischen Beriihrkreis

Abb. 6. Beispiel eines Kreistripels mit P(a, K;) = 0 und einem Apollonischen para-
bolischen Beriihrkreise

Bemetkung 5. Gilt P(#,K;) = 0 und P} P, fiir alle/, so gibt es neben
der Ahnlichkeitsachse auch einen parabolischen Beriihrkreis K. Fiir sei-
nen Radius R gilt: p(P, K,)R 4+ d(P,a) = 0. Nach (1.7") gebt K durch das
Potenzgzentrum P. Damit sind seine Beriihrpunkte mit den Tripelkreisen
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nach Lemma 3 konstruierbar. Nach (1.7") ist die Tangente an K in P par.
allel zur Ahnlichkeitsachse (s. Abb. 6).

4. Die Konstruktion der Beriihrkreise im allgemeinen Fall

1. Nach den voranstehenden Bemerkungen verbleiben nur noch Kreis-
tripel (1.1) mit

p(P, K/)P(a, K;) A # 0. (4.1)
Die quadratische R-Gleichung (1.16) hat nach (4.1) stets verschiedene

nicht verschwindende Losungen. Nach Bemerkung 4 sind somit nur
noch die Konstruktionen der Beriihrkreise in den Fillen

@ P,||P||P, mit P, # P # P, fiir genau zwei verschiedene Tripel-
kreise K,,, K,,,

(b) P} P fiir alle Tripelkreise K

zu behandeln.
Der Fall (a) kann nach (2.6) fir die Tripel (1.1) mit R; = R nicht
eintreten. Fiir die tibrigen Tripel (1.1) bedeutet (2), daf die Kreistripel zwei

Abb.7. Beispiel eines Kreistripels mit (4.1) und zwei parabolischen hyperoskulierenden
Apollonischen Berithrkreisen
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Schnittwinkelrelationen analog zu (3.5) erfillen miissen. Das Kreistripel hat
dann zwei parabolische hyperoskulierende Apollonische Beriihrkreise
K, K.Lemma 3 und Lemma 5 liefern die Konstruktion der Berithrpunkte
mit K;, Ky bzw. K;, Kg(m = i,n =/).

2. Im Falle (4.1) mit (b) berithren sich nach Satz 6 keine zwei Tripelkreise.
Nach dem Existenzsatz gibt es zwei parabolische inkongruente Apollo-
nische Berithrkreise K, K, die per definitionem zu allen Tripelkreisen
jeweils inkongruent sind.

Zur Durchfithrung der Konstruktion von K, K bemerken wir vorab,
daB die mit (1.5) definierte Abbildung

R,‘ Ri .
xj=ay-+§(x,<—ay), yjzby%-f()/;—by) fur R; # R;
-/ -/
(4.2)
bzw.
2 2
o —a al — o
x;=x;+ 2R~-j’ )'jzji—f—Tjj_,Bi"‘ﬁj, R,]:=R,-=Rj
Vi g

(4.3)

eine (spezielle) winkeltreue isotrope Abnlichkeit von I 5 ist. Affin gesprochen ist
(4.2) eine Homologie und (4.3) eine Elation. Durch (4.4) bzw. (4.3) werden

Abb. 8. Beispiel eines Kreistripels mit (4.1) und zwei parabolischen Apollonischen
Beriihrkreisen
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die Punkte P(x;, y;) des Tripelkreises K; auf die Punkte P(x;, y,) des
Tripelkreises K; von (1.1) abgebildet. Genau in homologen (elativen)
Punktenvon K; und K| sind die entsprechenden Kreistangenten parallel.

Nach Lemma 4 schneidet die Gerade PP, den Tripelkreis K; in zwei
verschiedenen Punkten B, B, von I5(C). Diese sind nach Lemma 3 die
Beriithrpunkte von K, K mit K. Nach Satz 3 und Satz 6 (Beweisteil (b))
sind diese sechs Punkte B;,B,(! =1i,/,k) paarweise verschieden.

Zur Zuordnung zu den Kreisen K, K sei B; € K und B; € K fixiert.
Dasich kemeTrlpelkrelse beriihren, ist die Gerade 4 ;B; bestimmt. Nach
Lemma 5 geht sie durch B; € K, K;. Liegt auch B aqu ;Bi, so nach
Konstruktion auch B,. Dann hat nach obiger Vorbemerkung genau einer
der Punkte B}, B, eine zur Tangente von B; € K, nicht parallele Tangente.
Dieser Punkt sei B; € K;. Durch Wiederholung der Schritte bestimmen
wir B, € K. Damit sind die Apollonischen Betiihrkreise tiber ihre Ber-
tihrpunkte mit den Tripelkteisen konstruktiv bestimmt.
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