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Zur Theorie der simultanen Substitutionen in zwei- und 
dreifachen Integralen.
Von Franz Unferdinger,

L eh rer  d er  M a th em a tik  an  d er  öffen tlichen  O berrealsch u le  am  hohen H a rk t  in  W ien. 

(Mit 5 Holzschnitten.)

(V o rg e le g t in de r S itzu n g  am 9. M ärz 1871.)

Einleitung:.

Bevor wir zu dem besonderen Gegenstand dieser Abhandlung 
übergehen, sei uns erlaubt, die allgemeinen Gesichtspunkte, welche 
uns bei Bearbeitung desselben leiteten, in Kürze darzulegen.

Bezeichnen L, M  zwei bestimmte Functionen der beiden 
independenten Variabein x , y, hingegen F  irgend eine Function 
von L, M  und sind in dem Doppelintegrale:

u = tfF (L } M )dxdy, («)

die Integrationen auf alle reellen Werthe von x , y  zu erstrecken, 
welche zugleich den beiden folgenden Bedingungen entsprechen, 
mit A0, A„ ,u0, luI als Constante:

\x0< M < ixv  (b)

so führt man zweckmässig statt x ,  y  neue Variabein a, tx ein, 
durch die Substitutionen:

L = A , M=\x. (c)

Werden diese Gleichungen nach x, y  aufgelöset, so folgt:

* = ?iQ>> r t ;  y=?*Q>> ,a)> (d)
wobei f v  y., bestimmte Functionen bezeichnen.

Nun sind die Integrationsgrenzen bezüglich X und [x bezie
hungsweise A0, und [x0, txt, und wenn zur Kürze gesetzt wird:

o (e\
dX d ix d<x d A ’

Sitzb. (.1. mathem.-nainrw. Cl. LXI1T. Bd. TT. Abtli. ;' l
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wobei die Werthe der partiellen Differentialquotienten aus den 
Gleichungen (d) zu nehmen sind, so folgt die Transformation:

( f)  „ = [ > g ,  r fä tü d ij..'
JVlAo

ß ist eine bestimmte Function von 1, p., kann aber auch ver
möge der Gleichungen (c), als Function von x , y  dargestellt 
werden, und da die Elemente der Integrale («), (/') absolut gleich 
sind, so ist gestattet, beiderseits durch ß zu dividiren, wodurch 
man erhält:

7 7 4  U n f  e r d i n g e r.

F(L, M)
{()) I" V7 > d x d y = \  I' '  F ( a, iJ.yadu..

“ >-0 lJ0

Hieraus folgt z. B. für :

(A)

Sollen die Integrationen nach x , y  in dem folgenden Inte
grale, auf alle positiven Werthe von Null bis Unendlich erstreckt 
werden, so bedient man sich der Substitutionen x = r  cos 0 , 
y = r  sin 0 , durch welche ß = r  wird und man hat einerseits, da 
die Grenzen für r, 0  beziehungsweise 0, oo; 0, sind:

3 TT
d x d y =

woraus durch Trennung der Variabein das bekannte Resultat 
folgt:

3- x -  \]  71

e d * = Y .

Anderseits ist aber auch ß = l / # 2-i-?/ii, mithin im Sinne der 
Gleichung (g) :

i Nach den gegebenen Bedingungen h a t ), das Intervall von ),0 bis 
X|, ebenso y. jenes von p.0 bis y.t zu durchlaufen, ob aber ),0, ;j.0 als untere
Grenzen zu nehmen sind, bleibt unbestimmt oder mit anderen Worten, die 
rechte Seite der Gleichung (f) bleibt unbestimmt im Vorzeichen, welches in 
jedem besonderen Fall nach der Natur der Function F  zu ermitteln ist.
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Zur T h eo rie  der sim ultanen S ubstitu tio n en  etc.

V- 3
.d x d y = - ^ f)

l/ x z~\-y'

und hierin können die Variabein nicht mehr getrennt werden.
Dieselben Substitutionen führen auch zu folgenden zwei 

Gleichungen:

F\^- (*)

[/ x l
t L ^ d x d y = { z — z ^ F { £ )
- \~y- Jt0 1 -t-r

wobei die Integrationen links vom Gleichheitszeichen, sich auf 
alle reellen Werthe von x ,y  zu erstrecken haben, welche zugleich 
den Bedingungen genügen:

( ! )

unter s0, ei; t0, t t reelle Constante gedacht.
In vielen Fällen sind die Substitutionen (c) nicht anwendbar, 

weil ihre Auflösungeil (d) nach x , y  nicht einwerthig sind; dann 
setzt man:

L = f\( l ,  [j.), M = f,Q ., {x), (m)

wobei f\, f ’ schicklich gewählte Functionen bezeichnen und die 
Transformation ist als gelungen zu betrachten, wenn die Bezie 
liungen :

(?/)

gestatten, aus ihnen die Integrationsgrenzen bezüglich l ,  <x zu 
deriviren.

Betrachtet man x ,  y  als recht winkelige Coordinaten, so 
bezeichnen die vier Gleichungen:

L — ?>0, L  — Aj, M — [j.q, M — /j.j

in der Ebene der x y  vier bestimmte Curven und die Grenzbedin
gungen (b) besagen, dass die Integrationen auf alle Punkte auszu- 
dehnen sind, welche diese vier Curven umschliessen.

51*
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Für das Integrale (8) in §. 1 ist der Integrationsraum ein 
geradliniges allgemeines Viereck; für das Integrale (21) in §. 4 
ist der Integrationsraum begrenzt von zwei Parabeln und zwei 
durch den Ursprung gehenden Geraden.

Diese beiden Integrale wurden transformirt, durch simultane 
»Substitutionen wie jene (c).

Für das Integrale (45) in §. 7 ist der Integrationsraum be
grenzt von zwei Parabeln und zwei beliebigen parallelen Gera
den; die zur Reduction dienlichen Substitutionen entsprechen den: 
Gleichungen (ni).

»Sind L, M, N  drei bestimmte Functionen von x ,  y , z, hin
gegen F  eine willkürliche Function von L, M, N  und sollen in 
dem Integrale:
(jy) U = j^ F ( L ,M ,N ) d x d y d z ,

die Integrationen nach x ,  y, z auf alle reellen Werthe dieser 
Veränderlichen ausgedehnt werden, welche zugleich den Bedin
gungen entsprechen:

(?) v0< i V c v „

unter A0, A„ [x0, [xp v0, vt constante Grössen verstanden, so ist es 
zweckmässig, statt x , y, z neue veränderliche A, jx, v einzuführen 
durch die G leichungen:

(>■) L =  'a, M=<x, N = v ,

vorausgesetzt, dass die Auflösungen derselben nach x , y , z ein- 
werthig sin d :

(Ä) iV =  (A, [x, v), y =  f 2 (A, ix, v), * =  f a (A, ix, v).

Die Integrationsgrenzen bezüglich A, y., v sind nun respective 
A0, A,; (u0, ij., ; v0, v, und wenn zur Abkürzung gesetzt w ird :

, ,  d x ( d y  dz dy dz j dy ( dz d x  dz dx\  dz ( d x d y  d x d y 'j
'  - d'k u/fx dv dv dfjJ d \  IrffA dv dv dy.) dX 'cfy. dv dv tfpJ

so folgt die Transform ation:

[>i r'i
(u) U = \  1 F (l, y., v)üdM<xdv.

•*>'0 ‘Vo '̂o
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Zur T h eo rie  der sim ultanen  S u b s titu tio n en  etc. 777

Die in (t) zur Berechnung der Functionsdeterminante ß er
forderlichen partiellen Differentialquotienten werden aus den 
Gleichungen (.?) abgeleitet, so dass ß als eine bestimmte Function 
von X, ij., v zu betrachten ist.

Mit Hilfe der Gleichungen (r) kann aber dieselbe auch leicht 
in eine bestimmte Function von x, y, z umgewandelt werden und 
da die Elemente der beiden Integrale (p )  und (w) absolut gleich 
sind, so ist es gestattet, mit ß beiderseits unter den Integral
zeichen zu dividiren, wodurch man erhä lt:

fr  N) d x d y d z = {’" P“ f”'F {\, p, v) dX d^h. (o)
JJJ “  J>.oJN Jvo

Ist speciell F ( t ) = l ,  so folgt hieraus: 

fdxdydz
ß =  )'o) ( fr— fr)  ( y — vo)’ M

Sind die Auflösungen (s) der Gleichungen (r) nach x . y, z 
nicht einwert.hig, so setzt man:

L =  fiQ‘> fr  v)> M = f $ ,  /j-, v), N = f 5(X, ix, v), (x )

wobei f 2, / 3 zweckmässig erwählte bestimmte Functionen be
zeichnen und die Transformation des Integrals ist als gelungen 
zu betrachten, wenn die Relationen:

■ * o < / i f t  fr p-o fr v) < / j-p vo fr v) < vp  (y)

gestatten aus ihnen die Integrationsgrenzen bezüglich X, p., v 
abzuleiten.

Betrachtet man x , y, z als rechtwinkelige Raumcoordinaten 
-so bezeichnen die Gleichungen:

L =  l 0, M =  p.Q, N = v 0, | / \
L =  l v M = p .v N = v v )

sechs krumme Oberflächen, und die Integrationen sind zu er
strecken auf alle Punkte des Raumes, welcher von denselben 
umschlossen Avird.
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7 7 8 U n f  e r d i n g e r.

Für das Integrale (57) in § . 1 0  ist der Integrationsraum 
begrenzt von sechs Ebenen und die hierbei verwendeten Substi
tutionen entsprechen den Gleichungen (r) ‘.

Für das Integrale (102) in §. 23 ist der Integrationsraum 
gebildet von zwei elliptischen Paraboloiden , zwei beliebigen 
parallelen und zwei sich schneidenden Ebenen; die in Anwen
dung gebrachten Substitutionen entsprechen den Gleichungen (#).

Die folgenden Untersuchungen zwei- und dreifacher In te
grale, mittelst simultaner Substitutionen sind durchaus a n a l y 
t i s c h .  Die Auffassung der Variabein als Punktcoordinaten ist 
weder zur Herstellung der Functionsdeterminante Q, noch zur 
Discussion und Bestimmung der Integrationsgrenzen notliwendig. 
Die in unserer Darstellung überall durchführbare Umsetzung der 
Integrationsbedingungen in den geometrischen B e g r i f f  d e s  I n 
t e g r a t i o n s r a u m e s  ist für die practische Anwendung der er
langten Resultate auf Probleme der Physik und analytischen 
Mechanik vortheilhaft.

§■ 1 .

Bezeichnet man mit y  die unabhängigen Variabein und 
setzt zur Abkürzung:

(2) t = l  —  v  —  y, 
so wird das In tegrale :

(1) H=\\F[̂ ,fyvdy

durch die beiden Substitutionen:

(3) x  =  kt, y  =  ixt, 

in die Form umgewandelt:

<4>

1 Im LXI. Band der Sitzungsberichte haben wir zwei dreifache In te
grale untersucht, deren Integrationsräume begrenzt werden von zwei con- 
centrischen Ellipsoiden oder zwei solchen Hyperboloiden, zwei beliebigen 
parallelen und zwei durch den Ursprung gehenden Ebenen.
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Zur Theorie der simultanen Substitutionen etc. 779

denn es folgt mit Bezug- auf (2):

1
t-

dx  dt dx dt
dk dh! dp. dp.7
dy dt dy dt
d'k 1 d'k7 dp. 1 dp.’ 

____ fZ Q__
dl du

(5 )

uu X y

stante gedacht, indem nunmehr:

Ersetzt man in ( l ) \ r ,  y  durch —, j  unter a, b positive Con-

t =  \ — —— j - ) (^) x  =  fu t, y  =  bp.t, (7)

so entsteht für das allgemeinere Integrale :

U=\\F{̂  ^
dife Beziehung U = abu , und wenn die Integrationen auf alle 
reellen W erthe von x , y  ausgedehnt werden, für welche mit 

Av iao? Î i a ŝ bestimmte constante G rössen:

Ao<.

so w ird :

U =  ab
‘ ‘ V S Ä ? * * -  (10)i

Die Brauchbarkeit dieser Formel unterliegt aber der Bedin
gung, dass für die Intervalle der Integrationen 1 + X  +  f* nicht 
Null wird.

§• 2.

Die Grenzbedingungen (9) erlangen eine geometrische Be
deutung, wenn man x , y  als rechtwinkelige Coordinaten be
trachtet.
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7 8 0 U  n  f  e  r d  i n  ff  c  l-.

Die Gleichungen (7), welche auch so geschrieben werden 
können:

(11) 2/ __i __ & 'V
b ~  10! a

y =  l —  y
bP:

bezeichnen zwei Gerade, deren Durchschnittspunkt die Coor
dinaten h a t:

(12) x
ah

1 -hl -
bp.

- > y =  —l - h i -

jedem Werthsystem 1, \j. entspre
chen zwei sölche Gerade, welche die 
Lage des Punktes (xy )  bestimmen. 
Diese zwei Geraden gehen bezie
hungsweise und unabhängig von 
den besonderen Werthen von A, ;j . 

durch zwei feste Punkte B  und A 
(Fig. 1), deren Coordinaten sind:

x  = o ,  y  =  b, x  =  a. y =  o.

Würde in einem besonderen Fall 1 ~hA~h(j. =  o, so ist 
,r =  oo, y  =  oo und die Geraden (11) laufen parallel.

Die Integrationen in (8) sind nun im Sinne der Rela
tionen (9) auf alle Punkte in der Ebene der Coordinaten zu er
strecken, welche zwischen den vier Geraden enthalten sind:

1-) a
0 7

a

? = 1 -
X

3.)
07 y —  1 ---y —.

b a h

*T =  1
0 7

40 ■ i + l =  1 - 7 - 'b « V a b bn,

Die Geraden 1.), 2.) gehen durch den Punkt B, jene 3.), 4.) 
durch den Punkt A und der Integrationsraum ist das allgemeine 
Viereck 1 234 .

§. 3.

Wird in (8) der zweite Ausdruck unter dem Functions- 
Zeichen F  weggelassen, so kann in der entsprechenden Trans-
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Zur Theorie der simultanen Substitutionen etc. 781

foraiation (10) die auf /j. bezügliche Integration vollzogen werden 
und man erhält für:

V = \\F [}ü\(hvdlh (13)
wobei t die Bedeutung (6) hat und die Grenzbedingungen (9) 
unverändert bleiben:

V —  ab
,,„1 ( 1 + ? .+  ̂  ( 1+ i-H P ,)* ! F(?:>d)" ( 14)

Für F ( /)  =  1 erhält man hieraus den Inhalt v des Integra - 
tionsraumes und zwar wird, da jetzt auch nach 1 integrirt werden 
k an n :

t != la b \— l -------— — J --------- ---------------- --------------- !. (15)
(1h-X0H-/J.0 l -h ^ - f - /^  lH-Xj-f-^)

FürX0= A,  X ,=oo, /jlj= oo  erhält man hieraus als
Inhalt r des von den Geraden:

-  +  ^  =  i — -  ^ _ t_y =  i rie^i
a b a'k ’ a b bix ’ a b

formirten Dreiecks den Ausdruck:

ab
2 1 +-A+/X

Für diesen Integrationsraum wird nach (14): 

y = \ a b \ ° . dl oderauch V =  \a b P° F (Â )
2 J> (l-f-A -+-/j.)2 2 .„ ( 1 - h a+ ju+ w)

(17)

,(h. (18)

Ist endlich Ä0= 0 ,  /j.0= 0 ,  At = o o ,  ^ = 0 0 , so fallen die 
Geraden 2.), 4.) mit AB  zusammen; 1.), 3.) bilden die Coor- 
dinatenaxen und man erhält die Fläche des Dreieckes O AB= \ab. 
Für diesen Integrationsraum wird nach (14):

FQ)V = \-ab
o (1 +  A)2"

d l  (19)

In diesem letzteren Fall lassen sich die Integrationsgrenzen 
für x ,  y  in (13), auf welche Formel sich die Gleichung (19)
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bezieht, auch direct an geben. Der Integrationsraum OAB wird 
offenbar erfüllt, wenn man zuerst nach y  integrirt, von y = o  bis

y = b  |̂ 1— — j und dann nach x , von x = o  bis x = a ; man kann

daher auch schreiben:

7 8 2  U n f e r cl i n g e r.

F [ ^ d x d y = \ « b
(20)

wobei t den Werth aus (6) hat

§• 4.

Zur Reduction des In tegrals:

(21)

in welchem F  eine willkürliche Function der unter diesem Zeichen 
stehenden Complexe bedeutet, bedienen wir uns der Substitu
tionen :

(22) x %-+-yz-\- x = l ,  [ x 2-h y z—x= u.y,

um statt der unabhängigen Variabein x , y jene /, einzuführen* 
Hierdurch wird:

(23) » = i t , (24) Q = p , ( l + ^ )
X fX

und man gelangt zur Transform ation:

(25) iJJJf-p, ^ ^ ( l -h ^ d ld ix .

Indem X0, ix0, [xt gegebene Constante bezeichnen, sollen 
in (21) die Integrationen auf alle reellen W erthe von x , y  aus
gedehnt werden, welche zugleich die Bedingungen erfüllen:
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dadurch werden die Integratioifsgrenzen für X und ü., beziehungs
weise l 0, Xj und jj.0, <xl ; man hat also die Gleichung:

| 11 X' ^ l ~ - X̂d x d ! i= \^  |^V(A, (27)

Lässt man unter dem Functionszeichen F  in (21) den zweiten 
Ausdruck weg und dividirt im Sinne der Gleichung (</) der Ein
leitung beiderseits mit ß = |/V 2-i-?/2, so kann rechts die Integra
tion nach y. vollzogen werden und gelangt zu folgender Re- 
duction:

Zur Theorie der simultanen Substitutionen etc. 7 8 3

F ( [ x z-h y 2-i-x)-<i-Vfiy = ([>-—lh)lAv2-f-y
F (l)d h  (28)

§• 5.

Betrachtet man x, y  als rechtwinkelige Coordinaten, so 
haben die vorstehenden Integrationen eine bestimmte geome
trische Bedeutung. Der Integrationsramn ist begrenzt von den 
beiden Parabeln:

y 2= A 20 —  210x , y z= l zl —  2 \ x  (29)

und von den beiden durch den Ursprung gehenden G eraden:

* = 1 ^ 5 "  y= Ä r  (30>

Diese Grenzparabeln haben die x-A xe  zur Axe der Sym
metrie und ihre Scheitel liegen beziehungsweise im Abstand |-A0, 

vom Ursprung, so dass letzterer der gemeinschaftliche Brenn
punkt ist.

Bezeichnen a0, a, die Winkel, welche die Geraden (30) mit 
der positiven Seite der ,r-Axe einschliessen, so bestehen noch die 
Beziehungen:

P- iz=tyzCii' (^1)

Für F(X) = 1 gibt die Formel (27) den Flächeninhalt /  des 
Integrationsraum es:

f —  iz Gi— ®  1 iaül • (^2)
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§• 0 .

Wir gehen aus von folgendem Doppelintegrale, in welchem F  
wieder eine beliebige Function, aber X eine reelle Constante be
zeichnet :

(33) u = H F (x —y l, x — 2Xy)dxdy

und führen statt der Variabein x , y  jene p, r ein, durch die Sub
stitutionen :

(34) x = X z-hp-t-2Xr, y= X-\-r] 

hierdurch w ird :

(35) x —y z= p —r 2, x — 2X y= p— X2, (36) ß = l

und man gelangt sofort zu folgender Transformation:

(37) w= J J F (p —r 2, p — l r)dpdr.

Damit dieses Integrale einen bestimmten Werth erhält, 
setzen wir fest, dass die Integrationen in (33) auf alle jene 
reellen Werthe von x , y  erstreckt werden sollen, für welche 
zugleich die beiden Bedingungen erfüllt sind :

(38) o < .T — g0<zXz-+-x— 2Xy c g v 

wobei s, g0, g { positive Constante bezeichnen sollen.

§• 7.

Nach den Gleichungen (35) sind dann die entsprechenden 
Bedingungen nach p, r:

(39) o c p — r* < e ,  g0< p < g v

von welchen die erstere auch in der Form geschrieben werden 
kan n :

(40) ' ip — £ e r  d p
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Zur T h eo rie  der sim ultanen S u b stitu tio n en  etc. 7 8 5

und wenn die Wurzeln im absoluten Sinne genommen werden, 
so ist r in seinem Intervall beständig positiv.

Da </0, g l unabhängig von sind , so kann nach den vor
stehenden Bedingungen (39), (40) Jp — s zuweilen imaginär 
werden und wir unterscheiden daher zum Zweck der Umsetzung 
dieser Bedingungen in Integrationsgrenzen nach p, r, folgende 
drei Fälle, indem zuerst nach r, dann nach p  integrirt werden soll:

* > < J ‘ (41)

Im ersten Fall ist p — ; beständig positiv, die Bedingun
gen (40) sind daher stets reell erfüllbar und es wird:

Vj>
F (p — r 2, p— l z)dpdr. (42)

Im zweiten Fall liegt £ zwischen gQ, gv und wir theilen daher 
das Intervall nach p  in die zwei Theile:

Im ersten Theil ist p — s stets positiv, daher sind die reellen 
Grenzen f l i r r  wie früher \[p— £, |Jp] im zweiten Tlieil ist p — • 
beständig negativ , die reellen Grenzen für r, welche auch der 
zweiten Bedingung in (39) genügen, sind daher o, lfp . Man hat 
d ah e r:

’?1 'yp Ct1 ' Vp

1 1 = F ( p— r 2, p —Az)dpdrh- F ( p — rz, p — Az)dpdi
s - Ko 0

Im dritten Fall ist p— s stets negativ, daher sind die reellen 
Werthe von r ,  so wie im zweiten Integral des vorigen Falls

o, ]/p ,  also:

' Vp
F (p —r z, p — Az)dpdr. (44)

’ffl) <>
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Diese Resultate gestatten noch eine beträchtliche Verall
gemeinerung1, indem man in dem Integrale (33) neue Variabein

'ii b / 
einführend, - ,  ^  statt x , y  setzt und gleichzeitig überall — statt A

schreibt, unter a, b positive Constante gedacht. Hierdurch wird 
aus u in (33), nach Multiplication mit ab :

(46)

die Grenzbedingungen sind nun folgende:

(46) 0 < } t —  fä " ( f f — '**) <  *»•— <  "(fh— )*)

und zwar i s t :

(47) C=ab. u,

worin für u die Werthe (42), (43), (44) zu setzen sind, ent
sprechend den drei in (41) unterschiedenen Fällen.

§. 8.

Betrachtet man x, y  als rechtwinkelige Coordinaten, so er
langen die Bedingungen (46) folgende geometrische Bedeutung: 
Die Integrationen sind auszudehnen auf alle Punkte der Ebene 
der xy , welche enthalten sind zwischen den beiden Parabeln:

(48) * = $ , * =  # h- „ .

und zwischen den beiden parallelen Geraden:

(49) x — 2 h j= a (g 0— l 2), x — 2 ly = a ( ( j— l r).

Die erste Parabel geht durch den Ursprung und hat die 
x-kxe, zur Axe der Symmetrie. Wird dieselbe im positiven Sinn, 
um den Betrag ae auf der .r-Axe verschoben, so erhält man die 
zweite Grenzparabel. Diese Curven sind zu einander asymp
totisch.
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Die nebenstehenden Fig. 2, 3, 4 
"zeigen die drei in (41) unterschiedenen 
Fälle.

Für r =  o wird nach (34) mit 
Rücksicht auf die neuen Substitutionen 
y = b l ,  d. h. alle Punkte, welchen r= o  
entspricht, liegen auf einer zur Axe 
der x  parallelen Geraden. Wie man 
leicht erkennt, ist dieselbe der Durch
messer jenes Sehnensystems, welches 
zu den Grenzgeraden (49) parallel 
lauft.

Da wir bei den vorhergehenden 
Integrationen nur positive Werthe von 
r zugelassen, so beziehen sich die For
meln (42), (43), (44) nur auf die eine 
Seite des Integrationsraum es, welche 
der genannte Durchmesser begrenzt, 
wie in den Figuren angedeutet ist.

§. 9.

Setzt man in (45) ^ ( ^ = 1, so er
hält man die Fläche des Integrations
raumes; nun können die Integrationen 
nach r , p  vollzogen werden und man 
erhält, entsprechend den drei in (41) 
abgesonderten F ä llen :

/ ; =  % ab {][g* —  \fffl — [ ( g ^ f  ■

f%= \a b  \ fg \  \fgl [  (ffi-s)*}

f 0= \ a b ^ g \ — \fg^-

Fuf.3.

(50)

§• 10 .

Sind x , y, z die unabhängigen Veränderlichen und bezeich
net F  eine beliebige Function in dem dreifachen in tegra le :

" =  IIIF I i  j ,  Z- 1  (h-dydz, (61)
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m it :

(52) t =  1 — x  — y  — z,
so ist es zweckmässig’, neue Variabein X, ix, v einzuführen, durch 
die simultanen Substitutionen:

(53) x= tX , y= tix , z= tv .

Werden diese drei Gleichungen addirt, so folgt mit Rück
sicht auf (52):

(54) ------- ,

womit die Hilfsvariabele t  durch die neuen Veränderlichen dar
gestellt wird, und von nun an betrachten wir die rechten Seiten 
in (53) als reine Functionen von X, p., v.

Die partielle Differentiation derselben gibt unmittelbar: 
d x  dt dx  dt d x  dt
dX =  JX’ dp. dp.’ Iv ’
dy dt dy dt dy dt
7CX=l>’JX’ dix =  t ~ ^ lXdy! 
dz dt dz dt dz dt
d l d l ’ dp. dp’ dv  ̂"+~ dv

und hiermit w ird :

dy dz dy dz _ ( dt dt |
dp. dv dv dp. I ^ dp. ~+~ V dvy
dz dx dz d x  dt
dp. dv dv dp.  ̂dp.’
d x  dy dx  dy dt
dp. dv dv dp. dv

Multiplicirt man diese drei Gleichungen mit und
d A  d A  d A

addirt die entstehenden Producte, so folgt, da nach (54) :

dt dt dt 2 
dX dp. dv * ’

nach kurzer Rechnung für die Functionsdeterminante ß  im Sinne 
der Gleichung (t) der Einleitung der Werth:

(55) Q = tk
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und hiermit erhält man als Transformation des Integrals (51):

Um das folgende allgemeinere Integrale, in welchem a, b, c 
positive Constante bezeichnen und

ist,
r

ü =
H s »  £ - 3 <fa* * ’ (57)

zu transformiren, setzen wir in (51) neue Variabein einführend, 

—, jp - ,  statt x , y, z ,  wodurch bekanntlich die entsprechende

Functionsdeterminante & =  wird und es zeigt sich die Bezie-
abc

hung:
U = a b c .n )  (59)

wenn von nun an statt (53) die Gleichungen ge lten :

— =  \ t i =  — =  vt. (60)
a b c

§. 11 .

Damit das Integrale U einen bestimmten Werth erlangt, 
setzen wir fest, die drei Integrationen in (57) sind auf alle jene 
reellen Werthe von x , y, z zu erstrecken, welche zugleich die 
Bedingungen erfüllen:

(61)

in welchen /l0, .̂0, ixv  v0, vt gegebene reelle Constante bezeich
nen. Dann sind, im Sinne der Gleichungen (60) in dem trans- 
formirten Integrale (56) die Grenzen für die Variabein X, /jl, v 

beziehungsweise ; jul0, v0, und es wird:

U =  ab c\' T' p  F ^ ’ !X’ ^— dldp.dv. (62)

Sitzb. d. mathem.-naturw. C). L X III . Bd. II . Abth. i>2
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Die Anwendbarkeit dieser Formel wird nur durch die Be
dingung beschränkt, dass innerhalb der Integrationsgrenzen der 
Ausdruck von Null verschieden ist, denn für
1 —i—X—i— —i—v =  0 wird die Function unter den Integralzeichen 
unstetig.

Denkt man sich x , y, z als rechtwinkelige Coordinaten eines 
Punktes im Raum, so sind mit Rücksicht auf (58) die Gleichun
gen (60), durch welche die neuen Variabein X, \±, v eingeführt 
werden und die Grenzbedingungen (61), folgender geometrischen 
Deutung fäh ig : Die Gleichungen (60), welche auch in der Form 
geschrieben werden können:

bezeichnen drei Ebenen, deren Durchschnittspunkt die Coor
dinaten x , y, z hat und jedem Werthsystem von X, y., v ent
sprechen drei solche Ebenen, welche die Lage des Punktes (xyz) 
im Raum bestimmen!

Diese Ebenen gehen beziehungsweise durch drei feste 
Gerade, in der Ebene yz, zx , xy ,  deren Gleichungen sind:

W erden in der That die Gleichungen (63) nach x, y, z auf
gelöst, so folgt:

§. 12.

(64) x aX bp. cv
1—f—A—i—jU.—i—v

für l-f-A-+-/ji.-t-v=0, wird x  =  o o ,  y =  o o ,  z =  o o ,  d. li. die drei 
Ebenen (63) schneiden sich in parallelen Geraden, der Punkt 
(xyz) liegt in unendlicher Entfernung vom Ursprung.
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§. 13.

Die Integrationen in (57) sind auf alle Punkte des Raumes 
.auszudehnen, welche zwischen den sechs Ebenen enthalten sind, 
deren Gleichungen lau ten :

'  a b

u. 
b

Z X
a b

* = 1 __ y_
c b r i

x

"l 4

a b

* \ x  v * -< v
4 . ) -  +  f  H-----= 1 —  f ~ yn b c b\

z z
- — 1 , 

c cvn

Je vier dieser Ebenen gehen durch e i n e n  Punkt und zwar 
1.), 2.), 3.), 4.) durch den Punkt:

x = o , y= o , z= c ,
1.), 2.), 5.), 6.) durch den Punkt:

x = o , y= b , z= o  
und 3.), 4.), 5.), 6 .) durch den Punkt:

x = a , y= o , z= o .

Di ese drei Punkte liegen beziehungsweise in der Axe der 
z, y , x  in den Abständen c, b, a vom Ursprung und die Gleichung 
der Ebene des durch sie formirten Dreieckes ABC  (Fig. 5) lau tet:

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



die Lage dieser Ebene ist also unabhängig von den speciellen 
Werthen X0, ix0, etc.

Die Ebenen 1.) bis 6.)7 welche den Integrationsraum begren
zen, gehen paarweise durch die Seiten des Dreieckes ABC  und 
zwar 1.), 2.) durch die Seite BC, 3.), 4.) durch die Seite AC und
5.), 6.) durch die Seite AB.

Fig. 5 zeigt die Gestalt des Integrationsraumes über der 
Ebene ABC  als schief abgestutzte vierseitige Pyramide.

§. 14.

Bezeichnen a, ß, y die nicht 180° übersteigenden Winkel,, 
welche die Ebene (65) des Dreieckes ABC  mit den Coordinaten- 
ebenen yz, zx , x y  einschliesst, so findet man nach den Lehren 
der analytischen Geometrie des R aum es:

, a a ,  a '/^ -h c 2 H  az^ -c % c l/V n-62
( 6 8 )  t g « = — t g f > = — — , tg 7 = ^ — .

Sind 0O, die Neigungswinkel der Grenzebenen 1.), 2.) 
zur Ebene yz, so folgt aus ihren Gleichungen ebenso:

X0 Xj a\fbz-hcz
ts 8» — T T T  • -----n — >1-hX0’ bc ’ 1 Ih-Xj’ bc

oder mit Rücksicht auf die erste der Gleichungen (65):

t(A=  r - H tga-

Sind analog v0, die Neigungswinkel der Grenzebenen
3.), 4.) zur Ebene z x  und £0, ^  jene der Grenzebenen 5.), 6.) 
zur Ebene xy , so gelten für diese Winkel ähnliche Gleichungen 
und man gelangt leicht zu folgendem System :
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X X >
*9ö«= T ^ r  *9«’ f9di =  i^ljr *9*1 I

t9*o =  j z ^ t y ß ,  t9 ri =  i ~ j ; - t9 ^  /  (67 )

#̂ = d = ^ *  )
d u rc h  w elches d ie  R ich tungen  d e r  sechs G renz ebenen  aus den  
In teg ra tio n sg ren z en  X0, Xv  ix0 etc. und  den  C onstan ten  a,  b,  c  des 
v o rg e leg ten  In teg ra ls  (57) bestim m t w erden .

§• 15.

L äss t m an in  (57) d ie zw ei le tz ten  C om plexe u n te r dem  
F u n c tio n sze ich en  F  w eg, h an d e lt es sich  also  um d as In te g ra le :

F  ̂  j  dxdy dz, (68)V =

m it d e r  B ed eu tu n g  von t  aus (58) u n d  b e h ä lt d ie G ren zb ed in 
gu n g en  (61) u n v e rä n d e rt bei, so k ö n n en  in  d e r  a u f  X, //., v b ez ü g 
lichen  T ransfo rm ation  (62) die zw ei In teg ra tio n en  n ac h  v, [j. nach  
und  n ach  a u sg e fü h rt w erd en  u n d  es fo lg t nach  k u rz e r  R e c h n u n g :

J x 0 { ( 1+ * + l i o+ ''o )~  ( l + X + | * , + v 0)* ^

S etz t m an  h ie rin  jP'(A)= 1 ,  so e rh ä lt m an den  In h a lt v des 
In te g ra tio n s ra u m e s ; je tz t  k an n  auch  die In teg ra tio n  nach  /  vo ll
zogen w erd en  und  es w ird :

l + ^ 0 + f ;- 0 + v0 H ~ ^ l + f A0 + v0 1 + ^ 0 _H X1 + V0 l + ^ l + P - 1 + V o
abc.

l - t - X o H - ^ o + V i  1  —I—^  1 —I—fj-o —I—V J +  1 - f - X j - f - f A i - t - V j ,

D ieser m erk w ü rd ig e  A u sd ru ck  g ib t d en  In h a lt d e r  sch ief 
a b g e s tu tz te n  v ie rse itig en  P y ram id e  123456 (F ig . 5 ) ,  deren  
G renzebenen  durch  d ie G leichungen  1.) b is 6 .) bestim m t sind .
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In  d e r F ig u r h ab en  d iese  E b en en  fo lgende B eze ichnung :

( 1.) . . . ( 1 3 5 7 ) ,  4 .) . . . ( 3 4 7 8 ) ,
(71) 2.) . . . ( 2 4 6 8 ) ,  5 .) . . . ( 1 2 3 4 ) ,

( 3.) . . . ( 1 2 5 6 ) ,  6 .) .(5 6 7 8 ).

§. 16.

Is t  V j= o o , so fä llt d ie E b en e  (6) m it je n e r  (65) des D re ieck es 
ABC zu sam m en , d ie S eiten fläche (5678) w ird  zum P u n k t C und  
m an  e rh ä lt aus (70) den  In h a lt P  d e r  v ie rse itig en  g an zen  P y ra 
m ide C (1 2 3 4 ):

_L ( 1 1______________ 1______________ 1
( ^ )  6 (lH-^o+fAo + vo l+ ^ o + f Ai-l-vo

I s t  V j= 00, JUlj^OO, SO fä llt in  d e r  P y ram id e  C (1 2 3 4 ) die 
E b en e  (4) m it je n e r  (65) des D re ieck es  ABC zu sam m en , die 
S eiten fläche (3478) w ird  zum  P u n k t B und  m an e rh ä lt aus (72) 
den  In h a lt p  d er d re ise itig en  P y ram id e  2BC1 :

(7 3 )  p =  J- abc .  L — z— ---------------- — -—  ------------- j .
(l-+-A0-t-fi.0-l-v0 1— l—(w.0—l—v0 )

I s t  end lich  V j= o o ,  ^ = 0 0 , A, =  oo', v0= v ,  (u0= jtx , A0= A ,. 
so fä llt in  d e r  P y ra m id e  2BC1 d ie E b e n e  2.), 2BC m it je n e r  ABC 
zusam m en u n d  m an e rh ä lt au s (73) den In h a lt T  d e r  d re ise itig en  
P y ra m id e  1ABC:

( 74) T = i i — ? bc— ■>v J 6 ln-X -h/x-t-v

d eren  v ie r G renzebenen  d ie  G leichungen  h a b e n :

x  , V , * =  1  _  37
a b c  aV

(75)
 ̂ , y_ , * =1_

a b c  bu. ’

x y z .  z
7 “  H --------- =  1 ---------------7a b c  cv

x  y z .
— h H —  =  1. 
a b c
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F ü r  d ie sen  In teg ra tio n srau m  is t nach  (6 9 ):

V =  jr abc \°°r — T dl  ) '
Jx ( 1 + A + / W ) 2 f

oder (76)

F ü r  A1= o o ,  ^ = 0 0  v1=  oo, a0= o, (J-0=  Oy v0= o  fa llen  d ie
E b en e n  2 .) , 4 .) ,  6 .) m it je n e r  (65) des D re ie ck es  ABC zu sam 
m en , je n e  1 .), 3 .) ,  5 .) sind  je tz t  bez iehungsw eise  d ie  Coordi- 
n a ten e b en e n  yz, xz, x y  und  m an erh ä lt fü r den In h a lt t  des R a u 
m es, w elchen  d ie  E b e n e :

-  +  |  +  - =  1 (65)
a b c

vom C oord ina tenw inkel a b sch n e id e t, den  b e k a n n te n  A u sd ru c k :

t  =  i « 6c. (77)

F ü r  d iesen  In teg ra tio n srau m  w ird  endlich  nach  (6 9 ):

(78)

§■ 17.

In  d iesem  le tz ten  F a ll la ssen  sich  d ie G renzen  fü r x, y, z  in 
d e r  F orm el (68), w o rau f sich  die R eduction  (78) b e z ie h t, auch  
d irec t b eu rth e ilen . D er In teg ra tio n srau m  OABC w ird  n ach  d er 
G leichung (65) offenbar du rch m essen , w enn  m an zu e rs t n ach  z

in te g r ir t  von z = o  b is z = c  |̂ 1 —  — — ^ j ,  h ie ra u f  n ach  y  von

y = o  b is  y = b  |̂ 1 —  ^ j ,  endlich  nach  x  von x = o  b is  a ? = « ;  es ist 

a l s o :

' K ) f ‘ K 4 )  f  .

oF\^ dxdydz= âbc- ( 79)
vorin t d en  W e rth  aus (58) h a t 1.

1 Ist der Raum OABC mit Materie erfüllt, deren Dichte im P u n k t  

(x&) gemessen wird durch den Werth der Function F,  so bestimmt das
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D urch  d ie se  G leichung  w ird  das d reifache In te g ra le  m it 
v a ria b len  G renzen  und  e iner w illkü rlichen  Function , au f  ein e in 
faches m it co n s tan ten  G renzen  reducirt.

B ekann tlich  is t fü r 0  e r  e  1:

7 9 6  U  n  f  e  r  d  i  n  g  e  r.

(1+X)*
dX =

rn
sin r/r

se tz t m an also  in  (79 ) m it d e rse lb en  B edingung  F ( X ) = l r, so 
w ird  au c h :

(80)
- X  äxdydz =  \abc  4 ^ - .  at) b sm n r

§• 18.

D ie R ich tig k eit d e r  F o rm el (74) für den  R aum inhalt des a ll
gem einen  T e tra e d e rs , k a n n  auch  a u f  deductivem  W eg  erw iesen  
w erden , w ie folgt.

B e trach te t m an  d as D re ie ck  ABC in  der v ie rten  E b en e  (75) 
als B asis u n d  b eze ich n e t den  In h a lt desselben  m it B, so is t offen
bar, w enn  a , ß, 7 d ieselbe  B edeu tung  haben , w ie in  (66) :

B =  \  bc cos a  - t - \  ac cos ß -+- \  ab cos 7,

B  =  ± a b c \

D er S cheite l d e r  P y ra m id e  ü b e r  d ieser B asis is t d e r D u rc h 
sch n ittsp u n k t d e r d re i e rs te n  E b en e n  in  (75) und  h a t d ie C oor
d in a ten  (64). D ie E n tfe rn u n g  H  d ieses P u n k tes  von d e r  E bene

vorstehende Integrale die Masse des Integrations raumes. Bezeichnet X
x

irgend einen besonderen W erth des Bruches —, so ist die Dichte constant 

in allen Punkten der Ebene, deren Gleichung:

x  y z x
-  +  7 +  —=  1 —a 0 c al

und alle Ebenen constanter Dichte gehen durch die Gerade BC.
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ABC w ird , n ach  den  L eh ren  d er an a ly tisch en  G eom etrie durch 
d ie F orm el bes tim m t:

D er V erg le ich  d ieses A usdrucks m it je n em  für v in  (70) 
zeig t, d ass  d e r  In h a lt d e r sch ief ab g estu tz ten  v ie rse itig en  P y ra 
m ide zu b e tra ch te n  is t ,  a ls  d ie a lg eb ra isch e  Sum m e von acht 
T e tra e d e rn , w elche a lle  d as  D re ieck  ABC in d e r E b en e  (65) zur 
g em einschaftlichen  B asis haben .

A uch d ieses R esu lta t ist le ich t deduc tiv  aus d er F ig u r  zu 
e rk e n n e n ; denn  es is t u n m itte lb a r :

B ezeichnen  w ir d ie  P y ram id en  ü b er d e r gem einschaftlichen  
B asis ABC m it den  N um m ern ih re r  Scheitel, so i s t :

’  =  ( ! ) -  ( 2) -  (3) +  (4) -  (5) (6) -+- (7) -  (8). (81)

D ie d iesen  ach t P y ram id en  en tsp rech en d en  W erth sy stem e 
von X, ix, v s in d  nu n  n ach  den  G leichungen 1.) b is  6 .) und nach  
den  B ezeichnungen  (71) fo lg en d e :

11=

x  y  z
a b c 1

m ithin  i s t :

(74)

§. 19.

» =  P y r. (7 (1234) —  P y r. C (5 6 7 8 ).

P y r. C (1234 ) =  ( 1) -  (2) -  (3 ) +  (4), 

P y r. C (5 6 7 8 ) =  (5 ) -  (6) -  (7) +  ( 8),
fo lg lic h :

( 1) .  . . X0, ^ 0, v0, (5 ) .  . . X0, [J.qj Vp
( 2 ) . .  .  X i ;  j x 0 ,  v 0 ,  ( 6 ) . . .  X j ,  [x0, V j ,
(3 ) .  . . A0, [xlf v0, (7 ) .  . . X0, v1?
(4 ) . . .Xt, fj.lf v0, (8) .  .Av  [).v Vj ;
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hierm it g ib t die F orm el (74 ) die en tsp rech en d en  V olum ina und 
deren  S ubstitu tion  in  (81) fü h rt g en au  zur G leichung (70).

§• 20.

W ir g ehen  nun  ü b e r zu dem  fo lgenden  d reifachen  In teg ra le , 
in w elchem  w ied e r F  eine belieb ige  F unction  und  X, p constan te  
Z ah len  b eze ich n en :

(82) u =  jjJ'F(x— y 2— zz, x  — 2hj — 2txz)dxdydz

und füh ren  zur E rlä u te ru n g  u n se re r  M ethode, s ta tt  der in d e p en 
den ten  V erän d e rlich en  x, y, z, solche p, r, 0  ein, durch die sim ul
tan en  S u b s titu tio n en :

f x  =  p -h p  -t- 2r (X cos 0  -+- tx sin  0 ),
(83) < y = . l - h r  cos 0 ,

( z =  \k-+-r sin  0 ,
in  w e lc h e n :
(84) p =  A2 +  ,u.2.

E ine einfache R echnung  lehrt, d a s s :

(85) x  —  y z —  z2 =  p —  r2,

(86) x  — 2hy — 2f j . z=p — p,

(8 7 ) =

D as E lem en t dxdydz  in  (82) ist nach  L a g r a n g e  durch 
iidpdrdQ zu e rse tze n , w obei die F unctionsdete rm inan te  ß  den 
W erth  h a t :

„  d x  / dy  d z  d y  d y  / d z  d x  d l  d x \  dz / d x  dy  d x  d y \
d p  \ö ’)' d% d d  d r )  dp  \ö ’r  d 8  d d  d r )  dp  \rfr dQ dB d r )

D a y, z von p  u n ab h ä n g ig  sind, so verschw inden  die beiden 
le tz ten  G lieder, fe rn er i s t :

*  =  1, =  cos 9 , —  =  sin 9 , =  -  ,• sin 9 , *  =  ,• eos 9
dp dr dr dQ dQ

und h ie rm it w ir d :

(88) Q =  r,
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so class das transfo rm irte  In te g ra le  nunm ehr la u te t :

U =  SHF(P  —  r%i P —  p)dprdrd&. (89)

§. 21 .

D am it d as  In te g ra le  (82) einen  bestim m ten  W erth  erlang t, 
se tzen  w ir f e s t ,  das d ie In teg ra tio n en  a u f  a lle  ree llen  W erthe  
von cc, y, z zu e rs tre ck en  s in d , w elche zugleich  den  drei B edin
gun g en  e n tsp re c h e n :

in w elchen  s, g0, g{ positive  C onstante, t0, tx belieb ige  ree lle  Con
s ta n te  bezeichnen .

H ierd u rch  w erd en  die G renzbed ingungen  für d ie neuen  
V a r ia b e in :

Z ur B estim m ung d e r  In teg ra tio n sg ren zen  für das tr a n s 
form irte In te g ra le  (89), un te rscheiden  w ir d rei F ä lle , j e  nachdem :

D ie e rs te  B ed ingung  in (91) k an n  auch  d ie F o rm  an n eh m en :

w o b e i, w enn  d ie  W urzelg rössen  im abso lu ten  S inn  genom m en 
w e rd e n , r  n u r p o s i t i v e  W erth e  e rh ä lt; d a  nun p  im m er 
zw ischen g0 un d  g{ lie g t,  so is t im ers ten  F a ll in  (93) —  s b e 
s tän d ig  positiv  u n d  die G renzbed ingung  (94) d u rchaus ree ll 
erfü llba r, m an  h a t nach  In teg ra tio n  in  B ezug  a u f  0 :

(90)

(93)

Vp —  £ <  r <  Vp, (94)

—  r z, p  —  p)dprdr. (95)
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800 U n f e r  d i n g e  r.

F in d e t in  (93) d e r zw eite F a ll s ta tt, so the ilen  w ir das In te r 
v a ll von p  in zw ei T h e ile  im S inne d e r  R e la tio n e n :

e < p < g v  g0< p < e ,

im  ers ten  T heil is t —  s ste ts  positiv , also  sind  die ree llen  G re n 
zen fü r r w ie f rü h e r :

Vp  —  s e r  c  V p ;

im  zw eiten  T h eil is t p  —  s b e s tä n d ig  n e g a tiv , d ah e r s in d  die 
ree llen  G renzen  für r:

o e  r c  Vp- 

Man h a t h ie rnach , m it In te g ra tio n  nach  0 :

(96 ) « = ( 0 , - 00)

Im  d ritten  F a ll in  (93) is t p  —  e b es tän d ig  n eg a tiv , d ah e r 
sind  d ie ree llen  G renzen  fü r r, w ie im  zw eiten  T h eil d er vo rigen  
D isc u ss io n :

o <zr  c V p

und  es folgt, w enn  w ied e r d ie In teg ra tio n  nach  0  vo llzogen w ir d :

Dt 'Vp rs "Vp
F(p—r2, p—p)dprdr-{- F  (p—r2, p

V ^ i 9o- 0

(97) u ---(0 J 0 O)
Vp

F(j)— r2, p — p,) dprdr.
0

§. 22 .

W ären  w ir u n te r üb rig en s g le ichen  U m ständen  von dem  
a llgem eineren  In te g ra le  a u s g e g a n g e n :

F —  y 2 —  z 2, x  —  2Xy— 2/j.z, -— y-j dxdydz,( 9 8 )  ü =

so erh ie lten  w ir a ls  T ra n sfo rm a tio n :

—  r 2, p  —  p , t% ® ) d p r d r d Q m,

d ie In te g ra tio n  n ach  0  k an n  nun  n ich t au sg efü h rt w erd en  und  
a n  die S te lle  d e r  G leichungen  ( 9 5 ) ,  ( 9 6 ) ,  ( 9 7 ) ,  tre te n  d ie fo l
g e n d e n , w elche w ied e r  d e r  O rdnung  n ach  den  drei V o rau s
se tzungen  ( 9 3 )  en tsp rech en :
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u =

u =
’oi r v\

oi r vP
g0 J Vp—£ J

F ( p —  r 2, p  —  p7 tg  (d)dprdrd@, (99 )

VP- i J e 0
F (p  —  r 2, p  —  p, tg  &)dprdrd<d -f-

r0i
F ( p  —  r 2, p  —  p, tg  B)dprdrdS,  ( 100)

U=
[d! rvp  r®!

I F ( p  —  r 2, p  —  p, tg  &)dprdrd<d. 
Jo J 6„

(101)

§• 23.
D iese  R e su lta te  la ssen  sich noch e rh eb lich  v e ra llg em ein e rn , w enn m an in dem  In teg ra le  (98) neue 

V ariabein  ein füh rend  p  s ta t t  x, y, z se tz t, u n te r  «, b, c po sitive  C onstan te  g ed a ch t und  g le ichzeitig  die

C onstan ten  X,jx in  ^  v e rw an d e lt. M an e rh ä lt so s ta tt  (9 8 ) nach  M ultip lication  m it abc :

r = \ \ \ F \ x- - i - i .  b̂ ĉ \ \d x d y d z (102)

und  h ierin  sind  d ie In teg ra tio n en  a u f  a lle  ree llen  W erth e  von x, y , % au szu d e h n en , w elche zugleich  den  d rei 
B ed ingungen  e n tsp re c h e n :

x  y * z t
0 < ---------n  — za bx cx

a (9 o— p) < 37 ■— 21v — <  a (9—  p)>
_  b (az l ‘2/J.) ^

(103)

GO
O

Zur 
Theorie 

der 
sim

ultanen 
Substitutionen 

etc.
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m it :
I, 2)i*_+_ c2„8

(!04) ? = -  y - .
Mit d iesem  W erth  von p sind  nun a u f  das In te g ra le  V die 

F orm eln  (99), (100), (101) unm itte lbar anzuw enden , denn  nach
(85), (86), (87) w ird  je tz t :

( « * )  f - f 1 - S = p - <

(106) .v —  2\y  — 2p.z =  a ( p — p),

un d  m an h a t:

(108) V = a b c . U :

d ie d rei in U un te rsch ied en en  F ä lle  en tsp rechen  auch h ie r den 
d rei V orausse tzungen  (93).

§. 24.

B e trach te t m an  in  g eom etrischer A uffassung x,  y ,  z a ls  
rech tw inkelige  C oord inaten , so sind  nach  den  B ed ingungen  (103) 
die In teg ra tio n en  in  7 ( 1 0 2 )  a u f  alle  P u n k te  des R aum es au szu 
dehnen, w elche en th a lten  sind  zw ischen  den  be iden  e llip tischen  
P a ra b o lo id e n :

(1°9) f  =

( n °)
zw ischen den  beiden  p a ra lle len  E b e n e n :

( 111) x  21y 2 [az =  a (jg0 p),

( 112) x  — 2hy —  2 [ a z  =  a (ßt —  p)

und  zw ischen den  b e id en  a u f  d e r  yz  sen k rech t steh en d en  E b e n e n : 

b (jiz —  cz[a) =  ct0 (ay —  b2l),
 ̂ b((iz —  c 2[A) =  ctl (jiy —  bzl).
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D as P a rab o lo id  (1 0 9 ), w elches durch  den  U rsp ru n g  geht, 
h a t se ine  H au p tax e  in  d e r A xe d e r  x  un d  ein im  A bstand  a 
p a ra lle l zur E b en e  yz  g e fü h rte r S chn itt is t eine E llip se  m it den 
H alb ax en  b, c. W ird  d iese  F läc h e  im  S inne d e r  positiven  x  um 
den  B e trag  ae verschoben , so dass a lle  P u n k te  d e rse lb en  P ara lle le  
zu r A xe d er x  b esch re ib e n , so en tsp rich t d iese  S te llung  der 
Gleichung- (110 ). D as zw eite P arab o lo id  w ird  vom  ersten  um 
sch lossen  un d  beide  F läc h en  verlau fen  asym pto tisch . D ie B e
rü h ru n g sp u n k te  p a ra lle le r , die be iden  P arab o lo id e  (109 ), (110) 
tan g iren d en  E benen , liegen  also  in e iner a u f  d e r  E b en e  yz  s e n k 
rech ten  G eraden .

D ie Gleichung- einer das ellip tische P arabo lo id  (109 ) b e rü h 
ren d en  E bene, w elche p a ra lle l zu den  G renzebenen  (111), (112) 
ist, la u te t :

und  die C oord ina ten  des B erü h ru n g sp u n k tes  sin d :

D ie zw ei le tz te ren  W erthe le isten  den G leichungen  (113) 
id en tisch  G enüge, folglich gehen  d ie dam it beze ichne ten  G renz
ebenen  du rch  d iesen  P u n k t ; sie  schneiden  sich ü b erh au p t in einer 
G e ra d e n , p a ra lle l zu r Axe d er x , w elche die M ittelpunk te a ller 
ellip tischen  S chn itte  en thält, deren  E benen  p a ra lle l zu den  G renz
ebenen  ( 111), ( 112) sind .

Mit den  W erthen  (115) verw andeln  sich die G leichungen
(107), (113) in :

§. 25.

x  —  2 ly  —  2 \xz =  —  ap (114)

(116)

b (z z l) = c t 0(y i/i), 
b ( z — zi) =  ct1 ( y — y x),

(117)

und d ie d ritte  B edingung  in  (103) la u te t n un :
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B ezeichnen v?0, v?1 d ie N eigungsw inkel der K eilebenen  (117) 
zur E b en e  x y ,  so fo lg t aus ih ren  G leichungen , m it R ücksich t 
a u f (9 2 ):

(119) t g 0 o =  ^ tg v jo, t g 0 ^ ^ - t g v j ,

und  der N eigungsw inkel d e r  K eilebenen  (113) is t — vj0 *.

8 0 4  U  n  f  e  r d  i n  g  e  r.

§• 26.

F in d e t in  (93 ) d e r e rs te  F a ll s ta tt, so schneiden  die P a ra lle l
ebenen (111), (112) beide  P arab o lo id e , im zw eiten  F a ll schneide t 
die E b en e  (111) n u r d as  äu sse re  P arab o lo id  (109) und  im d ritten  
F a ll schneiden  beide  P a ra lle le b e n e n  nur das äu sse re  P arabo lo id .

D ie obigen F ig u re n  2, 3, 4  zeigen schem atisch  d iese  v e r
sch iedenen B eg renzungen  des In teg ra tio n srau m es.

D ie p a ra lle len  G renzebenen  (111), (112) sind  bez iehungs
w eise tan g iren d e  E benen  d e r  be iden  ellip tischen  P arab o lo id e :

' ()wa 62 c
( 1 2 ° )  X _ l f  z 2

—  72 H-----2a 62 c2

und d a  die a u f  p,  r, 0  bezüg lichen  T ransfo rm ationen  (99), (100), 
(101) des In teg ra ls  U, n u r ab h än g en  von p, n ich t aber von den

1 Da in der Relation (94) r positiv genommen wurde, so bezieht sich 
der schliesslich erhaltene Werth des Integrals (102) nur auf einen der ver
schiedenen Keilräume, welche die beiden Grenzebenen (112) formiren. Bei 
der periodischen Eigenschaft der Function tg  0 gestatten die Gleichungen 
tg 0 o= f o, tg’0 . , ^ ,  verschiedene Auflösungen und die obigen Formeln 
beziehen sich auf jenen Keilraum, welcher dem für 0 O, 0 4 in (92) acceptirten 
Werthpaar entspricht.

Ist y= y ',  z =  z' ein W erthsystem, welches die Bedingung (118) 
erfüllt, so leistet auch folgendes Werthsystem Genüge:

:y = 2//i — ?/, z = 2 z t — 

aber dieses entspricht der Integration nach 0 von

0o =  " -+-avc- tg  t0 bis 0j =  Ti -+- arc. tg tx, 

deren Intervall dem obigen gleich ist.
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besonderen  W erth en  von A, p., so fo lg t h ie rau s d e r bem erkens- 
w erth e  Satz , d a s s  d a s  I n t e g r a l e  V(102) d e n s e l b e n  W e r t h  
b e h ä l t ,  f ü r  a l l e  W e r t h e  v o n A ,  ,u, w e l c h e  d e m s e l b e n  p 
e n t s p r e c h e n  o d e r  f ü r  a l l e  P a r a l l e l e b e n e n  s e i n e s  
I n t e g r a t i o n s r a u m e s ,  w e l c h e  d i e  P a r a b o l o i d e  (120 ) 
b e r ü h r e n .

§. 27.

L ä ss t m an  in (102) un ter dem  Functionszeichen  F  den  ersten  
und d ritten  C om plex w e g , so kön n en  im  transfo rm irten  U d ie 
In teg ra tionen  nach  0 ,  r  vollzogen w erden  und  w enn 0 , — O0= 2 x  
g ese tz t Avird , so en tfä llt in (103) die d ritte  B edingung  und m an 
erh ä lt den W erth  des dreifachen  In te g ra ls :

W =  j j j F  — y ~  ^ ^dxdydz,  (12.1)

m it den  zw ei G re n zb e d in g u n g en :

x  y l  z 2 \
o < ------- y - „ ---*■<£,

a b2 c2 J ( 122)

« C'/o —  p) <  ^  —  2 A?/ —  2 ^  <  a (<JV —  p). )

E s w ird , en tsp rech en d  den drei F ä lle n  in (9 3 ):

C91 \
Wx=nabcz. \  F ( p —  p)dp, j

W2 =  nabe. |  j  F ( p — p)pd/)-hz. | F ( p  —  p)dp | . |  (123)

Wz =  nabc. | F(p  —  p)pdp. 1
^0 j

D er In teg ra tio n srau m  is t h ier b eg re n z t von den  b e id en  P a ra -  
bo lo iden  (1 0 9 ), (H O ) und  den  p ara lle len  E b en en  (111), (112) *.

i Denkt man sich wieder den Raum mit Materie erfüllt, deren Dich
tigkeit an der Stelle (x;/z) durch den Werth der Function .F gemessen wird, 
so bezeichnet das Integrale (121) W  die Masse des Integrationsraumes. In 
diesem Falle ist die Dichte in allen Punkten eines zu den Grenzebenen 
paralellen Schnittes constant.

S i tz b .  d.  i n a t l i c m . - n a t u n v .  CI.  L X I I I .  Jkl.  I I .  A b t h .
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I s t  z. B. F(£) =  -̂, so w ird , w enn  p c g 0 oder p > g x :

' W =
a dxdy dz

x  —  2 \ y —  2 /jd

W. =  nahes, lg  —-----

(124 ) { ffo~ P c_ r _
W2 =  nabe. J e —  g0 -+- p lg’ ^  ;

W3 =  nabe. \gx —  g0 h -  p lg ^ 1----£} .
( tfn -----P '9 o ~ P

F ü r  a =  b =  c =  1 und  X =  /j. =  —  |  w ird  p =  j ,  se tz t m an 
noch e =  1 und  g0 -+- g { -+- \  fü r g0, g v  so e rh ä lt m an  den W erth  
des In te g ra ls :

(125) w= 111 dxdydz
x - \ - y - \ - z

m it den  G ren zb e d in g u n g en :

(126) . < * - , * - . * < 1,
9 o < x  +  y  +  z < 9 \

und  zw ar w i r d :

(  =  71 O s 9i 9o) 9 o 2 > 9\^%i
(127 ) <Wt =  |  Tr (1 —  2g0 -+- lg  2 -+- 2 lg  9l —  1 g g Q) fü r g0 <  \  < gt:

[ W 3 =  l n  (2gt —  2g0-+-lg  ^  —  1 gg0) fü r g0< gxc ^ .

§• 28.

S e tz t m an in  dem  In te g ra le  (102) F(£) =  1 ,  so g ib t die 
.G leichung (108) m it H ilfe von (99), (100), (101) d en  In h a lt des 
In teg ra tio n srau m e s. In  d iesem  F a lle  können  a lle  angeze ig ten  
In te g ra tio n e n  au sg efü h rt w erd en  und  m an e rh ä lt ,  w enn  S  das 
g ed a ch te  V olum en beze ichne t, en tsp rech en d  den  d re i F ä lle n  (9 3 ):

( St =  jL abc (0 t —  0 O) s (gt — g0),
(128 ) 5 2 =  l « 6c ( 0 1- 0 o) ( 2^ 1- £2- ^ ) ,

( S3 =  labc (Q l — % ) ( g \ — gl),
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h ie rin  is t im  S inne  d er G leichungen  (1 1 9 ):

0 j  —  ©0 =  arc . tg  j ^ t g ^ j  —  arc. t g ^ t g y ) .  (129)

S etz t m an  im e rs ten  F a ll  0 t —  0 o =  2nr; so e rh ä lt m an den  
In h a lt Rp des R in g k ö rp e rs  , zw ischen den  be iden  P a rab o lo id en
(109), (110) und  den  p a ra lle len  E b en en  (1 1 1 ), (112) und  zw ar 
w ir d :

W enn  sich  d ie le tz te ren  E b en e n  p a ra lle l zu sich  se lb st v e r 
sch ieben  un d  ih re  D istanz b e ib e h a lte n , so b e h ä lt gx— g0 d en 
se lben  W e rth  und  n ach  d er F orm el (130) b l e i b t  a u c h  d a s  
V o l u m e n  d e s  R i n g k ö r p e r s ,  w ie bei g le ich liegenden  C ylin
derflächen  c o n s t a n t .

D ie e rs te  F o rm el in  (128) g ilt noch für g{, =  s, d ie le tz te  
noch fü r gi =  e-1 d ie Sum m e d er h ie rfü r en ts teh en d en  A usd rücke 
w ird  g le ich  Sz , en tsp rech en d  dem  geom etrischen  S inn d ieser 
S ubstitu tionen .

F ü r  g0 =  o im d ritten  F a l l , g eh t die G renzebene (111) in 
eine das P arab o lo id  (309) berüh rende  ü ber und  fü r ©j — 0 o=:27r, 
gx= g  e rh ä lt m an  den  In h a lt Sp des S eg m e n tes , w elches die 
E b e n e :

Rp =  nabce(g1— g0). (130)

§. 29.

x  -  2\y  -  2[az =  a (g — p), (131)

von dem  ellip tischen  P arab o lo id :

x  y l z2
a bz cz’

(109)

abschne ide t und  zw ar w ir d :

Sp =  ̂ nabc. g%\ (132)

d e n s e l b e n  I n h a l t  h a b e n  a l l e  S e g m e n t e ,  d e r e n  S c h n i t t 
e b e n e n  d a s  P a r a b o l o i d :

53*
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8 0 8  Unf er  di nge r. Zur Theorie der simultanen Substitut, etc.

( 133)

b erü h ren .

D ieses E rg eb n iss  s te h t in  Ü bereinstim m ung- m it den  von uns 
1857  in  G r r u n e r t ’s A rchiv, T hl. 29, p ag . 209 au f anderem  Weg* 
en tw icke lten  R e s u lta te n 1.

1 S. a. Sitzungsberichte Bd. LX, II. Abth. p. 665.
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