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Zur Theorie der simultanen Substitutionen in zwei- und
dreifachen Integralen.

Von Franz Unferdinger,
Lehrer der Mathemati an der iffentlichen Obervealschule am hohen Markt in Wien.

(Mit 5 Holzschnitten.)

(Vorgelegt in der Sitzung am 9. Marz 1871.)

Einleitung.

Bevor wir zu dem besonderen Gegenstand dieser Abhandlung
iibergehen, sei uns erlaubt, die allgemeinen Gesichtspunkte, welche
uns bei Bearbeitung desselben leiteten, in Kiirze darzulegen.

Bezeichnen L, M zwei bestimmte Functionen der beiden
independenten Variabeln x, y, hingegen F irgend eine Funetion
von L, M und sind in dem Doppelintegrale:

u=[[F(L, M)dzdy, ()
die Integrationen auf alle reellen Werthe von «, y zu erstrecken,

welche zugleich den beiden folgenden Bedingungen entsprechen,
mit X, A, 4, &, als Constante:

ho<<L<2};, py<<M<yp,, )

so fiihrt man zweckmissig statt @, y neue Variabeln A, u ein,
durch die Substitutionen:

L=}, M=u. (¢)
Werden diese Gleichungen nach x, y aufgeldset, so folgt:
v=p,(% 1), y=9,(} 1), ()

wobei ¢,, 9, bestimmte Functionen bezeichnen.
Nun sind die Integrationsgrenzen beziiglich 2 und p. bezie-

hungsweise ), 4, und y,, p,, und wenn zur Kiirze gesetzt wird:
dedy dxdy

Q= R
dhdy. dp.dV ©
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wobei die Werthe der partiellen Differentialquotienten aus den
Gleichungen (d) zu nehmen sind, so folgt die Transformation:

X
) uzL lJ’MF(Z, p)Qddp.. !
o’ to

Q ist eine bestimmte Function von 2, p, kann aber auch ver-
moge der Gleichungen (¢), als Function von @, y dargestellt
werden, und da die Elemente der Integrale («), (/) absolut gleich
sind, so ist gestattet, beiderseits durch Q zu dividiren, wodurch
man erhilt:

() HF(L ) dedy=— L‘l jm FQ, p)d)dy.

)

Hieraus folgt z. B. fiir F(¢)=1:

() H(l'.% % = —2) (1 — 1)

Sollen die Integrationen nach @, y in dem folgenden Inte-
grale, auf alle positiven Werthe von Null bis Unendlich erstreckt
werden, so bedient man sich der Substitutionen x=r cos 0,
y=7sin O, durch welche Q=7 wird und man hat einerseits, da
die Grenzen fiir », © beziebungsweise 0, co; 0, L= sind:

oG (00 — ()
L L e (hdy_4 ,

woraus durch Trennung der Variabeln das bekannte Resultat
folgt:

[OO_I-: :
e de=-—.
Jo 2

Anderseits ist aber auch Q= #*~—¢?, mithin im Sinne der
Gleichung (¢):

1 Nach den gegebenen Bedingungen hat ) das Intervall von %, bis
%y, ebenso p. jenes von p, bis p; zu durchlaufen, ob aber ), py als untere
Grenzen zu nehmen sind, bleibt unbestimmt oder mit anderen Worten, die
rechte Seite der Gleichung (f) bleibt unbestimmt im Vorzeichen, welches in
jedem besonderen Fall nach der Natur der Function F zu ermitteln ist.
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—(=*4-y*) —a
® [, Vi3 .
————dwdy——1 i)
g [ [amy T ]

und hierin konnen die Variabeln nicht mehr getrennt werden.

Dieselben Substitutionen fiihren auch zu folgenden zwei
Gleichungen:

J.J’F[‘%J dedy— % (512—302)J':F(t) lfnl——ftz’
F Q‘ (k)
H dedy=/¢, —so)( F( ) 1

T

wobei die Integrationen links vom Gleichheitszeichen, sich auf
alle reellen Werthe von @,y zu erstrecken haben, welche zugleich
den Bedingungen geniigen:

2 02 2 2 )
grrytef fy<— <t )

unter ¢, ¢, £, ¢, reelle Constante gedacht.

In vielen Fillen sind die Substitutionen (¢) nicht anwendbar,
weil ihre Auflosungert () nach @, y nicht einwerthig sind; dann
setzt man:

L=f,0y p)y M=1,( 1), (m)

wobei £, f, schicklich gewiihltc Functionen bezeichnen und die
Transformation ist als gelungen zu betrachten, wenn die Bezie
hungen :

To<<fiC ) <<)py pro<<folhy 1) <<y ()
gestatten, aus ihnen die Integrationsgrenzen beziiglich X, u zu
deriviren.

Betrachtet man @, y als rechtwinkelige Coordinaten, so
bezeichnen die vier Gleichungen:

L=2y, L=2y, M=p,, M=p, (0)

in der Ebene der ay vier bestimmte Curven und die Grenzbedin-
gungen () besagen, dass die Integrationen auf alle Punkte auszu-

dehnen sind, welehe diese vier Curven umschliessen.
b1*
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Fiir das Integrale (8) in §. 1 ist der Integrationsraum ein
geradliniges allgemeines Viereck; fiir das Integrale (21) in §. 4
ist der Integrationsraum begrenzt von zwei Parabeln und zwe;j
durch den Ursprung gehenden Geraden.

Diese beiden Integrale wurden transformirt, durch simultane
Substitutionen wie jene (c).

Fir das Integrale (45) in §. 7 ist der Integrationsraum be-
grenzt von zwei Parabeln und zwei beliebigen parallelen Gera-
den; die zur Reduction dienlichen Substitutionen entsprechen den:
Gleichungen (m).

Sind L, M, N drei bestimmte Functionen von a, y, z, hin-
gegen F eine willkiirliche Function von L, M, N und sollen in
dem Integrale:

(») U=([[[F(L, M, N)dxdydz,

die Integrationen nach @, y, 2z auf alle reellen Werthe dieser
Verinderlichen ausgedehnt werden, welche zugleich den Bedin-
gungen entsprechen :

() <L <<y, po<<M<p,, vp<N<v,,

unter Xy, A, 4o Uy Yo ¥, CONstante Grossen verstanden, so ist es.

.. : . «* s .
zweckmiissig, statt @, y, 2 neue veréinderliche 2, p, v einzufiihren
durch die Gleichungen:

Q) L=, M=p, N=y,

vorausgesetzt, dass die Auflosungen derselben nach 2, y, z ein-
werthig sind:

(s) =0, V) y=9, % , v), =954 1 v):

Die Integrationsgrenzen beziiglich 2, p, v sind nun respective:
A A3 Mo By} Yoy vy und wenn zur Abkiirzung gesetzt wird:

dp.dv ~ dv dp.

dudv  dv dp

d)

. dm[(l;/ dz dy (lz] dy (dz dx  dz tla;) dx (dw dy dx ((y]
dp. dv  dv dp. ”

6 o= o

so folgt die Transformation:

Ay (B
(w) U =J J J FQ, p, v)QdAdpdy.

2o g g
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Die in () zur Berechnung der Functionsdeterminante  er-
forderlichen partiellen Differentialquotienten werden aus den
Gleichungen (s) abgeleitet, so dass Q als eine bestimmte Function
von ), p, v Zu betrachten ist.

Mit Hilfe der Gleichungen (») kann aber dieselbe auch leicht
in eine bestimmte Function von @, y, = umgewandelt werden und
da die Elemente der beiden Integrale (p) und («) absolut gleich
sind, so ist es gestattet, mit @ beiderseits unter den Integral-
zeichen zu dividiren, wodurch man erhilt:

M (B (V1
Jﬂw flmdydz:[ J” J FQ, p, v) ddpdy. (v)
R T

Ist speciell F(¢)=1, so folgt hieraus:

dadydz
[ (0,2 (pyp) (10 ()

Sind die Auflosungen (s) der Gleichungen (i) nach @, y, 2
nicht einwerthig, so setzt man:

L:f;()\z M V)) ﬁllzfz()v Py v)i N:]%O&, ) V)J (”)

wobei f,, f,» f, zweckmiissig erwihlte bestimmte Functionen be-
zeichnen und die Transformation des Integrals ist als gelungen
zu betrachten, wenn die Relationen:

ro<<fi(y py v) <<lpy o0 11 ¥) <Py vo <[} 1y v) <<¥p, (¥)

gestatten aus ihnen die Integrationsgrenzen beziiglich %, p., v
abzuleiten.

Betrachtet man «, y, z als rechtwinkelige Raumcoordinaten
$0 bezeichnen die Gleichungen:

L=lo, M=py N=v; | (2)
L=), M=y, N=v,

sechs krumme Oberflichen, und die Integrationen sind zu er-
strecken auf alle Punkte des Raumes, welcher von denselben
umschlossen wird.
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Fiir das Integrale (57) in § 10 ist der Integrationsraum
begrenzt von sechs Ebenen und die hierbei verwendeten Substi-
tutionen entsprechen den Gleichungen (») 1.

Fiir das Integrale (102) in §. 23 ist der Integrationsraum
gebildet von zwei elliptischen Paraboloiden, zwei beliebigen
parallelen und zwei sich schneidenden Ebenen; die in Anwen-
dung gebrachten Substitutionen entsprechen den Gleichungen (a).

Die folgenden Untersuchungen zwei- und dreifacher Inte-
grale, mittelst simultaner Substitutionen sind durchaus analy-
tisch. Die Auffassung der Variabeln als Punktcoordinaten ist
weder zur Herstellung der Functionsdeterminante €, noch zur
Discussion und Bestimmung der Integrationsgrenzen nothwendig.
Die in unserer Darstellung tiberall durchfithrbare Umsetzung der
Integrationsbedingungen in den geometrischen Begriff des In-
tegrationsraumes ist fiir die practische Anwendung der er-
langten Resultate auf Probleme der Physik und analytischen
Mechanik vortheilhaft.

§. 1.

Bezeichnet man mit @, y die unabhingigen Variabeln und
setzt zur Abkiirzung:

2) t=1—z—y,
so wird das Integrale:
(1) "= UF [%, ‘g]dm(ly

durch die beiden Substitutionen:

3) =M, y=uf,

in die Form umgewandelt:

_([_FO w o
(4) U= JJ(_‘[—{—)\-——i—I.},)a (l/\(Z‘U.,

! Im LXI. Band der Sitzungsberichte haben wir zwei dreifache Inte-
grale untersucht, deren Integrationsriume begrenzt werden von zwei con-
centrischen Ellipsoiden oder zwei solchen Hyperboloiden, zwei beliebigen
parallelen und zwei durch den Ursprung gehenden Ebenen.
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denn es folgt mit Bezug auf (2):

1

=133 “+
dv dt dx dt
7 P %)
dy _ dt dy . dt '
-t aT dy
a dt L, o 4
7 = @ =—1¢% Q=1¢, )

Ersetzt man in (1) @, y durch ’f, ;i unter «, b positive Con-
t )

stante gedacht, indem nunmehr:

(=1—2_Y (6 e=at, y=but, (7

« b’

so entsteht fiir das allgemeinere Integrale:

U:HF[‘; 2 ]dul v, ®)

di¢ Beziehung U=uabu, und wenn die Integrationen auf alle
reellen Werthe von w, y ausgedehnt werden, fiir welche mit
Aoy Ay Vo, Py @ls bestimmte constante Grossen:

. @ . y
"0<;t<"17 o<l b =P C))

so wird :

CE— drdp. (10)
Die Brauchbarkeit dieser Formel unterliegt aber der Bedin-

gung, dass fiir die Intervalle der Integrationen 1 -2+ p. nicht
Null wird.

M (e T
U:ab F 0’ »)
0+

8. 2.

Die Grenzbedingungen (9) erlangen eine geometrische Be-
deutung, wenn man x, y als rechtwinkelige Coordinaten be-
trachtet.
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Die Gleichungen (7), welche auch so geschrieben werden
kénnen:

11 TV v Y Y
(1) a b @ a =1 by’

bezeichnen zwei Gerade, deren Durchschnittspunkt dic Coor-
dinaten hat:

anr Im
(12) =y s

RS EUPREPLE ol gy G
y Fiy1 jedem Werthsystem 2, p entspre-
. chen zwei sdlche Gerade, welche die
Lage des Punktes (wy) bestimmen.
: Diese zwei Geraden gehen bezie-

hungsweise und unabhiingig von

den besonderen Werthen von 2, p.

durch zwei feste Punkte B und 4

(Fig. 1), deren Coordinaten sind:
<

r=o0, y==0, v=a. y=o.
Wiirde in einem besonderen Fall 1+ 72—+ p=0, so ist
¥ =00, y=oco und die Geraden (11) laufen parallel.
Die Integrationen in (8) sind nun im Sinne der Rela-

tionen (9) auf alle Punkte in der Ebene der Coordinaten zu er-
strecken, welche zwischen den vier Geraden enthalten sind:

1) « b =1 ) 3) a« b 1 bu,
oy P LY 4% rL Y _ Y.
2) « b =1 ., 4) a b by,

Die Geraden 1.), 2.) gehen durch den Punkt B, jene 3.), 4.)
durch den Punkt 4 und der Integrationsraum ist das allgemeine
Viereck 1234.

Wird in (8) der zweite Ausdruck unter dem Functions-
zeichen F weggelassen, so kann in der entsprechenden Trans-
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formation (10) die auf p. beziigliche Integration vollzogen werden
und man erhélt fiir:

@ .
V= HF [ﬂ] dady, (13)

wobei ¢ die Bedeutung (6) hat und die Grenzbedingungen (9)
unverdndert bleiben:

1 1 |
Nl 14
V= “bj %(1—!—)—!—}}.0)2 (124 p, )2 FOYd (14)
Fiir F())=1 erhiilt man hieraus den Inhalt » des Integra-
tionsraumes und zwar wird, da jetzt auch nach X integrirt werden
kann:
1 1 1 o 1
1—'—)\0—'—;10 oy +py T2y Taed—p)”

(15)

v=jy Lab (

Fiir 2)=2, py=p, }y=o00, py=oc erhiilt man hieraus als
Inhalt = des von den Geraden:

a b @ a b b’ «

ﬁ:_’_y_l_:v x Y Y i_,_-l"izl (16)

formirten Dreiecks den Ausdruck:

ab

v
HRL 2 ey yr, 17
Fiir diesen Integrationsraum wird nach (14):
. °  F(X) r” F(i—u)
—1 —_—ai " & — L — . 18
I z“bL EmEm d) oderauch ¥ 2(tb.o(l+/\—|-p—|—u)2d" (18)

Ist endlich %,=0, p,=0, =o0, so fallen die
Geraden 2.), 4.) mit 4B zusammen; 1.), 3.) bilden die Coor-
dinatenaxen und man erhilt die Fliche des Dreieckes 0AB=Lub.
Fiir diesen Integrationsraum wird nach (14):

V:;—abro (1F (* z)zd) (19)

In diesem letzteren Fall lassen sich die Integrationsgrenzen
fir @, y in (13), auf welche Formel sich die Gleichung (19)
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bezieht, auch direct angeben. Der Integrationsraum 04B wird
offenbar erfiillt, wenn man zuerst nach y integrirt, von y=o bis

& .
y=b [1——] und dann nach &, von #=0 bis x=«; man kann
{2

daher auch schreiben:

« (=3
(20) ‘{0 Bfr(%]dxdy:%abg i 03)2 a,

wobei ¢ den Werth aus (&) hat.

g 4.

Zur Reduction des Integrals:

. PR P
(21) HF (sz—i— yE+a, %)d&?(h ,

in welchem F eine willkiirliche Function der unter diesem Zeichen
stehenden Complexe bedeutet, bedienen wir uns der Substitu-
tionen :

(22) Voot a=), Voo gy —a=yuy,

um statt der unabhéingigen Variabeln @, y jene 2, p einzufiihren.
Hierdurch wird:

X . 2u .
(23) P=1—22, y= T—Tﬂ 2, (24) Q= i(1-+phH

und man gelangt zur Transformation :
(25) HIFQ, WA 1-+pB)drdp..

Indem 2, %, uy 1, gegebene Constante bezeichnen, sollen
in (21) die Integrationen auf alle reellen Werthe von x, y aus-
gedehnt werden, welche zugleich die Bedingungen erfiillen :

I,

(26) o <VaPyta <, Me< y
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dadurch werden die Integratioitsgrenzen fiir 2 und p, beziehungs-
weise 2, A, und p,, p;; man hat also die Gleichung:

i S A Ao A (b
”1«~[|/x2_|_yz+x, V“’_"*‘”_T":Jdﬂ.d.,/:}zj J O, pn(l+pydide. (27)
o ¥ 2o "y

Lésst man unter dem Functionszeichen F in (21) den zweiten
Ausdruck weg und dividirt im Sinne der Gleichung (¢) der Ein-
tion nach p vollzogen werden und gelangt zu folgender Re-
duction:

"Pya. (29)

)‘0

rjpwﬁy—zﬂ)

\/‘vg—l—yz dedy = (.”'1—}’-0)5

§. 5.

Betrachtet man «, y als rechtwinkelige Coordinaten, so
haben die vorstehenden Integrationen eine bestimmte geome-
trische Bedeutung. Der Integrationsraum ist begrenzt von den
beiden Parabeln:

y=N—2, y=2—20 29)
und von den beiden durch den Ursprung gehenden Geraden:
21y 2
y=—"— 2, y————a. 30
y=1_ w2 Yy=1— i (30)

Diese Grenzparabeln haben die a-Axe zur Axe der Sym-
metrie und ijhre Scheitel liegen beziehungsweise im Abstand 12,
+4, vom Ursprung, so dass letzterer der gemeinschaftliche Brenn-
punkt ist.

Bezeichnen «,, «, die Winkel, welche die Geraden (30) mit
der positiven Seite der a-Axe einschliessen, so bestehen noch die
Beziehungen:

e =tgp ey Py=1Y5% (81)

Fiir F())=1 gibt die Formel (27) den Flicheninhalt f des
Integrationsraumes:

f= 1 (02—28) 31y —t)+p3—ud . (32)
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8. .

Wir gehen aus von folgendem Doppelintegrale, in welchem F
wieder eine beliecbige Function, aber 2 eine reelle Constante be-
zeichnet:

(33) u=[[F(e—y?, a—2)y)dzdy

und fithren statt der Variabeln @, y jene p, » ein, durch die Sub-
stitutionen:

(34) a=0~-p-+-20, y=i—+7r;

hierdurch wird:

(35) r—yt=p—t, ¥—2y=p—)3 (36) Q=1
und man gelangt sofort zu folgender Transformation:

37 u=[{F(p—r% p—2®)dpdr.

Damit dieses Integrale einen Dbestimmten Werth erhilt,
setzen wir fest, dass die Integrationen in (33) auf alle jene
reellen Werthe von @, y erstreckt werden sollen, fiir welche
zugleich die beiden Bedingungen erfiillt sind:

(38) 0 <<w—Y<<s, gy<<N+ax—2y<yg,
wobei ¢, g,, g, positive Constante bezeichnen sollen.

§ 1.

Nach den Gleichungen (35) sind dann die entsprechenden
Bedingungen nach p, »:

(39) 0<<p—ri<s, go<<p <9,

von welchen die erstere auch in der Form geschrieben werden
kann:

(40) Vp—e<r<Vp
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und wenn die Wurzeln im absoluten Sinne genommen werden,
so ist » in seinem Intervall bestindig positiv.

Da ¢, ¢, unabhingig von sind, so kann nach den vor-
stehenden Bedingungen (39), (40) Vp—¢ zuweilen imaginir
werden und wir unterscheiden daher zum Zweck der Umsetzung
dieser Bedingungen in Integrationsgrenzen nach p, », folgende
drei Fille, indem zuerst nach », dann nach p integrirt werden soll:

<YYo Jo=:<Yp :=9: (41)

Im ersten Fall ist p—: bestindig positiv, die Bedingun-
gen (40) sind daher stets reell erfiillbar und es wird:

i ‘VI_’
w=\ | F(p—% p—21¥dpdr. (42)

Ju VP—é

Im zweiten Fall liegt « zwischen g, ¢, und wir theilen daher
das Intervall nach p in die zwei Theile:

S<IP <<y Yo<p<=&.

Im ersten Theil ist p—= stets positiv, daher sind die reellen
Grenzen fiir » wie friither l/p— |/p, im zweiten Theil ist p—:
bestindig negativ, dic reellen Grenzen fiir », welche anch der
zweiten Bedingung in (39) geniigen, sind daher o, Vﬁ Man hat
daher:

N V; (e
“:g F(p—% p —1®)dpdr—+ } j F(p—r% p—1)dpdr. (43)
Vi—s

@

Im dritten Fall ist p—= stets negativ, daher sind die rcellen
Werthe von r, so wie im zweiten Integral des vorigen Falls

o, Vp, also:
EJl ’V;
F(p—r* p—i®)dpdyr. (44)

Jggo

H—
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Diese Resultate gestatten noch eine Dbetriichtliche Verall-
gemeinerung, indem man in dem Integrale (33) neue Variabeln

einfithrend, “;, % statt @, y setzt und gleichzeitig tiberall b2 statt 2
( a

sehreibt, unter «, 6 positive Constante gedacht. Hierdurch wird
aus « in (33), nach Multiplication mit «b:

(45) v=||r (ﬁ —F e ’/Jdui y ;

«

die Grenzbedingungen sind nun folgende :

(46) o <— <s, a(g,—1) <a—2y <a(g,—N*)
und zwar ist:

47 U=ab. u,

worin fiir « dic Werthe (42), (43), (44) zu setzen sind, ent-
sprechend den drei in (41) unterschiedenen Fillen.

§ 8.

Betrachtet man @, y als rechtwinkelige Coordinaten, so er-
langen die Bedingungen (46) folgende geometrische Bedeutung:
Die Integrationen sind auszudehnen auf alle Punkte der Ebene
der ay, welche enthalten sind zwischen den beiden Parabeln:

) oy ay?
(48) W=y W= gy e

und zwischen den beiden parallelen Geraden:

(49) a—20y=a(g,—>?), *—20y=a(g,—»*).

Die erste Parabel geht durch den Ursprung und hat die
@-Axe zur Axe der Symmetrie. Wird dieselbe im positiven Sinn,
um den Betrag «e auf der @-Axe verschoben, so erhélt man die
zweite Grenzparabel. Diese Curven sind zu einander asymp-
totisch.
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Die nebenstehenden Fig. 2, 3, 4
zeigen die drei in (41) unterschiedenen
Fille.

Fir r=o0 wird nach (34) mit
Riicksicht auf die neuen Substitutionen
y=>0J, d. h. alle Punkte, welchen »—o
entspricht, liegen auf einer zur Axe
der a parallelen Geraden. Wie man
leicht erkennt, ist dieselbe der Durch-
messer jenes Sehnensystems, welches
zu den Grenzgeraden (49) parallel
lauft.

Da wir bei den vorhergehenden
Integrationen nur positive Werthe von
7 zugelassen, so beziehen sich die For-
meln (42), (43), (44) nur auf die eine
Seite des Integrationsraumes, welche
der genannte Durchmesser begrenzt,
wie in den Figuren angedeutet ist.

8. 9.

Setzt man in (45) F({)=1, so er-
hiilt man die Fliche des Integrations-
raumes; nun konnen die Integrationen
nach », p vollzogen werden und man
erhilt, entsprechend den drei in (41)
abgesonderten Fillen:

fi=3 bV Gi—V gs—V (g, =P -V {go—s)¥,
fi=%ab Vg1 V./n V(-’/1_5)3}; (50)
22;_ {l/g1_l/(/o}
8. 10.

Sind @, y, z die unabhéingigen Veriinderlichen und bezeich-
net F eine beliebige Function in dem dreifachen Integrale:

wlllm(z ¥
u _HJF [t ” J dadyd, (1)
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mit :
(52) t=1—av—y—z,
so ist es zweckmiissig, neue Variabeln 3, ., v einzufithren, durch
die simultanen Substitutionen :
(53) =t y=tu, z=tv.
Werden diese drei Gleichungen addirt, so folgt mit Riick-
sicht auf (52):

(54) 1

I T TR

womit die Hilfsvariabele ¢ durch die neuen Verinderlichen dar-
gestellt wird, und von nun an betrachten wir die rechten Seiten
in (53) als reine Functionen von 2, v, v.

Die partielle Differentiation derselben gibt unmittelbar:

dx dt  dx dt dx dt
;ﬁ-—t—f—)\jk, @—X(ITL’ d—y:)(z;,
dy di dy dt dy dt
a7 T e T
de (lt dz ) dt dz fy dt
o du. dy dv dv

und hiermit wird:

dyde  dyde [ dt (lt)
P S il Ul e o

)

dz dv  dz d2 dt

dpdy & dp dy

dedy dedy VL. dt

dedv  dv dp v’

de dy dz
dx’ d)’ da
addirt die entstehenden Producte, so folgt, da nach (54) :

Multiplicirt man diese drei Gleichungen mit — und

dt dt  dt

A dp dvy
nach kurzer Rechnung fiir die Functionsdeterminante @ im Sinne
der Gleichung () der Einleitung der Werth:

(55) Q=¢*
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und hiermit erhélt man als Transformation des Integrals (51):

= FQ, p, V) .
* —J‘”m;& drdp.dy. (56)

Um das folgende allgemeinere Integrale, in welchem «, b, ¢
positive Constante bezeichnen und

-1 _Y_*
=1 « b ¢ (58)
ist,
_ A
U= JU F [at’ b ctJ dadydz, (57
zu transformiren, setzen wir in (51) neue Variabeln einfithrend,
53—, %, %, statt @, y, z, wodurch bekanntlich die entsprechende
Functionsdeterminante Q— %c- wird und es zeigt sich die Bezie-
hung:
U=abe. u; (59)
wenn von nun an statt (63) die Gleichungen gelten :
T, Y P
E_M’ b =, - =t. (60)
§. 11.

Damit das Integrale U einen bestimmten Werth erlangt,
setzen wir fest, die drei Integrationen in (57) sind auf alle jene
reellen Werthe von x, y, z zu erstrecken, welche zugleich die
Bedingungen erfiillen:

@ y %
)\0<ﬁ<kl, o <<y Hp W< (61)
in welchen Xy, A, 1o, 15 v v; Segebene reelle Constante bezeich-
nen. Dann sind, im Sinne der Gleichungen (60) in dem trans-
formirten Integrale (56) die Grenzen fiir die Variabeln %, u, v
beziehungsweise A, A,; p, 13 vor ¥ Mnd es wird:

N (i (s .

U= abcj J j M(lkdpdv. (62)
Ao o "0(1+R+P‘+v)

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl, LXIIT, Bd. II. Abth. 32
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Die Anwendbarkeit dieser Formel wird nur durch die Be-
dingung beschriinkt, dass innerhalb der Integrationsgrenzen der
Ausdruck 1+2-+p—+v von Null verschieden ist, denn fiir
1+2+p+v=0 wird die Function unter den Integralzeichen
unstetig.

§. 12.

Denkt man sich @, y, z als rechtwinkelige Coordinaten eines
Punktes im Raum, so sind mit Riicksicht auf (58) die Gleichun-
gen (60), durch welche die neuen Variabeln 2, u, v eingefiihrt
werden und die Grenzbedingungen (61), folgender geometrischen
Deutung fibig: Die Gleichungen (60), welche auch in der Form
geschrieben werden konnen:

v Yy _ F_ v
5 PR a)

; ) Y _ *_4_Y
(63) \ a+b+c_1 b’
r, Yy _*_4_*

a [/ c cy

bezeichnen drei Ebenen, deren Durchschnittspunkt die Coor-
dinaten @, y, z hat und jedem Werthsystem von 2, p, v ent-
sprechen drei solche Ebenen, welche die Lage des Punktes (wyz)
im Raum bestimmen?

Diese Ebenen gehen beziehungsweise durch drei feste
Gerade in der Ebene yz, z2, @y, deren Gleichungen sind:

A T
b+c__1’a+c_1’

Werden in der That die Gleichungen (63) nach @, y, z auf-
gelost, so folgt:

o al _ by . cv .
Tl dpy y= Ty’ ° 7 T pt’

64) =

fiir 1-+A+p—4-v=0, wird £ =00, y =00, z=00, d. h. die drei
Ebenen (63) schneiden sich in parallelen Geraden, der Punkt
(wyz) liegt in unendlicher Entfernung vom Ursprung.
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§. 13.

Die Integrationen in (57) sind auf alle Punkte des Raumes
auszudehnen, welche zwischen den sechs Ebenen enthalten sind,

«deren Gleichungen lauten:

A A B A A B
1')a+b+c ! aky 3')(t+b 1 by,
rL YL P d rL v,z Y
2) e ar’ 4')((+b+ ! by’
r oy .z
i v,
A D
b ey,

Je vier dieser Ebenen gehen durch einen Punkt und zwar
1.), 2.), 3.), 4.) durch den Punkt:
r=10, y=—0, 2=C¢,
1.), 2.), b.), 6.) durch den Punkt:
r=10, y=b, 2=o0
und 3.), 4.), 5.), 6.) durch den Punkt:
r=a, y=o0, 2=0.
Diese drei Punkte liegen beziehungsweise in der Axe der

z, ¥, @ in den Abstinden ¢, b, « vom Ursprung und die Gleichung
der Ebene des durch sie formirten Dreieckes ABC (Fig. D) lautet:

Z

Fig.s.
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rLY P
(65) a+b+c_l’

die Lage dieser Ebene ist also unabhingig von den speciellen
Werthen 2, 1,, w,, ete.

Die Ebenen 1.) bis 6.), welche den Integrationsraum begren-
zen, gehen paarweise durch die Seiten des Dreieckes ABC und
zwar 1.), 2.) durch die Seite BC, 3.), 4.) durch die Seite AC und
5.), 6.) durch die Seite 4B.

Fig. b zeigt die Gestalt des Integrationsraumes iiber der
Ebene ABC als schief abgestutzte vierseitige Pyramide.

8. 14.

Bezeichnen «, 8, y die nicht 180° iibersteigenden Winkel,
welche die Ebene (65) des Dreieckes ABC mit den Coordinaten-
ebenen yz, zx, vy einschliesst, so findet man nach den Lehren
der analytischen Geometrie des Raumes:

af PP R e
(66) t3“=T, tgﬁ=T’ tg‘)’:—'—ab—'

Sind 6,, 0, die Neigungswinkel der Grenzebenen 1.), 2.}
zur Ebene yz, so folgt aus ihren Gleichungen ebenso:

A, a/bic? A albrc?
0 . th — 1

=1 "o 7 BT T

oder mit Riicksicht auf die erste der Gleichungen (65):

tgo — tga, tg0,=

— o
T 142,

X1
T, 8
Sind analog #,, v, die Neigungswinkel der Grenzebenen
3.), 4.) zur Ebene za und ¢, ¢, jene der Grenzebenen 5.), 6.)

zur Ebene xy, so gelten fiir diese Winkel #hnliche Gleichungen
und man gelangt leicht zu folgendem System:
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A )\ A
tgb,= ﬁ tge, tgl, = 1—_'_’)7 tgo,

_ o oo
tgn, = 1—|—01J-0 9B, tgn= 1_!:;1'1‘ t9pB, (67)
Y v
t9by = 15— t9v t9k =11 —tgvs
0 1

durch welches die Richtungen der sechs Grenzebenen aus den
Integrationsgrenzen 2, A, 1, etc. und den Constanten a, b, ¢ des
vorgelegten Integrals (57) bestimmt werden.

8. 15.

Lisst man in (57) die zwei letzten Complexe unter dem
Functionszeichen F weg, handelt es sich also um das Integrale:

Y mF [gt]dwdydz, (68)

mit der Bedeutung von ¢ aus (58) und behilt die Grenzbedin-
gungen (61) unveréindert bei, so konnen in der auf 3, p., v beziig-
lichen Transformation (62) die zwei Integrationen nach v, p. nach
und nach ausgefiihrt werden und es folgt nach kurzer Rechnung:

_1 Ay 1 _ 1 B 1 1

e J.lo{(l*)‘*'Po"“’o)* [Eme TR FEw W (l+)‘+m+v,)"-}1«)‘)d)“
Setzt man hierin F(2)=1, so erhilt man den Inhalt » des

Integrationsraumes; jetzt kann auch die Integration nach 2 voll-

zogen werden und es wird:

1 1 1 1
— — +
' 14-0+po+ve  I+A~+Hpo+ve  L14hgt+pg+ve 14X+
=y abe. 1 1 1 1

— -+ -+ —
1o 4potvy  I+M4po+yy  14-dg+p+vy  14-ky~+py+vy

Dieser merkwiirdige Ausdruck gibt den Inhalt der schief
abgestutzten vierseitigen Pyramide 123456 (Fig. 5), deren
Grenzebenen durch die Gleichungen 1.) bis 6.) bestimmt sind.

(69)

(70)
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In der Figur haben diese Ebenen folgende Bezeichnung:

(1)...(1857), 4 ...(3478),
(1) 2) ...(2468), 5. ...(1234),
? 3.) ...(1256), 6) .(5678).

§. 16.

Istv,=—o0, so fiillt die Ebene (6) mit jener (65) des Dreieckes

ABC zusammen, die Seitenfliche (5678) wird zum Punkt € und

man erhilt aus (70) den Inhalt P der vierseitigen ganzen Pyra-
mide C (1234):

. 1 1 1 1

(12) P=gade {1+7‘0+E*o+vo Tl h ety IFdopmve Lhgpmbvg|

Ist v=oc0, p,=oc0, so fillt in der Pyramide C (1234) die
Ebene (4) mit jener (65) des Dreieckes ABC zusammen, die
Seitenfliiche (3478) wird zum Punkt B und man erhilt aus (72)
den Inhalt p der dreiseitigen Pyramide 2BC1:

1 1
T Agtprgtvy LA gy )"

(13) p=Labe.

Ist endlich v;=oc0, p,=00, A =00, vy=yv, uy=mp, =2,
so fallt in der Pyramide 2BC1 die Ebene 2.), 2BC mit jener ABC
zusammen und man erhilt aus (73) den Inhalt 7' der dreiseitigen
Pyramide 14BC:

abe

4 =1 "
(74 T=s 1+-A—+p—+v’

deren vier Grenzebenen die Gleichungen haben:

r_ ¥y *_ x

b T aX
r, Y * _Y
« ¢ b

(75)
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Fiir diesen Integrationsraum ist nach (69):
> FQ)
—1L
V=g ube J (Em——y
oder , (76)
V:%abcj FQ—+u)

(14 2A+p—4v—+u)? .

Fiir ;= o0, p;= 00 v,==00, A;=0, y=10, v;—o0 fallen die
Ebenen 2.), 4.), 6.) mit jener (65) des Dreieckes ABC zusam-
men, jene 1.), 3.), b.) sind jetzt beziehungsweise die Coordi-
natenebenen yz, a7, 2y und man erhilt fir den Inhalt t des Rau-
mes, welchen die Ebene:

A
PR SR A 1 (65)
vom Coordinatenwinkel abschneidet, den bekannten Ausdruck:
t=1 abe. )

Fiir diesen Integrationsraum wird endlich nach (69):

1 _FQ)

V=7jabc. J (1_'_)\)2 (78)
§ 17.

In diesem letzten Fall lassen sich die Grenzen fiir #, y, z in
der Formel (68), worauf sich die Reduction (78) bezieht, auch
direct beurtheilen. Der Integrationsraum OA4BC wird nach der
Gleichung (65) offenbar durchmessen, wenn man zuerst nach z

x

integrirt von z=o bis z=¢ (1 —(——%J hierauf nach y von
t

y=—o bis y=b [1— —J endlich nach # von =0 bis =« es ist

also:
)el-53
@ a a &
@ F®)
H S F(EJda:dydz=l‘;abc J aap® (1)
vorin ¢ den Werth aus (58) hat!.

t Ist der Raum OABC mit Matevie erfiillt, deren Dichte im Punkt
(xy) gemessen wird durch den Werth der Function F, so bestimmt das
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Durch diese Gleichung wird das dreifache Integrale mit
variablen Grenzen und einer willkiirlichen Function, auf ein ein-
faches mit constanten Grenzen reducirt.

Bekanntlich ist fiir 0 <<y <1:
I U ro
j (1) D= Snrm’

setzt man also in (79) mit derselben Bedingung F(X)==)", so0
wird auch:

(80) H

Die Richtigkeit der Formel (74) fiir den Rauminhalt des all-
gemeinen Tetraeders, kann auch auf deductivem Weg erwiesen
werden, wie folgt.

Betrachtet man das Dreieck ABC in der vierten Ebene (75)
als Basis und bezeichnet den Inhalt desselben mit B, so ist offen-
bar, wenn «, §, y dieselbe Bedeutung haben, wie in (66):

rr

x\" 1
L (Zi] dxdydz=§ abe S

8. 18.

—1 1 1
B=3bc cos -5 ac cos B+ ;ab cos v,
1

c?

1 1
B:;—abc‘/a—z—!—ﬁ—f—

Der Scheitel der Pyramide iiber dieser Basis ist der Durch-
schnittspunkt der drei ersten Ebenen in (75) und hat die Coor-
dinaten (64). Die Entfernung H dieses Punktes von der Ebene

vorstehende Integrale die Masse des Integrationsraumes. Bezeichnet )

. 0 @ . . .
irgend einen besonderen Werth des Bruches a0 S0 ist die Dichte constant

in allen Punkten der Ebene, deren Gleichung:

x oy =z 17
e Te T —a

und alle Ebenen constanter Dichte gehen durch die Gerade BC.
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ABC wird, nach den Lehren der analytischen Geometrie durch
die Formel bestimmt:

_r_¥y_*

e « b . 1
1 1 1 1 1’
(F—i—ﬁ—f-c—z (1—}—)‘*?—#—}—./)‘/’2 R

mithin ist:

(74)

§. 19.

Der Vergleich dieses Ausdrucks mit jenem fir v in (70)
zeigt, dass der Inhalt der schief abgestutzten vierseitigen Pyra-
mide zu betrachten ist, als die algebraische Summe von acht
Tetraedern, welche alle das Dreieck ABC in der Ebene (65) zur
gemeinschaftlichen Basis haben.

Auch dieses Resultat ist leicht deductiv aus der Figur zu
erkennen; denn es ist unmittelbar:

v=Pyr. C (1234) —Pyr. € (5678).

Bezeichnen wir die Pyramiden iiber der gemeinschaftlichen
Basis 4BC mit den Nummern ihrer Scheitel, so ist:

Pyr. € (1234)=(1)—(2) — (3) + (4),
Pyr. € (6678) = (5) — (6) — (7) +(8),
folglich:
v=0—=E@—=B)+®B—-0)+06+O—®). 6
Die diesen acht Pyramiden entsprechenden Werthsysteme

von ), p, v sind nun nach den Gleichungen 1.) bis 6.) und nach
den Bezeichnungen (71) folgende:

(D)oo 2y g Vo (B). . g oy Vi
(2). 2y 1oy Yoo (6)- -2y P vy
(3)+ g 1y Yy (1) v A 12y Yy

“4).. Ay Py Ve () Ayt vp5
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hiermit gibt die Formel (74) die entsprechenden Volumina und
deren Substitution in (81) fithrt genau zur Gleichung (70).

8. 20.

Wir gehen nun iiber zu dem folgenden dreifachen Integrale,
in welchem wieder F eine beliebige Function und ), p. constante
Zahlen bezeichnen:

(82) u=[[[F(x—y*—2*, *—20y—2pz)dxdydz

und fithren zur Erlduterung unserer Methode, statt der indepen-
denten Verénderlichen #, y, z, solche p, », © ein, durch die simul-
tanen Substitutionen:

x=p—+p-2r(A cos @ + u sin 9),
(83) y=~A-7cos 0,
? z=—p—+718in 6,

in welchen:
(84) p=A%+p2

Eine einfache Rechnung lehrt, dass:
(89) x—yt—2t=p—r?
(86) x— 20y —2pzx=p—p,
(87) tgo=""—".

Das Element dwdydz in (82) ist nach Lagrange durch
Qdpdrd® zu ersetzen, wobei die Funectionsdeterminante @ den
Werth hat:

dr d8 48 dr

dr d8 d0 ar

de (dy dz dy dz) y dy (dz dx dx dx dz (dx dy dx dy
dr a8 d8 ar)’

) ap ap
Da g, z von p unabhiingig sind, so verschwinden die beiden

letzten Glieder, ferner ist:

ﬂ_l, i”_cose 2% —gin 0, dl_—rsin@, 9 _ 1 eos @
dp dr dr de de

und hiermit wird:
(88) Q=r,
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so dass das transformirte Integrale nunmehr lautet:

w=/[[[F(p—r? p— p)dprdrd®. (89)

8. 21.

Damit das Integrale (82) einen bestimmten Werth erlangt,
setzen wir fest, das die Integrationen auf alle reellen Werthe
von @, y, # zu erstrecken sind, welche zugleich den drei Bedin-
gungen entsprechen:

o<ax—y*—2P<q, ‘

go<p+m—21y—2yz<yl, N (90)
r—p

t0<'m<t1,

in welchen ¢, ¢,, g, positive Constante, ¢, ¢ beliebige reelle Con-
stante bezeichnen.

Hierdurch werden die Grenzbedingungen fiir die neuen
Variabeln:

o<p—rt<s g,<p<yg, 0,<0<0O, (91)
wenn zur Abkiirzung gesetzt wird:

B,=Arc. tg ¢, 60, = Arc.tg¢,. (92)

Zur Bestimmung der Integrationsgrenzen fiir das trans-
formirte Integrale (89), unterscheiden wir drei Fille, je nachdem:

$<gp Jo<¢<Ygu > 4i- (93)

Die erste Bedingung in (91) kann auch die Form annehmen:
Vp—:<r<Vp, (94)

wobei, wenn die Wurzelgréssen im absoluten Sinn genommen
werden, » nur positive Werthe erhilt; da nun p immer
zwischen g, und g, liegt, so ist im ersten Fall in (93) p— ¢ be-

stindig positiv und die Grenzbedingung (94) durchaus reell
erfiillbar, man hat nach Integration in Bezug auf ©:

u=(9, —Go)rljyp F(p—1* p—p)dprdr. (95)

Jo Vl"‘i
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Findet in (93) der zweite Fall statt, so theilen wir das Inter-

vall von p in zwei Theile im Sinne der Relationen:
ETP <Gy Go<<pP <5
im ersten Theil ist p — ¢ stets positiv, also sind die reellen Gren-
zen fiir » wie frither:
l/p—s<1’<V]7;
im zweiten Theil ist p—«¢ bestindig negativ, daher sind die
reellen Grenzen fiir »:
o<r<Vp.
Man hat hiernach, mit Integration nach ©:

<

10 Vp Vp
(96) ”=(9;—90){JJ Fp—%, p—p)dzn'dr+j X F (p—r2 p—p)dprdr.
€ Vp—S Jo

o

Im dritten Fall in (93) ist p —¢ bestéindig negativ, daher
sind die reellen Grenzen fiir 7, wie im zweiten Theil der vorigen
Discussion:

o<<r<Vp

und es folgt, wenn wieder die Integration nach © vollzogen wird:
N rVp

(97) u=(0,— GO)I{ [ F(p—r?, p—p,) dprdr.
Jovo

§. 22.

Wiren wir unter iibrigens gleichen Umstinden von dem
allgemeineren Integrale ausgegangen:

(98) U= HJF [r —yP—2%, x—20y—2uz, Z:}; } dedydz,

so erhielten wir als Transformation :

U=[[{F(p—r* p—p, tg O)dprdrdo;
die Integration nach ® kann nun nicht ausgefiihrt werden und
an die Stelle der Gleichungen (95), (96), (97), treten die fol-

genden, welche wieder der Ordnung nach den drei Voraus-
setzungen (93) entsprechen:



90¥ Vp—e

g1 V; 6,
U:S g S F(p—1? p—p, tg O)dprdrdo, (99)
6,

nve (™ A
(]:}' j P j’ F(])——Tz; p_P7 tg @)dprd?"d@ __i_j j Z’E F(p_r.z, p—P; tg )dp?'drd@, (100)
¢ gov o 8,

Vp—: 6 90 o

41 V; 6,
UZS g [ F(p—r* p—op, tg 0)dprdrd®. (101)
g~ o 9
8. 23.

Diese Resultate lassen sich noch erheblich verallgemeinern, wenn man in dem Integrale (98) neue
Variabeln einfiihrend g, ‘Z—, Z— statt @, y, z setzt, unter «, b, ¢ positive Constante gedacht und gleichzeitig die
. b L. .
Constanten A, in )r—j’ ?a& verwandelt. Man erhilt so statt (98) nach Multiplication mit abc:
. z Yy 2 x—2y—2uz l)(az—czlu)J X 102
—JHF&“‘ﬁ 7 7 dlag—o ) (102)
und hierin sind die Integrationen auf alle reellen Werthe von =, y, z auszudehnen, welche zugleich den drei
Bedingungen entsprechen:

y z
i T
a(gy—p) <x— 20y —2pz<<a(g,—p), (108)
o2
b (az— c*) ¢,

0= ¢ (ay— %)

*939 USUOTINYNSONG USUBINWIS J9P OLI09Y], In7

108
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mit:
b2+ e
(104) p="
Mit diesem Werth von ; sind nun auf das Integrale V die

Formeln (99), (100), (101) ufmittelbar anzuwenden, denn nach
(85), (86), (87) wird jetzt:

} v o 2

(105) T R LT"':I) —

(106) x—20y—2pzx=u0a(p—p),
o b(az—c?p)

(107) tg @_70 (ay——bzﬁ

und man hat:

(108) V=uabe.U;

die drei in U unterschiedenen Fille entsprechen auch hier den
drei Voraussetzungen (93).

8. 24.

Betrachtet man in geometrischer Auffassung «, y, z als
rechtwinkelige Coordinaten, so sind nach den Bedingungen (103)
die Integrationen in ¥ (102) auf alle Punkte des Raumes auszu-
dehnen, welche enthalten sind zwischen den beiden elliptischen
Paraboloiden:

x oy 2
(109) L=t

x ¥ 2t
(110) (7:.1)_2_;_?_,_5)

zwischen den beiden parallelen Ebenen:

(111) x—20y —2pz=0a(g,—p),

(112) x—2y—2pz=u(g,—p)

und zwischen den beiden auf der yz senkrecht stehenden Ebenen:

. b (az— c*p) =t (ay — b))
11 0 ’
(113) b (az— c*p) =ct, (ny — b®)).



Zur Theorie der simultanen Substitutionen ete. 803

Das Paraboloid (109), welches durch den Ursprung geht,
hat seine Hauptaxe in der Axe der # und ein im Abstand «
parallel zur Ebene yz gefiihrter Schnitt ist eine Ellipse mit den
Halbaxen b, c. Wird diese Fliche im Sinne der positiven &> um
den Betrag ae verschoben, so dass alle Punkte derselben Parallele
zur Axe der w beschreiben, so entspricht diese Stellung der
Gleichung (110). Das zweite Paraboloid wird vom ersten um-
schlossen und beide Klidchen verlaufen asymptotisch. Die Be-
riihrungspunkte paralleler, die beiden Paraboloide (109), (110)
tangirenden Ebenen, liegen also in einer auf der Ebene yz senk-
rechten Geraden.

8. 25.

Die Gleichung einer das elliptische Paraboloid (109) bertih-
renden Ebene, welche parallel zu den Grenzebenen (111), (112)
ist, lautet:

x—20y—2pr=—ayp (114)

und die Coordinaten des Beriihrungspunktes sind:

b* P
{le(tp’ yl:T’ z1=—

= (115)

Die zwei letzteren Werthe leisten den Gleichungen (113)
identisch Gentige, folglich gehen die damit bezeichneten Grenz-
ebenen durch diesen Punkt ; sie schneiden sich iiberhaupt in einer
Geraden, parallel zur Axe der x, welche die Mittelpunkte aller
elliptischen Schnitte enthiilt, deren Ebenen parallel zu den Grenz-
ebenen (111), (112) sind.

Mit den Werthen (115) verwandeln sich die Gleichungen
(107), (113) in:

R k)
t2 0_0(3/'—3/1)’ (116)
b(z—z) =cty(y—y,), (117)

b(z—2z)=ct,(y—yy);
und die dritte Bedingung in (103) lautet nun:

b(z—=z,)
c—(—y?y—lj<tl. (118)

0
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Bezeichnen 7, », die Neigungswinkel der Keilebenen (117)
zur Ebene @y, so folgt aus ihren Gleichungen, mit Riicksicht
auf (92):

b b
(119> tg Gozgtg’?m tg®1 =Etg“/),
und der Neigungswinkel der Keilebenen (113) ist »,—mu, .

8. 26.

Findet in (93) der erste Fall statt, so schneiden die Parallel-
ebenen (111), (112) beide Paraboloide, im zweiten Fall schneidet
die Ebene (111) nur das #ussere Paraboloid (109) und im dritten
Fall schneiden beide Parallelebenen nur das idussere Paraboloid.

Die obigen Figuren 2, 3, 4 zeigen schematisch diese ver-
schiedenen Begrenzungen des Integrationsraumes.

Die parallelen Grenzebenen (111), (112) sind beziehungs-
weise tangirende Ebenen der beiden elliptischen Paraboloide:

xz y 2
e T a9
lL
(120 e
a2 TN

und da die auf p, », © beziiglichen Transformationen (99), (100),
(101) des Integrals U, nur abhéingen von p, nicht aber von den

! Da in der Relation (94) » positiv genommen wurde, so bezieht sich
der schliesslich erhaltene Werth des Integrals (102) nur auf einen der ver-
schiedenen Keilriitume, welche die beiden Grenzebenen (112) formiren. Bei
der periodischen Eigenschaft der Function tg © gestatten die Gleichungen
tg Og=¢y, tg ©,=¢, verschiedene Auflosungen und die obigen Formeln
beziehen sich auf jenen Keilraum, welcher dem fiir ©,, 8, in (92) acceptirten
Werthpaar entspricht.

Ist y=y/, 2=+ ein Werthsystem, welches die Bedingung (118)
erfiillt, so leistet auch folgendes Werthsystem Geniige:

y=2y —y, v=28 —7/,
aber dieses entspricht der Integration nach © von
0y =r+ arc. tg ¢y bis O, == + are. tg ¢,

deren Intervall dem obigen gleich ist.
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besonderen Werthen von 2, p., so folgt hieraus der bemerkens-
werthe Satz, dass das Integrale V(102) denselben Werth
behdlt, fiir alle Werthe von 2, u, welche demselben
entsprechen oder fiir alle Parallelebenen seines
Integrationsraumes, welche die Paraboloide (120)
bertihren.

§. 27.

Lasst man in (102) unter dem Functionszeichen F den ersten
und dritten Complex weg, so konnen im transformirten U die
Integrationen nach 0, » vollzogen werden und wenn 0,—@ ,=2=x
gesetzt wird, so entfillt in (103) die dritte Bedingung und man
erhillt den Werth des dreifachen Integrals:

w2y — 2
W— MF (#J dedydz, 121

mit den zwei Grenzbedingungen:

x oy A
0<<— —Y— 5 <g

a b e? (122)
a(go—p)<<a—2y—2pz<<a(y,—r¢).

Es wird, entsprechend den drei Fillen in (93):
W, = rrabcs.rlF( p— o),
9o

W,=mnabe. { Y F(p—p)pdp—--=. r’F(p —p)dp % . (123}
Jo Je )

W,=mnabe. J%F(p — p)pdp. S
90 /

Der Integrationsraum ist hier begrenzt von den beiden Para-
boloiden (109), (110) und den parallelen Ebenen (111), (112)1.

t Denkt man sich wieder den Raum mit Materie erfiillt, deren Dich-
tigkeit an der Stelle (xyz) durch den Werth der Function F gemessen wird,
so bezeichnet das Integrale (121) 17 die Masse des Integrationsraumes. In
diesem Falle ist die Dichte in allen Punkten eines zu den Grenzcbenen
paralellen Schnittes constant.

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LXIIJ. Bd. 11, Abth.
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1 .
Ist z. B. F(C):E, so wird, wenn p<g, oder p=>yg,:

_H[ adzdydz
T le—20y — 22

W, =rabce. 1g 'Zi

(124) - e
W, = rabe. {e—q,—+0lg ———F 4 e lpdt —F }
2 Jo+¢ gq — g P—
W, =rabe. ; — —|—olgg‘ _‘s
3 919 go—op!
Fir a=b=c=1 und A=p=— wird p=1, setzt man

noch e=1 und g,+1%, g, + 1 fiir g,, ¢g,, so erhiilt man den Werth
des Integrals:

(125) W J” _dadydzx

lo+y+72

mit den Grenzbedingungen :

1
(126) o<wx—yr—2F <1,
o <<T+Y—+2<<g,

und zwar wird:

W, =n(g9,—18 g,) fiir 9o=>5 N>
(127) { Wy=5n(1—2¢,+1g 2+ 21g g, —lgg,) fir Po<<1 <9y
W, == (29, —29,+18 9, —1gg,) fir g, <39, <3

§. 28.

Setzt man in dem Integrale (102) F(¢)=1, so gibt die
Gleichung (108) mit Hilfe von (99), (100), (101) den Inhalt des
Integrationsraumes. In diesem Falle kénnen alle angezeigten
Integrationen ausgefiihrt werden und man erhilt, wenn § das
gedachte Volumen bezeichnet, entsprechend den drei Féllen (93):

$, =g abc (0, —0,) (g, —go)r
(128) Sy =4 abe (0, —0,) (2¢g, —*—g5),
S, =5 abec(0,—0,) (91 —95),
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hierin ist im Sinne der Gleichungen (119):
b b
0,—0,=are. tg o tgm | —are. tg Etgno . (129)

Setzt man im ersten Fall ®, —©,=2=, so erhilt man den
Inhalt B, des Ringkorpers, zwischen den beiden Paraboloiden
(109), (110) und den parallelen Ebenen (111), (112) und zwar
wird :

R, =rabes (g, —g,)- (130)

Wenn sich die letzteren Ebenen parallel zu sich selbst ver-
schieben und ihre Distanz beibehalten, so behilt g, —g, den-
selben Werth und nach der Formel (130) bleibt auch das
Volumen des Ringkdrpers, wie bei gleichliegenden Cylin-
derflichen constant.

Die erste Formel in (128) gilt noch fiir g,—¢, die letzte
noch fiir g, —=«; die Summe der hierfiir entstehenden Ausdriicke
wird gleich S,, entsprechend dem geometrischen Sinn dieser
Substitutionen.

§. 29.

Fiir g,—o0 im dritten Fall, geht die Grenzebene (111) in
eine das Paraboloid (109) beriihrende iiber und fiir 0, —0,=2=,
¢,=yg erhilt man den Inhalt S, des Segmentes, welches die
Ebene:

x— 22y — 2uz=ua(g —p), (131)

von dem elliptischen Paraboloid:

x Yy 2P
abschneidet und zwar wird:
S, ="Lrabe. ¢*; (132)

denselbenInhalthabenalle Segmente,derenSchnitt-

ebenen das Paraboloid:
H3*
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x 9 i 2? N
—_—_ _— I
e a Y

(133)

beriihren.
Dieses Ergebniss steht in Ubereinstimmung mit den von uns

1857 in Grunert’s Archiv, Thl. 29, pag. 209 auf anderem Weg

entwickelten Resultaten!.

t 8. a. Sitzungsberichte Bd. LX, II. Abth. p. 665.
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