Zur Theorie der Gasdiffusion.
II. Theil
Von dem c¢. M. Ludwig Boltzmann in Graz.

VIL. Abschnitt.

Entwickelung und Eintheilung der Gleichungen, welche fiir den
Fall gelten, dass die Molekiile der diffundirenden Gase gleiche
Masse besitzen.

Ich habe im I. Theile meiner Theorie der Gasdiffusion das
Problem ganz allgemein behandelt. Die grosse Complication der
daselbst aufgestellten Gleichungen rithrt hauptséichlich von der
damit verbundenen Voraussetzung her, dass die Molekiile der
diffundirenden Gase verschiedene Massen besitzen. Es scheint
mir niitzlich, auch die Gestalt der einfacheren Gleichungen zu
untersuchen, welche man erhilt, wenn man die Massen der Mole-
kiile der diffundirenden Gase als gleich voraussetzt. Die so erhal-
tenen Gleichungen entsprechen freilich nicht mehr dem allge-
meinsten Falle der Diffusion, allein sie werden immerhin noch in
den in der Natur nicht so gar seltenen Fallen Anwendung finden
kénnen, dass die Molekiile zweier Gasarten genau oder wenigstens
nahezu gleich sind. Ieh will da von den Gleichungen 35) und 36)
Pag. 76 des I. Theiles meiner Theorie der Gasdiffusion ausgehen,
in welchen ich m= M setze.

Um einige Buchstaben zu ersparen, will ich jetzt die wirk-
liche Geschwindigkeit eines Gasmolekiils mit v,, deren Compo-
nenten mit &,, v,, &, bezeichnen, und statt dieser Grossen die
Variablen v =uv,./hm, £=&, .\ hm, v=1,./hm, ¢=¢,./hm
einfiihren.
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f(&n,8).dE. dn.d¢ soll die Wahrscheinlichkeit sein, dass die
jetzt gebrauchten Variablen ¢ v, ¢ zwischen den Grenzen & und
E+4-dt, v und v—+dn, ¢ und ¢+d¢ liegen, dass also die wirklichen
Geschwindigkeitscomponenten &,, 7, ¢, zwischen den Grenzen

£ E—+dE
—— und —— ete.
V hm V hm
liegen, daher ist ([/7m)3 £ (&, hm, n,) hm, &, ham) d&, dn,, d¢,, die
Wahrscheinlichkeit, dass &, n,, ¢, zwischen den Grenzen &, und
&,—dE&, u.s.w. liegen, Es tritt also an Stelle der im I. Theile
gebrauchten Function f(£, v, ¢) jetzt der Ausdruck:

(Vm)sf(él/m’ ﬂvma c‘/m)7

d. h. hat man f gefunden, so ist es mit |/Am?® zu multipliciren,
dann darin 5\/h—m fiir £ ete. zu schreiben, und endlich mit d€dxde
zu multipliciren, um die Wahrscheinlichkeit zu finden, dass &,
zwischen & und £+d& ete. liegt, daher tritt an die Stelle der
Gleichung 1) auf Seite 64 die folgende:

—3f _of of .9 '
\ hm %—{- ?f’; -f—‘fza—;'f‘ Cﬁl; Jdw, [pdp [de .+(ff,—Ft,) +

+ [dQ [pdp [fdo .+(fF—'F') =0 7).

Hiebei ist natiirlich » =1/ (§&—¢,)*+ (71—, )*-+(¢—¢,)? also
ebenfalls die mit |/hm multiplicirte relative Geschwindigkeit der
beiden Molekiile, =, H, Z sind auch die mit |/ multiplicirten
Geschwindigkeitscomponenten der zweiten Gasart.

Es empfiehlt sich ferner in den folgenden Gleichungen die
mit |/ hAm multiplicirte Geschwindigkeit eines Molekiils der zweiten
Gasart geradeso wie die eines Molekiils der ersten Gasart mit » zu
bezeichnen, da ja beide in den folgenden Gleichungen bloss die
Rolle von independenten Variablen spielen und eine Unterschei-
dung derselben nicht weiter nothwendig scheint. An Stelle der
Gleichungen 3) auf Seite 64 schreiben wir dann:

f=le+yz+E 9]

F=[C+To+L 0*)]e 78)
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Behufs Vergleichung der frither gebrauchten Buchstaben
mit den jetzt gebrauchten, wollen wir ersteren den Index w, letz-
teren den Index ¢ geben. Wir haben also

fol& m,6) = (| hem)? fi(&)f e, 0|/ Tem, &Y/ home 79)
daher gemiss der Gleichungen 78) und 3)

Vhm [cl+‘y,w+5|/hm<p (02 hem))e—* (Lot l] - Cobip(0%)) =

woraus folgt:
dey,

Co=C: ([ km)?, 0 9, (V%) = hP*mPo, (v*hm), (| hm)®y, = e 80)
dz

die Gleichungen 35) und 36) verwandeln sich daher in folgende:
Y (l—c+0562((L+p—i)+cw0wp.2(b+q—z——w)=
2n th . 81)

v; de
L —+ CZAYA+P—1) +c¢,C,n% (B —Z—W)=0
97':I/hm dz ( )+ (B+0 W)=

Nach Gleichung 38) auf Seite 79 ist

T 1 S 1 vth
’Uz

To; ¢ v¥ Tl 1
= _7' n_. Sow i J [—(5—1}? -+ (v; ;] —m"] pm—
V hm h2m? [hzm2 2 (o + 2, Od.re

- Far o) )

0

Bezeichnen wir daher mit ¢; oder auch um anzuzeigen, dass
diese Grosse bloss Function von v ist, mit ¢(v) den Ausdruck

0; (172)[ e +['vz+ —;«J J(lxe—“"] ..82)
0
50 erhilt man:
Cy (t = 4—“_;( v;).
/i —4(v:)
Setzt man in gleicher Weise:

G;= G(v) = O, (v?) [ge—”" —+ [172—{— %J rdwe—”z] .83)

0
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so ergibt sich:

Cody=

l/hm )

Ferner erhéilt man wegen Gleichheit der Massen nach
Gleichung 40) auf Seite 79

Cw by = ég(v) und

w

C, By=——=G(v).

\/hm

Setzen wir weiters:

..84
T (TN A N T e
3 \ Bt /3 \ B
..86)
v o 28 z
Plv)y= 2/3] D(2?) g—x'[_‘é__ x“)(l:v 42/ J(I)(‘zz) =" [_ vm3) da
R By ) B
so folgt:
Colle = e —p( )
Cw (o =— — P v
q Vh (»)
C,P,— —P(v
[/hm )
o Qu= 7=—=p(v)

l/

Endlich setzen wir:

2 ° :
= z®) dz (23— * da -+ xPe"
D szgo( Yda|( z’)L@ dz +z?*e—"] 4- ..86)

2_9 » oo
—+ [20172 ev*J e'dx + %] ,[ p(@®) we—dw

0

.87)
2 __ 1 0] 1 o0
2 2 v oE —* % :l 2 Y —®
-+ 2v [ opval Joe (Ir+—2”3 L(D(a:' Y e ™ do
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so folgt:
2
Cy Uy r——a 2 (’U)
hm
2
Col,=—=1I(v
V hm )
Coo %o = i
[/hm @)
Cpw, = —— I (v)
Y hm
CoZpy——1(v
th ®)
¢, W=
hm

Beriicksichtigt man alle diese Gleichungen und lisst im Fol-
genden die nun iiberfliissig gewordenen Indices ¢ weg, so ver-
wandeln sich die Gleichungen 81) in folgende:

% 9+ 0%(cq + ep—2¢i) + p2(Cy + cP—Ci—cl) = 0
5 .88)
‘)an '+ A¥ CG—+ CP—2CT)+p*(cG~+ Cp—cI—Ci) = 0

Hiebei ist & die Distanz, bis zu welcher sich die Centra
zweier Molekiile der ersten Gasart beim Zusammenstosse nihern,
A hat dieselbe Bedeutung fiir die zweite Gasart, wihrend p. die
Distanz vorstellt, bis zu welcher sich das Centrum eines Molelkiils
der ersten Gasart dem eines Molekiils der zweiten Gasart beim
Zusammenstosse ndhert; stellt man sich daher die Molekiile. als
vollkommen harte elastische Kugeln vor, so ist jedenfalls 2p=06+-A.
Es diirfte jedoch immerhin von theoretischem Interesse sein, auch
andere Werthe von p der Discussion zu unterwerfen, umsomehr,
als die Hypothese der Kugelgestalt der Molekiile auf keinen Fall
vollkommen der Wirklichkeit entspricht. Discutiren wir zunichst
den einfachsten Fall n=0, dann haben die Gleichungen 88) eine
selr einfache Losung, nimlich y=I'=0, ¢ und & sind zwei
beliebige, von einander verschiedene Constante.
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Es ist daher jede Gasart unabhingig von der andern im
Raume vorhanden und es gilt jede der beiden vorstehenden
Gleichungen 89) und 90) auch fiir ein einziges im Raume vor-
handenes Gas, die imfritheren discutirte Liosung y=0 und S=const.
der Gleichung 90) entspricht daher dem Falle, dass ein einziges
Gas eine constante, progressive Bewegung im Raume besitzt.

Es sei hier noch bemerkt, dass fiir den Fall =0 offenbar
keine andere Losung bestehen kann, da bei constanter Dichte des
Gases eine andere stationiire Bewegung nicht denkbar ist. Wire
7 von O verschieden, so wiirden wir den Fall erhalten, dass das
Gas in einer cylindrischen Rohre stationdr, aber mit einer von
Querschnitt zu Querschnitt verdnderlichen Dichte und Geschwin-
digkeit fortstromt. An dem Ende, wo die Dichte am grossten ist,
miisste fortwihrend neues Gas von der dort herrschenden Ge-
schwindigkeit nachgefiillt werden, welches in Folge des dort vor-
handenen Druckes mit wachsender Geschwindigkeit gegen das
andere Ende der R6hre stromen wiirde. Jedoch miisste der Uber-
druck so regulirt sein, dass an einer und derselben Stelle des
Raumes die Geschwindigkeit im Verlaufe der Zeit sich nicht
#ndern wiirde. Nach den Vorstellungen der Hydrodynamik wire
dieser Zustand als eine plane Schallwelle zu bezeichnen, die sich
in einem Gase fortpflanzen wiirde, withrend gleichzeitig das Gas
im entgegengesetzten Sinne eine der Schallgeschwindigkeit
gleiche Progressivhewegung hitte, so dass die Schallwelle immer
an derselben Stelle des Raumes stehen bliebe. Es fillt hiebei
freilich sogleich auf, dass bei einer derartigen Schallwelle, welche
wir als eine stationdire bezeichnen wollen, die Geschwindigkeit
des Gases wenigstens stellenweise der Schallgeschwindigkeit
gleich sein miisste, wihrend wir angenommen haben, dass die
sichtbare Geschwindigkeit des Gases immer klein gegeniiber der
Progressivhewegung der einzelnen Molekiile ist. Soviel ist klar,
dass, wenn die Gleichung 89) sobald ¢ von O verschieden ist,
iiberhaupt eine reelle Losung hat, der eine physikalische Bedeu-
tung zukommt, dieselbe jedenfalls mit dem Vorfalle der Gasdiffu-
sion, welcher uns jetzt allein interessirt, in gar keinem Zusammen-
hange steht, wesshalb wir uns auch hier nicht weiter in eine Dis-
cussion der, wie es scheint, dusserst schwierig zu behandelnden
Gleichung 89) einlassen wollen.
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Wir wollen jetzt sogleich zur Behandlung der Gleichungen
83) in ihrer allgemeinsten Geestalt tibergehen. Wir setzen zuniichst
zur Abktirzung:

(O%c+p2C)p(@)+(pPe+A%0)D(a) =W ()
und bezeichnen mit «’ p' i’ die Ausdriicke, welche aus « p ¢ ent-
stehen, sobald, man darin ¥ () an die Stelle von ¢ (2) setzt,
dann liefert die Addition der beiden Gleichungen 88)

'”(';;';I ) g/ p— 20 —0 .91)

Diese Gleichung hat vollkommen die Form der Gleichung
89), sollte daher die letztere, sobald ¢ von O verschieden ist, eine
Losung besitzen, so wiirde auch die Gleichung 91) eine ganz
analoge Losung fiir den Fall haben, dass y—+TI' nicht =0 ist; in
dieser Losung wiirde bloss die ¥(x) an die Stelle von o%cy(w)
treten. Es spielt also in Bezug auf diese Gleichung das Gas-
gemisch durchaus keine andere Rolle als ein einzelnes Gas, wie
es auch a priori evident ist. Wir wollen uns hier wieder bloss
mit dem Vorgange der Diffusion beschiftigen und denjenigen
Vorgang, den wir im fritheren als stationire Wellenbewegung
bezeichnet haben, von vorneherein ausschliessen.

Wir miissen also setzen

7+1'=0

und erhalten dann analog wie bei Gleichung 89) nur eine Losung
der Gleichung 91), némlich ¥ = const., d. h. das Gasgemisch hat
eine constante Progressivgeschwindigkeit. Bei dem reinen Vor-
gange der Diffusion muss auch diese ausgeschlossen werden, und
es ist daher zu setzen

() = (0%c—+p2C)p(2)+(nPe+A2C)D(2) =0 .92)
In diesem Falle liefert die erste der Gleichungen 88)
.93)
v N (OPA*— ) C 0 *u2c?+-20%A%c C+pPA*C* |
27:27—'_(020_'_'&20)'7_’- o\zc—l—u.zg' P= vre—+A*C

Die Gleichung 93) vereinfacht sich noch in dem Falle, dass
p2=9JA ist; setzt man alsdann
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In der That wird alsdann nach Gleichung 82)

— l:v e ( 2 EJ ° —Auf(l ]
g=9¢ g -+ U—I—2 € Z |.

0
Ferner liefert die Gleichung 84)

2 (v ., 2® o2 (o a? 5
p== ”3_30 e~ dx 5—”2—:1, J -+ ggo e~ " 5 —vz® |dx
o 0

Wegen

v 2n—1 p—0* v
N v e 2n—1 N
J e artde = — 5 +—3 J e~ a2y
0 0

verwandelt sich die erste Zeile des obigen Ausdrucks in

3,—0v* ?
gﬁ" [— v—;()_ —i—(%z —1] J e—”zx’*da:]

0
Ferner ist:
v3e—v*

Jve—”’a:“dw —_——— éj‘ve_‘”zlelx =
0 2 2Jo

—_ ,,33——1;3 3 —* 3(° —a? .
=—3 —Zve +Ze ax

0

Es ist daher der erste Summand des Ausdrucks p
1 1r ., v 1 4 N,
=P V423l | ¢ dz—+o (g—@_'_ﬁ" e
0
Ferner ist:

v

o 1,
[e"”'a:dx=§e—”' und

e

oo ’1)2
e dr =
v

2

daher wird der zweite Summand des Ausdrucks p
— ——v”[ 41}3 z]
LA G R

1 I v—z“ » soe_v‘:

daber
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Weiters erhilt man aus Gleichung 86)

3 ] 2 p—a
v [ad—a , ate
E:ﬁf dx[ J e 'dx—+ 3 ] —+

2
" Jo 2 0

v —1

+ 4v?p [ It e”"[ e—”"da;—n—%] Jxe-mz dx
0 v

Hier erhiilt man durch partielle Integration:

vévg—m(lm we‘”"dx—(vj-—v—zj et dp— | o l*[w4 wz]
Jn 2 P=87 1 cTME T

0 0 0

daher wird die erste Zeile des Ausdrucks

0 v 4
J e~ dx 4- {,80—2 [ e (lw(?wz—%] =

V] i

. 1}2 )
i—s (51

v N, ve™ 9o . O (v
=¢|5—1|| e ¥dr+y¢ —-e—”'—|——J e dx
3"(2 JL 4 8 8o?

die zweite Zeile des Ausdrucks ¢ aber ist:

[,02_ 1 " d i e—-vfrJ
cTrax
Pl | v

0

daher folgt

i=¢ {{v—z -+ i} Yc—-'«"’(laf—-l— [2_ ~1—]e—”2}
2 8, 4 8p
die Substitution dieser Werthe liefert g—+p—2i==0 und da ganz
in analoger Weise auch folgen muss G—+P— 2I=0, so sind die
beiden Gleichungen 88) erfiillt. Es ist dies tibrigens auch selbst-
verstindlich, da ja die Annahme p.=0 darauf hinausliuft, dass
die beiden Gasarten keine Wirkung aufeinander ausiitben. Es kann
daher jede von der andern unabhiingig sich mit beliebiger con-
stanter Geschwindigkeit im Raume fortbewegen.

Im Falle p=0, reduciren sich die beiden Gleichungen 88)

auf:
ooy +p—2i) =0 -89)
oy APC(G+-P4-21)=0 .90}

2m?
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so geht die Gleichung 93) iiber in:

Icc—f—Ci:g

=2r%6*.
v=2xr .

.94

Die Gleichung 94) begreift den wichtigen Fall, dass k=1
ist, in sich, dass also die Molekiile beider diffundirenden Gase
sowohl gleiche Masse als gleichen Durchmesser haben; es ist
dies der Fall, welchen Maxwell als den der Diffusion in sich
selbst bezeichnet.

VIII. Abschnitt.
Diffusion in sich selbst.

Wir wollen uns zunichst mit diesem einfachsten Falle be-
fassen und setzen

Ly
St ke C) F .95)

also fiir den Fall der Diffusion in sich selbst

-7
= 0) -96)
dann liefert die Gleichung 94)
Br =i—g ..97)
also mit Berticksichtigung der Gleichungen 82) und 86)
Be? =2Jv<p(x’) da|(a®— .iL)J "o dar + x4
0 0 .98)
-+ [(vz—l)e”"Jue*”"’ dv —|—v]J°§x'go (¥ e do —

0

3 2 )
— (%) [%e—”"—l— [‘v“ —+ %J] J e d.

0

v

Diese Gleichung kann zunéchst wieder zur Gewinnung einer
gewdhnlichen Differentialgleichung verwerthet werden. Ihre Ab-
leitung lautet :
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3pv*=¢(v?)[(—4v’—7) re—”" dv—2v%e="" |—vp' (v®)[v3e—"" +

0

+(20*+v 2)jve—”’ dv)] -+ 20v3¢” re—"" dv+ vz]r;(mz)Qme—”" dx
0 J0 v
..99)
Setzt man hier v?*=u,
xe® —a? Jp — —_
A we j o © T L@ ¢
und
00 2
J p(uw)e du=y(u)=b—r,u-—(r,—7,) zé—' -——-2;‘& ud—
so dass
pl)=—y'e", ') =—(@y"+y)e,
> . 1 dé 1
2\ pap—a* Jor — 2 PR _
L()o(af Ywe (la,—Qy(v ), o [1+2wJE—|—1
so lautet die obige Gleichung
3Ba=y"[2*+(2*+ %)S] “+y'[a*+20+(2%+- g.’v—l— %)€]+(m+w£)y
.100)

%+ (@t D]+ g2+ 2w+ 5)E]—

— o () [b— fte—“‘ o(@)dar) = 3Bawe”

Da mir die Auflosung dieser Differentialgleichung nicht
gelungen ist, so wollen wir wieder zur Reihenentwickelung unsere
Zuflucht nehmen. Vergleicht man die Gleichungen 86) und 49),
letztere im ersten Theile, so sieht man, dass die hier gebrauchte
Grosse ¢ aus den dort gebrauchten gebildet wird, indem man diese
mit 2~ dividirt und Am =1. Es liefert also die Formel 47)

n=o0 n=o0 k=n

.\ (2r+1)2npt1) q7l+3 N2 ‘—"+1(2n—2k+l)
= Z @3 Z 12(2n—2k—+3)

n=0
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ik k
[o]fk_[lJrk_l+...( 11 ]_b{v+2_vf+4—vs+ 8v7
%! On+b U+r2) 3B 37 359"
160? 32p11 (v3 31)5‘ v7 1999
+:—;.5.7.11+:~;.5.7.9.1z>,*‘] 514 T18 35811
83v1! J (v“ 21}7 v® ol J
+578913 " 47797 811 T15913
177 5,”9 ’U“ ,09 ’U“
(54 S IS I I R ’3(3.8.11 ' 4.5a13+")
T, ol
T 3.5.8.13 101)
wobei
b :f; (@)e—= da .102)
0

ist. In gleicher Weise liefert die Vergleichung der Formeln 82)
und 83) g=-‘:; darin Am=1 gesetzt, also wenn man iiberall die

Exponentielle in eine Reihe entwickelt

n=o0o

2 p2 —1\n—1 2041
_ T, v 121; Z (—=1)y—te? ottt 3 7,
(rg+ 3+ +. ) (i =v7r,+0%(t,+ 3)+

n=0

Ty 7,

71%3 , T2 Tt ‘ 9[ Ty
[6 % 30*2.3.5.7J+" 934

‘L'
e (2 *'5_3_0J

T3 Ty 2! %o

59 435 2357 2.3.4:.7.9]+

Ty T3 Ty 7y

9345 89 495 4351 8277+827511

)—l—.. 103)

. B oo . .
Es ist also g =, Wenn wir mit R dieselbe Grosse, wie im

dritten Theile der Theorie der Gasreibung, Seite 1245, bezeichnen.
Diese Werthe in die Gleichung 97) substituirt liefern nach der
Methode der unbestimmten Coéfficienten:
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b 177, 387,  8b

=3P %=""91 ~ 105 o1
2% 8,
T3 T 16

wobei f als gegebene Constante zu betrachten ist, 6 dagegen
muss erst zum Schlusse durch wirkliche Ausrechnung des Inte-
grales der Gleichung 102) bestimmt werden. Da

7o =9(0), T, =9'(0), T,=¢"(0).

so folgt dann ¢(x) nach der Maeclaurin’schen Reihe. Die
Gleichung 100) kann zum selben Zwecke dienen, wenn man darin
O ey
) — % E10gY). .. £— (
y y(o)—i—xy (0) ?g 2113(2"‘_1)

setzt, und die Coéfficienten simmtlicher Potenzen von x gleich
Null setzt. Um fiir sehr grosse Argumente eine semiconvergente
Reihe zu erhalten, kann man folgendermassen verfahren. Man
setzt:

h=2 j o(x®)ate " do + 2J [ (2®)— ]w:“de e~ ha +
0

v

~+ 2J [— — go(wz)}xdv{ e~da ...104)

0 0

dann verwandelt sich die Gleichung 98) in

v¥=[(v*—1)e” Jve—”? dv—+v] Jw?:vtp (®e* dz

0 ?

2[”3—”‘: (4 vz]v—v'%l,] J
——zp(v)ge |t g )| e |+ h—

0

oo oo ) T
— 2J o(x®)ate do — 2J [go(wz) — ﬁ—i’s] w‘”’(la:J' e dx+
» v z z 0

— dx —QCOJD (la:J “—da
0

0

-+ 2joo[l,o (wz)——%] xdxre

0

v = ...10b
+ 2| da (et +¢;) ({ e dz. )
0 0

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LXXXVIIL Bd. II. Abth, 5D
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Diese Gleichung werden wir spiter beniitzen, um iiber die
Grosse & einen Schluss zu ziehen, da aus derselben folgt, dass i
verschwinden muss, sobald ¢(v?) fiir grosse » in der Form

n=00
N on
: ,v271.+1
n=0

darstellbar ist. Man konnte sie auch beniitzen, um die Coéfficien-
ten dieser Entwickelung zu bestimmen, indem man einfach in die
Gleichung fiir ¢ jene Reihe substitnirt. Doch fiihrt es kiirzer zum
Ziele, hiezu die Gleichung 99) zu benutzen. Fiir grosse v reducirt
sich dieselbe zun#chst, indem man Glieder von der Ordnung e—
vernachlissigt auf

2) (4v® +v) +vp'(v?) (20* + v?) —
T

— 4yp3e” [maa(wz) we ¥ de=0 .106)

Die Differentation dieser Gleichung aber liefert:

1
ooy T I=C L

~+ (— 2¢* —1——)59(172)——(21)—;—1 3ﬁ

.107)

eine Gleichung, welche man iibrigens auch leicht direct aus der
Gleichung 100) hitte erhalten konnen; denn wenn man Glieder
von der Grossenordnung e~ vernachlissigt, so ist & = |/zwer,
daher geht 100) iiber in

2 +1)y"+ 2o+ 5+ )y +2y= ‘/GE_e—x 108)
nw

was durch Differentiation liefert
109)

(2 —f—lz)

3}
B

Vrw
was mit der obigen Gleichung 1C7) identisch ist. Diese Gleichung

ist besonders geeignet zur Bestimmung der Coégfficienten der
semiconvergenten Reihe,

1 1
QCaz+1)y"+ Le+T+ —)y"+(4— __2>y,=_
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Setzt man ndmlich

R ' (2r+-De,
So(vz) = Z v2n+17 b4 (vZ)____ Z (21’2T3)7
n=0 n=0
"o 7160(2724— 1)(2»—+3)e, +110)
(P (’U ) 0 41)211—0-::

so folgt:

Nn=00

6 ¢,—2¢
I/i ?)L/n__cov+ +Z, 2n+3 [(2n—+3)6pq2+

n=0

+(2n3+3n—1)c,q1 + }I(Qn +3)(2n—1)e, ]

und hieraus ergibt sich

68 95 2n*+3n—1 2n—1
Gy = _\/;) 6=— :rﬂ Cnte = 943 Coy1+ 4 Cn 11 1)

Folgendes wire nun der Weg zur numerischen Bestimmung
der Function . Man berechnet sie zuniichst mit Hilfe der Mac-
laurin’schen Reihe fiir kleine Argumente mittelst der Formel

2

o(@)=r, + @1, + —;—' Ty

Hat man die Function ¢ (#) von @#=0 bis o=« bestimmt, so
verwendet man / solange eben diese Reihe hinreichend convergirt.
Fiir grossere Argumente o + 3 die Gleichung:

(e B)=p(e) -+ By () -+ o y(a) ..

wobei man ¢’ (), 9" (a). . .aus der Gleichung 99) und deren Ab-
leitungen bestimmt. In dieser Gleichung ist

JDZD (W)etdu=10 —ftp(n)e—" du
% 0

zu setzen, wobei J@(u)e‘"(ln bezeichnet werden kann, da ¢ ()
0
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von « =0 bis =« bekannt ist, b aber ist als spiter zun bestim-
mende Constante mitzunehmen. Fiir sehr grosse Argumente kann
die semiconvergente Reihe benutzt werden und man kann wieder
zu kleineren unter Beniitzung der Reihe

2
o (a— ) = g()— By () == (2). .
unter Verwendung der Gleichung 99) herabsteigen.

Formeln, welche fiir denFall gelten,dass g eine ganze
positive Potenz ist.

Ehe ich zur Mittheilung numerischer Resultate schreite, will
ich noch Rechnungen ausfiihren, welche den im VII. Abschnitte
meiner Theorie der Gasreibung enthaltenen vollkommen analog
sind. Wir werden dadurch zwar keine neuen Resultate erhalten,
aber wir werden zu Formeln gelangen, welche zur Controle der
Rechnungen brauchbar sind, und bei derartigen numerischen
Rechnungen ist eine ausgiebige Controle geradezu unerldsslich.
Nach Formel 97) hatten wir

o g — v?
P = o0y

Gemiss der Gleichung, welche auf die Gleichung 82) folgt
und der ersten der Gleichungen, welche anf die Gleichung 87).
folgen, ist

9

/ hm . Vhm el
=_—0_C, 0, 1 — wbo
x 7 2r

ferner nach den Gleichungen 80)
(2

Cop(v?) = hP*m*o(v*hm) oder cw?w(ﬁJ = h*m?o,(u®)

so dass . .
_Vhw® . ke

(lyy t = Tﬂlw

wobei «, und ¢, aus den im I. Theile meiner Theorie der Gas-
reibung, Seite 77, mit « und ¢ bezeichneten Grossen hervorgehen,
indem man in letzteren das Argument v durch |/ hm dividirt. Es
ist also:
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75 o0 T ) v
Vim e—””J r%rj ydGe—mr*—torg VﬁgsadS[d 0-—=p{v*) =
0 0 0 0 V—hm

1 oo = o 2n
= ;e‘”’jr%]rj 'y(lGe—""'—%"!’J sade dOvp(v?)
0 0 0 0

P ;e—vaﬁdr [ “-y(lGe—""—ﬁ”"grsadSr;l0
0

0 0 0
(v +rga®— rysao) ¢[v? + 20r(ge*—ysa0) +rie?).

Will man zu diesen Gleichungen, welche wir hier nicht ohne
Umweg erhielten, direct von den Gleichungen 1) und 2) des ersten
Theiles meiner Theorie der Gasdiffusion gelangen, so bezeichne
man die mit |/km multiplicirte Geschwindigkeit eines Molekiils

mit v und man erhilt eine Losung der Gleichungen 1) und 2)
indem man setzt:

f==[c+ g2 +E&p(v?¥)]e—"
—[C—— (o

wobei fdédnd¢ die Anzahl der Molekiile ist, deren Geschwindig-
keitscomponenten zwischen i und (f/—'_ 5] etc.liegen. Dann ist
hm
=T fi=cem@ T p(v") & p(v))—E 9 (v )—E19p(v1)]
(F,—f Fy= e Cp(v%) — of 9 (v)—CE 9 (v'*)+ ek yp(v7)]

AT N . S
TR ekl winakd mhabi

die Gleichung 1) des ersten Theiles reducirt sich also auf
10— - Jdo, Jpdp [rdge=+) (¢ < O)[Ep(v) — Ep(v™)] =0
Bedenkt man, dass
E=va, &= va-+rage®—raysso—rayke® —ragksso-—raxson

dw, = r*drydGdK=1%dv, tdTdK, pdp = 6*ssdS, ¢ =0
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so folgt:
iy
2r%5%(c+C) :

wobei ¢ und ¢ die obige Bedeutung haben. Man sieht leicht, dass
auch die Gleichung 2) des ersten Theiles erfiillt ist.

Es ist nun unsere Aufgabe die Grosse ¢ fiir den Fall zu
berechnen, dass ¢(v?) eine ganze positive Potenz von v ist. Zu
diesem Zwecke setzen wir

c*=1, ga*—vysso=p

und bezeichnen mit M}”, den Coéfficienten von v?—1p2+2—3 jp
(v-+7p)(v2~+2vrp—+2*)?. Dann erhélt man aus M; den Coéfficien-
ten X; derselben Grisse in

2r

0

o
X, = ij d0.(v+rp)v'®

durch die Vertauschungen auf Seite 57 des zweiten Theiles meiner
Theorie der Gasreibung. Den Coéfficienten ¥ von v?—1y%+2—% jm
Ausdrucke

it

Y, = 1{‘ sa(lS[-dO(v—l—rp)v’ZP
TJo 0

. o1 e s
erhiilt man, indem man /¢ vertauscht mit ——, [22° mit
a+1

c! - ) 2 . soder di
D (aror Ty’ fiir letztere Ausdriicke gelten also wieder die

Werthe der Seite 58, fiir erstere um 21 grossere Werthe. Statt o2

ist 1—¢* zu setzen. Y »+?ist gleich Eins. Aus Y, wird endlich

der Ausdruck

(=] T o 2n
U,= lj e—""r3dr[ 7(16’0“2”"9{zsadSJ dO(v—+rp)v'®
TJo 0 0 0

durch die Vertauschung 22) meines zweiten Theiles der Theorie
der Grasreibung Seite 58 gebildet. Dabei ist jedoch zu bedenken,
dass hier jeder Coéfficient mit einer um eine Einheit niedrigeren
Potenz von » multiplicirt erscheint, wesshalb die Vertauschung
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hier folgendermassen lautet. Im Ausdruck Y? ist fir g« zu sub-
stituiren:

92022”—503?-—1((; “+p—>b+2)! (—1)
] (2p—0b)! (2p—b +a—+1)

2

den auf diese Weise aus Yll; hervorgehenden Ausdruck bezeichnen
wir zunschst mit U]’; dann ist

b=2p+2

U,— Z U —i. e
ya
o=1

Es ist nicht schwer, auch auf unsern Fall das Schema zur
successiven Berechnung von U, auszudehnen. Es ist ndmlich

(
M,=plr, Xy=glrt, ¥)= piz

dieses liefert also in die Summe:

i — 2% (u-p4-1)!
— Cu—!Cu+1)(p+2)

n=o00
u
v

Schreiben wir Y2 in der Form S4g?, so liefert es die Summe

p=00

A22—2 v2y.—-1(lu +p) ! _s
L @) G Tra) ¥

Wir erhalten also S,-+S,, indem wir in ¥} vertauschen g¢
2p—1
2u—1+a
fiigen wir die Ergénzung

mit und dazu addiren —2(p—~+p-+1). Zur Summe Z

l.l.:oo
Z 222 (p+p) !
2p—1)!

Fahren wir so fort, so erhalten wir das Schema:

n=1



Fiﬁg;gfs Vertauschung fir ge zumianchen Erginzung
1
2 —1) (2}L—|—1) -\ 229—’.’0‘@.—]( 9 )]
9 1 (2 2 p=+p
(+p+1) Zp—1+a Yy L @r—D)1(2e+1)
1
—(2p—2)(2p. —1)(2u+1) . N 23— (p+p—1)!
9 \ (2 3 p+p
(b=p) 2n—2%a Y Z Cu—1)!(2p—+1)
9 3)(2u—2)(2u—1)(2p+1) 3 92—ty (pp —2)!
Wty — 1 (2 ! |
(prp—1) 2p—3+-a Yy Z Cu—1)!(2p—+1)
2—p
b+t
2u—b—+1)1(2u—1)(2u+1) v 2221 (p-p—-h—+2)!
u+p—i+3) | CE 1y Y? ) ptp
(prp—b+3) 2u—b+1+a (=1 » b_{)_:_2 (2p—1)!(2p—+1)
20— 2p—1)1(2p—1)(2u+1) Yoti—1 | 1 25—ttty p)!
2u—p-+1 (Gp—2p p—p
(Zp—p+1) 2o—2p—1+a ’ D @r—1)(2ps1)

a8

‘muBwWzZijog
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Hier ist die erste Vertauschung in Y zu machen (auch ¢°

—1
ist mit 2p.+1 zu vertauschen) und dazu der mit Z]+2multi1)1ici1'te

erste Factor zu addiren, die Summen bezeichnen wir mit Z2. Fiigt
man die erste Erginzung dazu, so erhilt man die Grosse V3,
welche nur fiir p=1 mit U, tibereinstimmt. Alle andern Factoren
sind mit den vorhergehenden Z zu multipliciren. So ist

My=p, My=1
Xl=gl, X;=1

Y= (/ Yi=1, 7! =
22|J—" 2u.—1 ’[J.
Z (2;1.—1)’(214—1)
M,_2p 1, M3=38p, M*=1
X2 = 2¢°P+9*D+1, X3=3¢l, X}=1
[/ .
= 2/3"" %r Y'{=3/2.(/7 Yi‘=1

= Yg(10p—T), Z} =1/,(—8pP-+12p+2), Zt="/(4p>—p.+3)

O 281 1)) (4P pt-3)
0=, 3(20—1)1 (2p+1)

v=1
My =pl?, M}=4 %1%, M}=4p3+06pl, M}=8p?+-21, M3=Dbp, M;=1
X)=gB3, X2=4¢*B+29%), X3=4¢%13+ Ggy**s+6¢l?, X1=8¢**+-
+4y¥) 421, X3 =bgl, X;=1
Y =1,9, Y=, +%/e0% Y3=,9+"/,0% Y3="/39+29% Yi="/,9,Y;=1
Z3=1/,(6p.—T),Z8="/,(—23p>+39p.—10),Z4="1/,(42p3—104p2+
+60p.+26), Z3="2/,(—18p2+T6p3 —45p —19 ¢+30), 78="/, (6p5—
‘1 22|}——-.l,v '*~](U._2)'
Ln 3(2;}.—1)'(20—!-1)
(6. —14p‘*—|—29 —19p2+10p.—12)
Auch die Berechnung der Grisse iev* nach der Methode,

welche ich im IX. Abschnitte des II. Theiles meiner Theorie der
Gasreibung auseinandergesetzt habe, ist zur Controle nicht ohne

—14p*4-29p3—19p2+10p—12),U, =
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Nutzen, wenngleich sie selbstverstéindlich viel mithevoller ist, als
die Anwendung der zu Beginn dieser Abhandlung angewandten
Transformation der Coordination. Es bleibt dann fast alles daselbst
im IX. Abschnitte Vorgebrachte unverindert; nur an die Stelle
von J tritt »p—+v.

Es muss also jetzt gesetzt werden

m=2n+2
-An=(7'P+ 1})(2171"04-—?)2)”: Z A771:vm—]7-2n—m+2
m=n-+1
n=o0 Yo n—oom:"n+" ¢ (2
(n (1- l) 7) (4 l)
. 22 — b (P —1 a2
(rp+v)p(v”) = ZA" n! Z e
n=0 71—-0 m=n-+1
was liefert
A=y, L2=1

Ar=2p% A2=3p, Ai=1
=4¢% 4;=8p%,
=8s"
Hieraus entstehen die B durch die Vertauschungen auf Seite 89
der citirten Abhandlung; es ergibt sich

Bi=ygl, Bi=1

B =1(1—1)+g¢*(-—1-+31), Bi=3g¢l, Bi=1

B =6gl*(1—1)+2¢%*(—3+-5l), By=4I(1—)+4¢*( —1+3I)

By = 31P(1—2{+1*)+6g**(—1+61—D1*)~+g¢*1*(3—30l+3D1?).
Weiters findet man durch die Vertauschung auf Seite 81,

worin jedoch v»—! statt v™ zu schreiben ist,

V=00

1N (AR dor¥l  BvdrY
Z (9v

@—D2v+1) 3 3.5

2(4v*r*)v d?p?
2 __. R S A— —_—
00_20(2v)!(2v+1) g

Z°°(4v% B ord(dl-8ul?)  dvrtl  Spd

2
@@+ 5 15 )
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Ci= — 403, Ci=2v®
. 16 16 , 16
Ci=— B v, Ch= 3 Sv¥?l, Ci= 3»1;31"%2.

Hieraus entstehen die mit D bezeichnelen Grossen durch
die Vertauschungen auf Seite 113.

4 8 403
D= —3 vm—ﬁv3(a72+a:), Di=2v+ 3 (z+1),
4o 8
D} = % —+ —5173(3.2;'2—1—:5')2 D} =—4v%z, Di=2v3
16 . 16 16
D Z—?U3u 2, D 3 .T, Df:—?’l):;xz

Hieraus findet man endlich durch die Vertauschung auf
Seite 118,

2uor  4vo(a*+a)

El=—

0 3 15
El=vo+ —(a;'—+—1)
B =%’(T 1) 279 (300 p—1)
15
E} =—2v% (#—1)
El=—r 03 +%
, 4
E; = gv3a(w2——4w+2)
. 4r v c
Ei=—+ % +4/,v3a(@—2)
3
B—— Srov +4v a( ' 60-+-6)
: 15
n=o00 m=2n-2 11 3 s
o w__ 00 12V VT,
fe Z@ _Z+ B=3"1 s

Die Grosse ¢ ist identisch mit der frither mit b bezeichneten.
Es stimm¢ also dieser Werth in den Gliedern mit v und »3 iiberein.
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mit dem durch die Gleichung 101) bestimmten. Doch ist die
soeben behandelte Controle in ihrer Ausfithrung so mithevoll,
dass die vorher entwickelte wohl vorzuziehen sein diirfte.

Fiir die numerische Berechnung sei noch bemerkt, dass an
der Stelle von ¢ die Function

P(u)=g(u)e™ ... 112)
auch eingefiihrt werden kann. Setzen wir 6,=1(0), o,=1/(0),
a,=1¢"(0). .. so ist dann:

Oy=Ty, O, =T —Ty, Gy==T,— 27, =T, O3=",—37,+37,—1,...113)
daher liefert die Gleichung 101)

=09

T,
e k=
B SRS
+”3(gg+%)+”5(§.%_g?_%>+ (3?9_%—%“2?9)
+ (3 51 3611 3%621 326111 ~5a7 3811) +””(3.5.?:fg.13_
"3.51».(:)123_3.45:33_9?6123" TRERST ) 13) + 114)

wobei b = roqa(u)du.
0

Ferner ist nach Theorie der Gasreibung, IT. Theil, Seite 85

n=oo

R= (vo—r‘—i——;—‘:ri ]e"’";@_l_—?()ig;_*_—l)—_—
(gf I J Z (n+2()2v();;—|— N

_ Zv‘zn+‘2 22n—9L°'L
= (n—k~+2)L(2n—2k—+1)

n=0 k=v
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und wegen ¢=—

"=Z°‘° it - Q2m—2t g,
& b—l(?l_k+2) Cn—2k+Dk!

n=oo n=oo

v o) v2k+1 Z 2771,0‘371 . Z 29"6
= LL—JO k! = (71—1—2)3(271—!—1)_,z — i(n—i—?) (2n+1)01

92n—2 °'1 2'211—4 62 . . .
- (n+1)L(2n—1)1! - nli(2n—3)2! + .. =v0,+ 4,000,

(46, 4o, 0,) 326, 46, 26 o
3 5 9% 1 2 7 0 2
+U 61_,—” ( 5 + 5 +2)+'l7 (3.5.7 1+ + 1>+

16s, = 320, 202 203 ) uf 64a, 164,
(379+357' +g*taaz)t rodi taT et
16a,

3:>7+35+29+234:9)+ 115)

Obwohl diese Formel etwaseinfacher ist als die Formel 114)
so zeigt sich doch, dass die Werthe der Grossen = rascher ab-
nehmen, als die .

Zum Schlusse lasse ich noch einige numerische Werthe
folgen, welche ich der Giite Herrn Prof. Santel und Herrn
Hausmanninger verdanke. Dabeiwurdensowohl die = als auch
die ¢ berechnet. Als die beiden ersten Ableitungen der Gleichung
100) ergab sich

. 9 °
y" [+ (2 g) g]+y,,[2mz+.2_m + (22%+ 151:6—1—2) €]+

., 11 5 17 1 N
Yy [wz—a—?xﬁ— 3 —+(x*+62+ Z+@)€]+y[w—l—l —+(x—+- -2—)5] =3p

YV [ (x.z_*_%")g] + y”’[3_q;2—|—7x+(3w2+%w+%)€] +
33 33 5%5) 7
1t .2 2 __ —
—+y"'[3at+=1bw—+ 2+3>L+2 b+ 8w]€+
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43 1 19 59 19 1
M p? o _ L —
—+y'[a?+9v+ TS —+(2*+ I Sl sz)i]—f—

) 5)
—r—y[m—|—§+(a,+3 —+ AE)'E]—_—O'

Fiir die Grossen r und o ergaben sich folgende Werthe:

b . 2 8
Cr IR B N
. T6b 298
T8 B5.7.9 5.7.9
__ 176 6268
3= 385.7.9.9  5.5.9.9
. 3184b _ 146554p
“=35355.7.9.9.11 3.5.5.7.9.9.11
. 2166321166 . 206621080
%=35.5.717.99.9.11.13  5.7.7.9.9.9.11.13
b
Gozg—ﬁ
238 b
t™35H 9
. 29 673p

2~ 7 85.7.9 5.1.9

1659 442078
=35.799 " 5.5.7.9.9

. 6114416 2386693p
*7 3.3.6.5.7.9.9.11 3.5.5.7.9.9.11

g

B 3814299315 3766678485
%~8355.77.9.90.11.138 ' 3.5.5.7 7.9.9.9.11.13
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