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Über die Bessel’schen Functionen.
Von Leopold Gegenbauer.

( V o r g e l e g t  in d e r S i t z u n g  am 11. O c t o b e r  18 83 .)

In den folgenden Zeilen wird zunächst eine kurze Mitthei
lung über eine Classe von Entwicklungen nach B e s s e l ’schen 
Functionen erster Art gemacht, von welcher bisher nur einzelne 
specielle Fälle von 0. Sc h l ö mi l c h  und E. Bel t rami  behan
delt wurden; sodann werden mehrere bestimmte Integrale aus- 
gewerthet und einige Relationen zwischen bestimmten Inte
gralen abgeleitet, in welchen bekannte Formeln aus der Theorie 
der symmetrischen Potentialfunctionen, auf welche H. W e b e r  
und E. Bel t rami  aufmerksam gemacht haben, als specielle Fälle 
enthalten sind.

Bedenkt man, dass:

ist, wo die bekannte B e s s e l ’sche Function erster Art
bezeichnet, so sieht man, dass die Fourielöschen Reihen:

x

wo A die Reihe der ganzen positiven Zahlen durchläuft, falls die
selben als Entwicklungen nach Kreisfuhctionen, welche nach den
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Vielfachen cles Argumentes fortschreiten, aufgefasst werden, als 
specielle Fälle der allgemeinen Entwicklungsformen:

f { x )  =  V  A  x~'‘‘ J‘ (X.r)
L

cp (.r) =  ^  B , .x ~ ' ,J- Jtj-+ i  (X x )

wo /jl irgend eine reelle Zahl ist und A die Reihe der ganzen 
positiven Zahlen durchläuft, angesehen werden können. Den 
speciellen Fall jul =  g dieser beiden Entwicklungsformen hat Herr 
0. Sc h l ö mi l c h  in seiner Abhandlung: „Uber die B e s s e l ’sche 
Function“ (Zeitschrift für Mathematik und Physik, II. Jahrg., 
pag. 137 ff.) mitgetheilt und daselbst auch die Coefficienten 
dieser speciellen Entwicklungsformen durch Doppelintegrale aus
gedrückt.

Wenn man berücksichtigt, dass die Reihe der ganzen 
positiven Zahlen mit der Reihe der positiven Wurzeln der trans- 
cendenten Gleichung:

sin xz =  0

libereinstimmt, so sieht man, dass die angeführten Fourier ' -  
schen Reihen auch Entwicklungen nach Kreisfunctionen sind, 
deren Argumente alle reellen positiven Wurzeln einer bestimmten 
transcendenten Gleichung durchlaufen. Bei dieser Auffassung 
ergeben sich zunächst als Verallgemeinerungen der Four i e l ö 
schen Reihen im Gebiete der Entwicklungen nach BesseTschen 
Functionen erster Art die Reihen :

/ ‘O )  =  ^

wo die Grössen die verschiedenen reellen positiven Wurzeln 
einer der beiden transcendenten Gleichungen:

(ax)~  iJ- J'iax) =  o 

[(rt.r)- !J- Jj(ax)] '=  o

976 G egenbauer.

sind.
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Über die B e s s e l ’schen Functionen. 977

Ein specieller Fall dieser Entwicklungsformen, nämlich der 
Fall tx =  0, findet sich schon in F o u r i e r ’s „Theorie analytique 
de la chaleur“ . Die allgemeine Form wurde von Hermann Han- 
k e l in seiner Abhandlung: „Die Fo u r i e r ’ schen Reihen und 
Integrale für Cylinderfunctionen“ (Mathem. Annalen, VIII. Bd., 
pag. 471 ff.), L. Sc hl ä f l i  in der Arbeit: „Über die Conver- 
genz der Entwicklung einer arbiträren Function f (x)  nach den

a a

B e s s e l ’schen Functionen J(ßi x ) ,  J(ßzx ) , .  . , w o ß t,ß2,ß3f.

die positiven Wurzeln der Gleichung J([3) =  o vorstellen “ (Mathe
matische Annalen, X. Bd., p. 137 ff.) und in neuester Zeit in 
besonders eingehender Weise von Ul i sse  Dini  in seinem vor
trefflichen Werke: „Serie di Four ier  e altre rappresentazioni 
analitiche delle funzioni di una variabile reale“ (Pisa 1880) unter
sucht. Herr Ulisse Dini  hat auch die allgemeinere Entwick
lungsform, welche man erhält, wenn man für die Grössen die 
reellen positiven Wurzeln der transcendenten Gleichung:

nimmt, in dem oben erwähnten Werke ausführlich behandelt.
Die Coefficienten dieser Entwicklungsformen sind durch 

einfache Integrale ausdrückbar.
Die von Herrn 0. S chl ömi l ch aufgestellten Entwicklungs

formen können nun ebenfalls unter dem eben auseinanderge
setzten Gesichtspunkte betrachtet werden, und bilden dann spe- 
cielle Fälle einer allgemeinen Classe von Entwicklungen nach 
BessePschen Functionen erster Art, die nun kurz besprochen 
werden soll.

Die vonO. Schl ömi l ch  angegebenen Entwicklungen haben 
nämlich folgende Gestalt:

a

ux * J‘?i<ixj\— h(ax)—'J- J‘{ax )  =  o

? O ) =  X Ap>v)

wo die die reellen positiven Wurzeln der transcendenten 
Gleichung:
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(nz) 2 J 2 (ttz) =  0

sincl. Verallgemeinerungen dieser Reihen sind demnach die Ent
wicklungen :

f ( x )  =  ^  ä l x  J'x(p}x)
x

wo p  eine ganze positive Zahl ist und die Grössen px die ver
schiedenen reellen positiven Wurzeln der transcendenten Glei
chung:

1 ) (M -v) [wi J.^'fax) H - nxlJ^^ax)]'} =  0  [v ^  o]

sind, wo a, m, n reelle Constanten bezeichnen.
Ausser den schon erwähnten speciellen Fällen dieser Ent

wicklungsformen wurden bisher nur die Fälle:

978 Gr egenbauer.

1
~2 > P =  1 , v =  - 1

~2’
n =  0

f* =
1
2> P =  1, v =  - 1

~2’ m =  0

H- =
1
2~’

II o II 1 
~2 ’

n =  0

P =
1

~ ~ 2 ’

II o II 1
~2’

m =  0

welche trigonometrische Reihen liefern, deren Terme nach den 
reellen positiven Wurzeln einer der beiden transcendenten Glei
chungen :

J°(ax) =  0

J\ax) =  0

fortschreiten, von Herrn Eugenio Bel t rami  behandelt. („In
torno ad un teorema di Abel e ad alcune sue applicazioni. “ Nota 
del M. E. prof. E. Bel trami ,  letta al R. Istituto Lombardo nell’ 
adunanza del 20 maggio 1880. „Intorno ad alcune serie trigono- 
metriche.“ Nota del M. E. prof. E. Be l t rami ,  letta al R. Isti-
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Über die B e s s e l ’schen Functionen. 979

tuto Lombardo nell’ adunanza del 3 giugno 1880. Rendiconti del 
R. Istituto Lombardo. Serie II, Vol. XIII, fase. X  e X I, XIII).

In dem Falle v =  0 sind die Coefficienten dieser Entwick
lungsformen, wie schon erwähnt wurde, durch einfache Integrale 
ausdrückbar; in allen anderen Fällen lassen sie sich, wie nun 
gezeigt werden soll, durch Doppelintegrale ausdrücken.

Multiplicirt man die Gleichung:

mit a ^ + ^ l—x K)',~ i dx und integrirt in Bezug auf x  von x = 0  
bis x  =  -t-1, so erhält man, da:

22>-n(A)n(,a-4-A)

| o72ij-+2X+1 (1 —x 2)''-1 dx = n(fx-nX) n (v— i )  

2 h(jul—i—v -+- X)
0

ist:

Jv- (ax)x'^+i (1 —x zy ~ l dx
o

oder:

2) ( a x ) x ^ i (1— x 2J‘ 1 dx
o

0 > - i , v > o [
Setzt man in dieser Formel:

multiplicirt sodann mit y ’+ l Jv-+'’ (pzy) dy und integrirt von y =  0 
bis y =  fi, so erhält man die Relation:
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980 G egen bau  er.

Transformirt man clas Integral auf der linken Seite dieser 
Gleichung- durch die Substitution:

yx  =  z

so verwandelt sich dasselbe in:
a y

y — ( a + v — 1) ( p Ty ) c l y  |  J\>- (p'k z )  1 (?/Z -Z 2) -'“ 1 d z

0 0 
welches Integral auch in folgender Form geschrieben werden 
kann:

J?-(p-,z) z'x+ i dz (pxy)(yz—z2)v—1 dy

Mit Hilfe der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, 
von welcher die B es s e l ’sche Function erster Art ein particuläres 
Integral ist, findet man bekanntlich die Relationen:

r2 r2 
—  p  T

y(&+\p*y)y d =  j

JJ-+-'(apA), (apT)
P).[Jh-+v ( « p x ) ] 7, p ^ + \ a p , ) ]

(pi$p*y
[,/J+v(«pT)]', (apz) I

ja -f-v
apz ~ l \ J ^ ( a p , ) ,  [ > +v(apT],l

Man hat daher schliesslich die Formeln:
t a
J j (p/Z) z^+xdz J.j+V (pzy ) ( y z — ■ zzy ~ 1 dy =

Z

2>~ i II(v— Y)a

pKpf— Pr)

(ap,), (apz) 
p>.[>+v(ap*)]', p - ^ ' 1 (ap,)]'

(p>Mpr)

Jh- (pxz)z?-+i dz y - ^ ' 1- *> Jsx+V (p^y) (yz— z*y~l dy =

2 ''-2I I (v - l )r t2
~pV

JUL—t—V

ap,

>+v (apT)

— 1 \J*+''(apz), [ J H - ( « p T) ] '
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a
x(a(}v= X f» =  f J*+'' (py) (y2 — *2)v“ 1 dy

Über die B e s s e l ’schen Functionen. 981

Setzt man:

so findet man nach einigen leichten Rechnungen, dass diese 
Function der folgenden Differentialgleichung zweiter Ordnung 
genügt:

X" (*)-*- - ^ ± i X ' W + f V » = 2 ( v - -  * * ) » - * * + » ( « , ) -  

— («*•—Ä2)-'-1 > + — 1 (rtp)

Setzt man der Reihe nach:

1 1
~ 2 ’ V— 2

1 1
~ 2 ’ V— 2

1
- h V = 2

wo nx eine ganze Zahl ist, so erhält man für die dadurch entste
henden speciellen Functionen %{%) die schon von Eugenio Bel 
trami  aufgestellten Differentialgleichungen:

Z " ( * ) + P * X ( * ) + 7 ^ £I  +  - J0(?) a = 0  
/ l — ** ( 1 - * * ) !

,.,S 2 -/-> . ^  PJ°(P) J ‘ (PJ ftx W +  - X  ( . W x ( « ) +  +  —  2)| = °

x " w - ^ - w + « ^ w + ^ q - o
* (n* _**)■*

Es seien nun px und zwei verschiedene Wurzeln der 
transcendenten Gleichung:

(u-f-j) |;7l Ja + v  ( « # ) ] ' }  =  0  f (U .>  —  1 , V > 0 ]
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982 G egen bau e  r.

Alsdann verwandeln sieh die obigen Gleichungen in die 
folgenden:

a

j  y > +v(p>.?y) ( k v ) dy = 0  (p\^ p-d
0

0
(in ̂  0)

Aus der ersten von diesen Gleichungen folgt bekanntlich, 
dass die Wurzeln der eben erwähnten transcendenten Gleichung 
sämmtlich reell sind; denn hätte diese Gleichung eine complexe 
Wurzel, so müsste sie, da alle ihre Coefficienten reell sind, auch 
die conjugirte complexe Wurzel besitzen. Würde man diese zwei 
conjugirten Grössen für p, und p. nehmen, so hätte man unter 
dem Integralzeichen einer Function, welche im ganzen Integra
tionsintervalle stets dasselbe Zeichen besässe, deren Integral 
also nicht gleich Null sein kann, ausser wenn sie selbst iden
tisch gleich Null ist. Dies ist aber nicht der Fall, und daher sind 
alle Wurzeln der oben erwähnten transcendenten Gleichung 
reell. Man sieht ferner leicht aus dem asymptotischen Ausdrucke 
für die BessePsche Function erster Art, dass die obige Glei
chung unendlich viele Wurzeln besitzt. Aus der bekannten 
Form der BessePschen Functionen erster Art endlich ergibt 
sich sofort, dass die Wurzeln der Gleichung paarweise dem 
absoluten Betrage nach gleich und von entgegengesetztem 
Zeichen sind.

Für die erwähnten speciellen Werthe der Grössen p> und pz 
hat man die folgenden Relationen:

a a

f Jv-(p-f z)zv-+i dz f y—(\>-+'>—i) J,‘ Jr'>(p-y) (y2—zzy ~ id y = o
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Über die B e s s e l ’schen Functionen. 983

| dz  ̂y—( +̂'1 OJM-v (pTy) (yz—z2)v—1 dy =

m

\n *ss 0]

j J?-(p^z)zv-+i dz | y~ (h-+v_*) (p^y)(yz—zzy ~ idy =

2- -̂2ri(v— 1 )a z j j  /»Pt
m

/JL-HV

apx G > + v(« f> 0 ] ')8

[tŵ sO]

Ist nun die Function f ( x )  so beschaffen, dass nicht nur 
w^~p+i f ( x ) , sondern auch das Quadrat dieses Ausdruckes in 
dem Intervalle 0 . . . a integrabel ist, so hat man die Ent
wicklung :

f { x )  =  ^  Akcc~^~I>'> Jv-(p\x) [(a > — 1;
\

wo die Summation sich über alle positiven Wurzeln der 
erwähnten transcendenten Gleichung erstreckt und:

A  =
P>.

2 > - 2n ( v — i )  „•  j i -  ( ^ )  V  ( ^ ) 2| ( * + K * r ü Y

2 a

ztp—p-t-1 f ’(z) dz y—(\L+'>—i) J ^ ^  y) (yz— z2y ~ 1 dy

Pl

))2
m

apk ) \np'K.

% 1
y*+'l- i ,- lJ*+'>(ply)dy j" z2̂ -P+lf ( y z ) ( l —z2y - idz 

o [»*0]
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G e g e n b a u e r.

2 ''-2n ( v - i ) r t 2 l-i- np).
m

1— fj. —1— v' 
tipi

| z2'1-—-P+if(z )  dz JV’+ ' ^ y )  (yz—zzy ~ ldy

Px

2^ n ( , - i ) „ *  i + f * ) 1— —I— V ^

dp). lA+v(apx)],) s

yH-+v—p—i Jk-H-v dy z~v-~p+{ f(yz)  (1 —zzy  _1 dz

ist.
Setzt man speciell:

jj =  0

f ( x )  =  (ßx)~^ Jy (ßx)

wo ß von jeder der Wurzeln ihpx verschieden sein soll, so 
erhält man die Formeln:

(ßx )~^ Jv-(ßx) =  —  ß~^+v) {mJ^'Xaß)-\-nß[J^+',{aß')\l) .
an

[w^O]

(ßx)~'v- Jv-(ßx) =  — 13—̂ +v) {?wJiJ-+v(«ß)-t-w|3[JiJ-+v(«j3)]'}.an

I: P ) + i  x - 'yJv-(p} x)

[?w^O

Setzt man in diesen zwei Formeln: 

ß =  0
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so verwandeln sich dieselben in die folgenden:

n(fJL) aM -'-3
cc'1- =  , r[.------- r \ma~\-n( a+v )\ .

2 '~ l m n(/un-v) ( u n

Über clie B e sse l’schen Functionen. 985-

pi 2J ' ( p \ o o )
2

ap,. ) xno,
D ^ o j:

n ((a ) « ^ - 2 , . .

— 2-<„,n (,,+*)
pT 'J H pkv)

dp\

Aus der letzten Formel folgt für:

m =  1 , n =  0 , (j. =  ~

die specielle Relation:
2v— 1

__________ a ' ‘___________ I /  2  V  P k  2  s i Q  p l  X

Es soll nun auch ein Ausdruck für die Entwicklungscoeffi- 
cienten A\ für den Fall gegeben werden, dass die in der Glei
chung 1) auftretende Constante v negativ ist.

Es sei F(z) eine Function von * von der Beschaffenheit,, 
dass nicht nur z—2F(z),  sondern auch das Quadrat dieses Aus
druckes in dem Intervalle 0 . . . a integrabel ist. Dieselbe lässt, 
sich alsdann in eine Reihe von der Form:

F (z )=  J^B,

entwickeln, wo die Grössen die Wurzeln der transcendenten 
Gleichung:

3) a,— v) (aoi) -)-ncc[J,~'1 («#)]'} =  0
[v > 0 J ,
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986 G egenbauer.

sind. Diese Entwicklung ist innerhalb des genannten Intervalles 
mit Ausnahme einer discreten Punktmenge in gleichem Grade 
convergent und die Entwicklungscoefficienten B} sind durch die 
Relationen:

« 2 1 —
u— Vv * /  m \
ap\ ) \npi

a

2/— (|X— V - H 1) ( p x y )  (J y

[w^O]

By =
a* 1 'npi

m
1— (10-,

[m ̂  0]
gegeben.

Schreibt man in der obigen Entwicklung xz  für z, multi-
d%plicirt sodann mit (1—z)v_1 —  und integrirt in Bezug auf z von

%—  0 bis z =  1, so erhält man unter Berücksichtigung der Rela
tion 2) sofort die Gleichung:

/ ( # ) =  F ( x z ) ( l - z z)
dz V  2v—in(v—i) 

? z ) ( i - z * y - i ~ --------- i  — }
Pl

Bix'x~2',+2JJ-(p)x)  

[>— v> — 1]

Nun ist, wenn q der Bedingung:

0 < ^ < 1

genügt, bekanntlich:

2y sin qn r w2? du r F' (yzn) dz
F ( y ) - F ( 0 )  =

k  J (i—uzy  J ( i—z2) 1-1
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Über die B e s s e l ’scken Functionen. 

Unter den gemachten Voraussetzungen ist aber: 

F(0) =  0

987

ferner:

f  O )  =  P'(3fzu) (1— z%y~ x dz

Man hat daher für q =  v die Relation:

F(y)
2y sin vn r uz,f(u y ) du

k J ( l — u zy  
0

Es besteht also die Entwicklung:

[ju —  v > — 1 ,  0 < v d ]

wo die Grössen pi die verschiedenen reellen positiven Wurzeln 
der transcendenten Gleichung 3) sind und:

2V+ Ill(v —1) sin vn

1-

2/—(|J'—v) (piy) dy
z2'> l(yz)2\‘-^ -P + ? f (yz)\' dz

(1 - z ' y

2v+ 1II(v — 1) sin vn

npxla z 1 — P— v 
dpi > \npj

z2'> [z2v-~:2v—p+2 cp( )̂]' dz
r y - { ^ + i )  Jv-'>(p.t y)dy

(yz—^2)v
z

2V+Iü(v — 1) sin vn

[ « ^ 0 ]

nplaz
\ m

1— [l —  v 
ao,

([J1--'1 (ap^'Y

r , , T . N r z2'1 \(yz)2̂ > -^ < p (y z )}  'dz
.j y - ^ - ' )Jl’- ' l(piy)dy  j — -  -  —
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2 V+ I n (v  — 1) sin vtc

,u—v
«/>).

ist.

, ,  *  j V < ^ w

Geht man, wenn v =  — ist, von der Entwicklung:
Li

V fi  v _ i
F (z )= 2 _ j ß-t z * J  * (p,s)

aus, schreibt in derselben für z, multiplicirt sodann mit 
(l'%- =  und integrirt in Bezug auf z von 0 bis 1, so erhält man

\f 1— z%
in diesem speciellen Falle für die Entwicklungscoefficienten A}f 
die folgenden Ausdrücke:
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Über die B e s s e l ’schen Functionen. 989

J  2 (a p >.)

a  2 jj.— 3 2 jj.—  1

Es sind demnach auch für negative v die Functionen yJ h (z) 
die zur Isolirung der einzelnen Coefficienten tauglichen Multipli- 
catoren.

Es mag noch liervorgehoben werden, dass aus der Re
lation:

sofort folgt, dass in allen früheren Formeln, wenn n =  0 ist, die 

Multiplicatoren v (2) d u r c h -------— Zix-i, v (z) ersetzt werden

Ebenso sieht man auch, dass die in den Ausdrücken der 
Coefficienten A-L auftretenden Doppelintegrale durch partielle 
Integration noch weiter umgeformt werden können.

Ich gehe nun zur Auswerthung einiger bestimmter Inte
grale über.

Multiplicirt man die von Herrn L. S c h lä f  1 i abgeleitete 
Formel:

2 k
J"‘ (x) J" (tv) =  ' J"‘+n (2x  cos y) cos (m—n) y dy

(„Einige Bemerkungen zu Herrn N eum ann ’s Untersuchun
gen Uber die BesseTschen Functionen.“ Matliem. Annalen,
3. Bd., pag. 134 ff.), wo m und n ganze Zahlen sind, mit 
iV'j—m—n—\ dx und integrirt von x  =  0 bis x  =  oo; so erhält man, 
wenn man auf der rechten Seite der so entstehenden Gleichung 
die Integrationsordnung umkehrt und die von mir aufgestellte 
Formel:

können.
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990 G egenbauer.

to,— 2

4) x rj-~'‘~l J'>(ax)dx =  a‘~ rx / qv
n

0 < a < v H -  —
U

" ( n r )
(„Über einige bestimmte Integrale“ . Sitzungsberichte der kais. 
Akademie der Wissenschaften, mathematisch-naturwissenschaft
liche Classe, 72. Band, II. Abtheilung, Juni-Heft, Jahrgang 1875) 
berücksichtigt, die Relation:

„ , « - 2

Jm (x) Jn (x) Jfft-m-n- 1 (l x = -----
ttII [rn-hn—

cos (in— n)f cosTO+”~ “ fd y  [0 <za.<m-\-n-±-1]

Berücksichtigt man, dass:
7t

r2 7i II (ß)
cosPv cosyv dv =  ^rr. ---- B------------ -r------- [ß> — 11

J * " ‘ n ( ß p ) n ( ß p )

ist, so erhält man sofort:

oo II ( -̂— l'J H (m -hn-cc)
f Jm(x ) Jn(x) x a~ m—n~ 1 dx ------------------------------------------------------------------
l 2m+n~«+m (ni+n— ^j n (m—  |  jII(w —

[ o  <  a  <  ? n - f - w - f - l ] .

Setzt man speciell:

« =  m-\-n 

so erhält man die Formeln:

doc
J'n(x)Jn(x) —  =  0 [m ^  11 und m— n gerade]
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Über die B e s s e l ’schen Functionen. 991

oo rn— n — 1

0
\m n und m— n ungerade]

oo

Die erste und dritte von diesen speciellen Formeln liat Herr 
E. H eine mitgetlieilt(Handbuch.derKugelfunctionen, Theorie und 
Anwendungen von Dr. E. H eine, 2. Auflage, 1. Band, pag. 255 f.)

Ein anderes allgemeines Integral, in welchem das zuletzt 
angegebene als specieller Fall enthalten ist, kann auf folgendem 
Wege gefunden werden.

Multiplicirt man die Gleichung:

mit y * -l,~ ldy und integrirt in Bezug auf y von y =  0 bis y =  oo, 
so erhält man, wenn man auf der rechten Seite der dadurch 
entstehenden Gleichung die Integrationsordnung umkelirt und 
die Formel 4) berücksichtigt, die Relation:

5) Jn+’’ {pxy)Jn+'‘
n(2v— i)i

2P\ Pzcos?) ~ J\y \fpi -̂pl—2pipzcos ?)
0
■C''(cos<p) sin2y  du

oo

0

2 i v - « n ( v - i ) n ( v - i i (n-t-2 v— 1 ) [ n '

• | (p?-f-p2— cos?) 2 CH (cos©) sin2y d f
(i

oder nach einer von mir a. a. 0. mitgetheilten Formel:
Sitzb. d. m athem .-natun v. C l.L X X X V III. Bd. II . Abtli.
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9 9 2  G eg en b au er .

OO

f Ja+v (m ) J"*"' (?%y) y*-2' - 1 ( ly  =

2  ) n  (n-t-v) ■>

Setzt man speciell:

Pi =  h  =  P 

so verwandelt sich diese Formel, da

F ( ß  ;  3 1) ~  n(9—I)n(»—7- p— 1)
U ’ t’ > > n ( 4 — , 3 — 1 ) 1 1 ( 0 — 7 — 1 )

ist, in die folgende:

\J,i+-' (py)fy'J- - ‘- '  dy =

a -h ln 17- -hn— l  ri

Setzt man in dieser Formel:

p =  1 , «  =  2 , v =  1

so erhält man die Relation:

dy(Jll+\y)Y-jf =  2 (n + i )  t:n =  0 mid ganzzahlig], 

welche oben auf einem anderen Wege abgeleitet wurde.
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Multiplicirt man ferner die Gleichung 5) mit

(ccz-\-yz) 2 > (p 3l/x z^ -yz)yd y

und integrirt sodann in Bezug auf y von y =  0 bis y =  oo, so 
erhält man, wenn man auf der rechten Seite der dadurch ent
stehenden Gleichung die Integrationsordnung umkehrt, die 
Formel:

Jn+'> (Piy) Jn+̂  (pzy) J*(p3tfxz-h yz) (x z-h y%) 2ydy =

(piptyn (n )
2 3v_in  (v— 1) I I ( wh- 2 v— 1)

l l ( 2 v  — !)•

(rf-*-.0*— :2 Pi P tcos f )  - C»(c08 ?)siü‘2v ? d?

J ' j p *  l/a?*H-y8)

p\-*~p\— 2?\ Pz cos?0
y ’+'dy.

(x zA-yz) ä
Nun ist aber, wie Herr S on in e gezeigt hat (Recherches sur 

les fonctions cylindriques et le döveloppement des fonctions con- 
tinues en series“ . Mathematische Annalen 16. Band, pag. 1 ff.):

J>(a.y)y'l+l {x z-sr-yz) 2 J' (p3 jccz-\-yz)dy =  0

J> (ay) ?/'+' 2 ,P (p3 ]f x z-hyz)dy =

jX— —  1

= — <>'— g2) '  {x\[

*]

Li 3 '

und daher verwandelt sich die letzte Gleichung in die folgende:

j»+-’ (ply) Jn+'ip2y) JHp3 1fX z+ y z) (.r2-f-?/2) - y dy =

'23'J- 1 II (v — 1) II (n-h  2v - 1 )  ^
TI(2 v — 1 )

ri 2 v — 1\

64 *
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•J (pl— pl— pl+zpipz cosp}J- ' - \
0

J'— 10  h l — p\— p\-^2pipz co s? ) tf'/cos ? ) sin2y d r ,

wo

ß =  0, Tt, arccos
r,2 , , 2  r Z PlH~p2~p3

2 PlPz

ist, je nachdem

P ;5 < (P i-P 2) 2; pZ>iPi— pz)Z> (Pi— P2)Ä< Pa< ( p i p 2)2
ist. Den speciellen Fall n =  0 dieser Formel hat Herr S o n in e
a. a. 0. auf einem anderen Wege hergeleitet.

Aus dieser Formel leitet man sofort ab, dass;

ist, wenn pfi ~<(pi— p2)2 oder p ^ ^ ^ -H p .,)2 ist, und dass in den. 
übrigen Fällen die Relation:

besteht. Das Integral auf der linken Seite dieser Gleichung*, 
welches für n =  0 schon von Sonine mitgethcilt wurde, wird 
also nicht nur gleich Null, wenn sich kein Dreieck bilden lässt, 
dessen Seiten die Längen pv p2, p3 haben, sondern auch, wenn

eine Wurzel der Gleichung C't(a?) =  0 ist. Die Wurzeln dieser

oo

0

oo

0
II (») _  -n(2v— i ) i 2

• [ ( p l  - t-h +  h)  (Pi Pz i°3) (p  1 -t-fo — pl) (p2~+_p3 —  P l ) ] *

Q* \ Q*__Q&
diese Grössen so beschaffen sind, dass der Ausdruck

Pi Pz
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"Gleichung sind bekanntlich sämmtlicli reell und ungleich und 
liegen innerhalb des Intervalles — 1. . . h-'I.

Multiplicirt man die Gleichung:

Über die B e s s e l ’schen Functionen. 995

+ 1 '2-1 — 1
{XX)'1 •/-, - 7er/x,/i( l — y%) dy

2 f ^ n / 2 v  12 ) - 1

mit c zx ccv~'‘ Ja (yx) dx und integrirt von x  =  0 bis x  =  oo, so 
erhält man durch Umkehrung der Integrationsordnung auf der 
rechten Seite der dadurch entstehenden Gleichung, wenn man 
die von mir a. a. 0. mitgetheilte Formel:

T /  , t 11(2u.) y*
7») d* =  2 lr m

o M (cr-hy2) 2

welche gilt, so lange der reelle Bestandtheil von a grösser ist, als
«der imaginäre von y, berücksichtigt, die Relation:

J c zx x"- ‘ J‘ (ax) J‘- (yx) dx =

II (2 1x) ct‘y'>‘-
+i

(1— y z) 2 dy

2^+v j/"^n -Ji (yz~i~z2— oizyz-{-2cizyi)
I1J. +  1 
~~ö

Folgende specielle Fälle dieser Formel mögen besonders 
ihervorgehoben werden:

fj. =  0, v =  1, c/.y =  u
jj. =  0 ,  v  =  0 ,  y =  cos <p

(a =  0, v =  ^  ay =  u

lx =  0, v =  i ,  cc =  vi, XI/ =  w.

Dieselben liefern, wenn z und y reelle Grössen bezeichnen, 
die folgenden Integralrelationen:

/az— u%du

x  a7T_ a [/y 2 -f-(«-M w )2
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OO
1 e—\z\x j o  g j n  a  v  _ 1 _  _  _

0 00 ^ —a
OO

Da der Ausdruck:

+*
du

1f  x\-^y\-h(z—u f

die Potentialfunction einer homogenen geraden Linie von der 
linearen Dichtigkeit 1, welche die Punkte z =  — x und * =  h-x der 
z-Axe verbindet, vorstellt, so liefert die letzte Gleichung für alle 
z, welche der Bedingung |*|>|x| genügen, für diese Potential
function den von Herrn E. B e ltra m i in seiner Abhandlung: 
„Sulla teoria delle funzioni potenziali simmetriche“ (Memoria del- 
l’Accademia delle Scienze dell’ Istituto di Bologna. Serie IV. 
Tomo II.) mitgetheilten Ausdruck:

Wenn man die zweite von diesen Gleichungen mit 2nydy 
multiplicirt und in Bezug auf 7 von 0 bis 7 integrirt, so ver
wandelt sich die linke Seite derselben in:

00

0

00

0

während die rechte Seite in:

0
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Über clie B e s s e l ’schen Functionen. 997

den bekannten Ausdruck der Potentialfunction einer homogenen 
Kreisscheibe von der Flächendichtigkeit 1 und dem Radius y7 
welche sich in der #?/-Ebene befindet und deren Mittelpunkt der 
Ursprung ist, übergeht. („Das Potential eines homogenen Kreises“ 
von E. H eine. Journal für die reine undangewandte Mathematik 
ven B orch ardt, 76. Band). Die erste von diesen vier Glei
chungen liefert demnach für diese Potentialfunction die beiden 
Ausdrücke:

00 +T ,-------
\[yz— uz du

[az =  x\^-y\\7
von denen der erste von Herrn H. W eb er  in der Arbeit: „Über 
die Bessel'schen Functionen und ihre Anwendung in der Theorie 
der elektrischen Ströme“ (Journal für die reine und angewandte 
Mathematik von B orch ardt, 75. Band) und von Herrn Eugenio 
B e ltra m i a. a. 0 . mitgetheilt wurde, den zweiten hat in neuester 
Zeit Herr E. B eltram i in seiner Abhandlung: „Sülle funzioni 
associate e specialmente su quelle della calotta sferica“ (Memorie 
dell’ Accademia delle Scienze deiristituto di Bologna, Serie IV, 
Tomo IV) aufgestellt.

Die dritte Gleichung spricht die Identität zweier bekannter 
Ausdrücke für die Potentialfunction aus, welche auf einer in der 
Ebene z = o  gelegenen Kreisfläche mit dem Radius a den con- 
stanten Werth 1 annimmt.

Multiplicirt man ferner die Gleichung 5) mit e~z,Jy—̂  J'1 (yy) dy 
und integrirt in Bezug auf y von y =  0 bis y =  00, so erhält man, 
wenn man die Integrationsordnung auf der rechten Seite der so 
entstehenden Gleichung umkehrt und die eben abgeleitete 
Integralrelation berücksichtigt, die Formel:

00

6) J y-^  J,,+v (fr y )J n+'> (p2 y) Jv (7y) dy =

_°___________ (p1p8)v7|tn (2v)n(w)___________  ri i (2v - i ) -i2

2-iv+ij.—1 |/r̂ n(v— i)n   ̂ 1^ n(w->-2v—1)

-J-l 2jj.— 1
f (1—x z) 2 C^(cosy) dxdy

2 vH-3

-1 0 (pf-+-f>|— 2p!p2 cos y-h zz— yzx z— 2yzi) ~

2-7 | (yx )J °(c< x )~  2
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wo der reelle Bestandteil von % grösser sein muss, als der 
imaginäre von 7.

Setzt man in dieser Gleichung:

n =  0, v =  0, 7 =  y 'h =  lh

so verwandelt sich dieselbe in die folgende:
00

6>-M»J° (Piy) J° (p2y) sinhyp (xy) ̂  =

998 G egenbauer.

1
2k

+  X K

du df
]f p\-hpl— 2p,p2 cosy-f-*2-»-«2— 2zu

falls z und x reelle Grössen sind. 
Nun ist aber:

+* it
2 p2

du df
lp 2-hpl— 2ptp2 cos<p-hzz-t-uz— 2zu

[p* =

die Potentialfunction der Mantelfläche eines homogenen Kreis- 
cylinders von der Flächendichtigkeit 1, dessen Axe die z-Axe 
ist und welcher von zwei Kreisen mit dem Radius p2 geschlossen 
wird, die in den Ebenen z =  und z =  — x. liegen. Man hat 
demnach für diese Potentialfunction auch den von Herrn E. 
B eltram i in der zuerst erwähnten Abhandlung mitgetheilten 
Ausdruck:

4nPs dy
(pty) J°(p2ij) sin hyp (*y) -*■

Multiplicirt man die Gleichung 6) mit und setzt sodann
7 gleich Null, so verwandelt sich dieselbe in:

e—Z!ljn+v (pxy )J n+'‘ (p2y) dy =  ---------- n(w ) ü ( 2 v )-- - - - - - - - - - -
w i y  2 - ^ - i n ( v - l ) n ( w - f - 2 v — 1)

ri(2v— 1)-* C l(G 0 S ?) sin 2y d < p

ri
2v— 1 \fpi~hpl~hzZ— ^PiPz cos?
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Setzt man in dieser Formel der Reihe nach:

n =  0 ,  v —  0
n =  0, v =  0, =  pz =  ib, z =  2a, f  =  2^

so erhält man die Relationen:

die Potentialfunction einer homogenen Kreisperipherie von der 
linearen Dichtigkeit 1, welche in der #?/-Ebene liegt und den 
Ursprung zum Mittelpunkte hat, vorstellt, während der Ausdruck

die Potentialfunction einer homogenen Kreisperipherie von der 
Masse 1 ist, wenn man unter a und b die halbe Summe und die 
halbe Differenz des grössten und kleinsten Abstandes des poten- 
zirten Punktes vom Umfange versteht, so hat man für diese 
Potentialfunctionen die Ausdrücke:

welche man Herrn E. B eltram i verdankt, der den ersten in der 
zuerst angeführten Abhandlung, den zweiten in der Arbeit:

oo

ß~ lz]l,J ° ( p i y ) J 0(pzy ) d y
d<o__i_

0 0
oo

[ e~~a:/ (J° (lby)Y dy =  —
J TC .n jj l/a2— b2 sin2$

1 fss dtp

0

Da nun der Ausdruck:

oo

0
oo

0
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„Sülle funzioni cilindriche“ (Atti della R. Accademia delle Scienze 
di Torino. Vol. XVI.) mittheilte.

Schreibt man, um weitere Integrale abzuleiten, in der oben 
angegebenen S c h lä f l i ’schen Relation — n für n berücksichtigt, 
dass für ganzzahlige n:

J~~n(x) =  (— 1 )nJn(x)
ist, und setzt:

m =  n -i -2r  

2? =  '•p, 

so verwandelt sich dieselbe in:

- 2 ^  f lirfv

1 0 0 0  G e g e n b a u e r .

7) Jn+2r(x) Jn (x) =   -  J2r(x\[ 2-h2 cos -p) cos (n-t-r) tp dip.TT J0
x'

Multiplicirt man diese Relation mit e a x 2r+ l dx und integrirt 
in Bezug auf x  von x  =  0 bis x  =  o o ,  so erhält man durch 
Umkehrung der Integrationsordnung auf der rechten Seite der 
so entstehenden Gleichung, da, wie ich gezeigt habe:

v ai~

e -a ^ x '+ 'J 1 (azx) dx =  ĵ ^ + T  e ^

ist, die Relation:

—■— ( 1
e « x 2ŷ  J*+2r(x) Jn (x) dx =  * -----w  W  2',+1 7T0

t: a;3+cos'̂ )
Ö

e “ (l-i-costp)r cos(«H-r)^
o

Aus der Gleichung:

Js(a) =  L ^  I eK' c0s9C0S4tSdS

folgt:

„ rv rs 70 71 d°JS(a)e a i c o s  a c o s  C 0 S o Q. f l 5 . _  -------------------

i~~s d a 1
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und daher hat man schliesslich:

10 0 1

e a a?2,'+ 1 Jll+2r (x) Jn (sc) dx =

in+ra-r+1 dr ( — , / «
: 2 där \e \2i

Multiplicirt man die Formel 7) mit e ^ax 2r+1 rfa?und integrirt 
in Bezug auf x  von x  =  0 bis x  =  oo, so erhält ma$ durch Um
kehrung der Integrationsordnung unter Benützung einer von mir 
früher mitgetheilten Formel die Relation:

e Va a&r+ 1 J n + J n  ( ̂ )  (] ,X  =

-Ir-M Tt
(— 1)uII(4r —t— 1)« 2 [ cos(n-+-r)tp(1h- costp)},dtp 

~~ 2,'Il(2r)rr ] ±±?
° (1-4-2öH-2«C08^) 2

Nun ist aber:

cos(u-t-r) f  (ln -cos ipy dtp ( - l ) ’TI 4r-i-l

■ A r+ 3

(l-h2a-h2a costp) 2’ TI 2 r-h l

dr
dctr

cos(wH-r)^fty
2M-3 >

(l-f-2«H -2« cos-|) 2 )

( - ^ l ) ,l+rIl/w -i-2 r-f- ^  T ta ^ 1

ferner:

/  co s («H -r )^ ^
2r  +  3

(̂ 1 -1— 2(i—|—2 ( 1  cos tp) n(»-4-r)II i^(l-f-2«),1+2,'+ 2-

„  /4r-h2n-h3 4r-h2n-h5 . 4az \
---------------- 4 —  ’ » + r - H l ,

und daher:
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1002 G egenbauer.

e ^ax 2,"hl Jn+-r (x) Jn (x) dx =

Il(4r-i- l )n  (— g— j n (n + 2 r-h  j j  a~T

2^U(2r)Yl(n-hr) n

d'1 ( an+r /4r-i-2rcH-3 4r-f-2wH-5 4a2 y
* r  F ( ------- 3-------> ~ J — ’ Ĥ 1’ ( i ^ p j ;

Schreibt man in der S c h lä f l i ’schen Relation p^\[x%-h z z
m-\-n

für x, multiplicirt dieselbe sodann mit (x z-\-zz) 2 Jr(px)xr~ 1dx
und integrirt iu Bezug auf x  von 0 bis oo, so erhält man durch Um
kehrung der Integrationsordnung auf der rechten Seite der so ent
stehenden Gleichung, da, wie Herr Sonine a. a. 0 . gezeigt hat,

_____________ _  p
Jp{px \[ x z-+-zz) (x z-\-zz) 1 Jr(px)xr~ 1 dx =

2 - 1n(r— 1) Jp{pxz) i n
= ------- p ------ - — [ f >Pi  P > r — 1 > — 1]

ist, die Relation:
oo m-\-n

Jn{px \[ x z-sr-zz) Jm(pl \[ x z-\-zz)(Kx z-\-zz) Jr(px)xr~ l dx =

_ 2,TI(r— l)fT  
nprz

oder

' Jm+”(2p1 zcosp)cos(m—?i)<pdf [p >  2pt

Jn(pi \f x z-hzz)J ,n(pl \[xz-hzz) (x z-Jt-zz) 2 J}'(px)xr~ l dx =

_ 2' - 1 n (r— 1) Jm(pxz) J » (Pl g) r0 > 2ol
pr̂ m-hn U » l.r

Für z =  0 verwandelt sich diese Relation in die folgende:
o

n (V__1) ,-.»»+«
> 0 ,  * )  J " ( P i  d x  =  2 , ,+ , ,+ i - , - n ( „ , ) n ( w)

[ P > 2Pil.
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Auf demselben Wege lässt sich aus dev Gleichung 5) die 
Formel:

Über clie B e s s e l ’schen Fimctiouen. 1 0 0 3

J',(p1 x z-\-zz)J'(p2 ]fcvz-hzz) ( x z-\-zz)~'7 Jr(p x )xr~~l dx == 

herleiten, welche für z =  0 in die specielle Formel:
oo

[ p > P i + M
übergeht.

Durch wiederholte Anwendung des eben angewendeten 
Verfahrens findet man sofort die allgemeinen Relationen:

_6V

J',(p1\[xz-i-zz)J'>(pz]/xz-hzz)...J'>(ps / x z-\-zz)Jr(px)(xz-+-zz) 1 x r~ 1 d x —

O

J-‘ (pxx)J'‘ (pzx)..J'>(psx) J’Xpx)x>-*'-1 dx =  2 [2^n(v)]«~ P̂— prmf>-

[p->
O
J'"(Pi / XZ-\-ZZ) Jm(pl \/ x z-\-zz) Jm+n(pz \fxZ-\-ZZ) JmJr"(p3 \f x z-\-zz)

______ a(»i+/Q 2,,_ 1 ri(>— l )
Jm+''>(ps^XZ-hZZ)Jr(px) (x z-hzz) 2 x r~ y dx —  —

[p> 2 ^ p^ 3 -  -P.]

O

J’’(pl x ) j ,n(pl x)Jm+n(pzx)Jm+n(p3x ) . . Jm+n(psx)Jr(px)xr-< m+̂ - ldx =  

II(r— 1) (PiP2- ■ p*)m+n
"[2B,+,‘ TI (ro-hn)]*-1 2m+n+1- r prII (in) TI (ri) [p > 2 p 1-4-p8H-p3H-....H-pJ
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