
Die Gleichung des Strahlencomplexes, welcher ans allen 
die Kanten des gemeinschaftlichen Poltetraeders zweier 
Flächen II. Ordnung schneidenden Geraden besteht.

Von F. Mertens.

Es seien

(1) f x — a11 «22 #2 “f“ tt44 *^4 “ f" ^  U y  2 *^2 ^  3 ^ 3

+  2 an  ̂  # 4 +  2 rt23 x % x :i +  2 «24 -̂ 2 +  2 a34 a?3 x  4 0

(2) f ' x  —  a\ 1 +  < 2  ^ 2  +  ft/33 # 3  +  « M  ^ 4
-f- 2 o!y 2 ̂  # 2 +  2a'13 x Y x :i -4- = 0

die Gleichungen zweier Flächen II. Ordnung, A (s, t), <S>U (s} t) die 
Determinante und adjungirte Form der quadratischen Form 
sfx +  t f xf so dass also

saH+  ta'iV 
saa

s a, +  ta '.9, sa. a ' . s a . -t- t a'

A (s f) — i 21 21> 22 22’ 23 23’ 24 24
; j Srt31 +  S « 32  +  tu'lD S (lX\ +  t (1'm, s f / 34 +  ^ 3 4

j S«41 -f- fa'41, s « „  +  ta'„9, Äfl», +  fr /Ä„  sa„„ +  ta '43 43? 44 44

Sö
sa g t+ ^ ^ n  sa99+ ta '99, s«9.x-{-ta'9̂  sa9ll +  ta2 2 ) 23 23? ■ 24?

s« 31+ £ a '31, sa .}2 +  /a /.j2, sa^ +  ta1̂  $azn +  ̂ ft/34> w3 
s « 41 + 1 a'kX} s ak2 + 1 « '42, s rt43 +  £ «'43, s a44 +  a'44, m4 

m, ?/„ ?<-> u,. 0'1 "2 lt3
und es sei nach den Elementen s, t entwickelt

A (s, t^— As^ +  Axs3t +  Ai s%t%-{-A:is t3 -+- A t̂'4 
iß) £) — Fu. s3 +  Gu.szt +  G,u. s t2 +  F!u. t3,
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die bekannten Grundinvarianten und zugehörigen Formen der 
quadratischen Formen f x, f'x bezeichnen. Sind dann

Pv Qx 'l P27 ?2  j Pv (lz ‘l Pv ? 4

die vier Lösungen der Gleichung

A (s, t ) = 0 ,

so sind, weil die Determinante jeder der Formen

Pif'x +  qxf x, p tf x +  q j ’x, Pzfc +  q3f » ,  p j *  +  qj** 

verschwindet, die quadratischen Formen von uv uv uv  uk\

(ßY ?i)> ^u{lh,qz), ®«(Pvqa)> ®u(PvV4)
vollständige Quadrate und wenn demgemäss

®u(pv qx) — (?! ux +  £2«2 +  £3 u3 +  £4 u t f
$«(/>*, qz) =  (>7t «, +  -n% ll% +  rjs U3 +  v O 2 

^«(^37 3̂) — (£1 W1 2̂W2 £.3W3 4̂?0
^«(P4, =  (-̂ 1 «1 +  -̂ 2 W2 +  ^3W3 +  ^4 *0 2

gesetzt wird, so sind
£ £ £ £^17 -27 ^3 ; s 4

^17 ^27 r/37 ^4

^17 ^27 ^37 ^4

3  3  3  3

die homogenen Coordinaten je eines der vier Eckpunkte des 
gemeinschaftlichen Poltetraeders der Flächen (1), (2).

Um die Verbindungslinien der Punkte £, v, £, <3- durch Glei
chungen darzustellen, sollen linear-homogene Ausdrücke von 
der Form

ut zx -+- uz z% -f- 7/3 z3 +  uk «4 

vx zx + v zzz +  v3z3 +  v4

in üblicher Weise durch uz, v3} die (Pliicker’schen) Coordi
naten eines Strahles mit

520 Mertens.
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und der Ausdruck

Si  4 ( X 2 X '?> X Z ^ s )  SZ4 ( X 3 X '\ X 1 X>\v> S34 (^ ’l  X '% X Z X '\)

+  s23 (x x x'k X k X  t) +  s31 (x% X  4 x k x  2) +  s12 (x3x'k x^x'^)

mit {xx', s) bezeiclinet werden; die Reihenfolge der Strahlen- 
coordinaten ist so gewählt, dass, weun der Strahl durch zwei 
Punkte y , z bestimmt gedacht wird, allgemein für jedes Zahlen
paar aß

s*? =  £(;y*H— y?z*)

ist. Die Gleichungen der Verbindungslinien der Punkte £, vj, C, 3  
oder der Kanten des gemeinschaftlichen Poltetraeders in Strahlen- 
coordinaten lauten dann:

(vj£, s) =  0 (££,*) =  0 (&,«)  =  0
(£5-, s) — 0 (r/S, s) — 0 (£<3-, s) =  0

und es handelt sich darum, das Product

P =  ( v ; s) (££, s) (cvi, s) (£3-, s) s) (C-3-, s)

in rationaler Gestalt darzustellen.
Da, Uber alle Zahlenpaare aß =  14, 24, 34, 23, 31, 12 

erstreckt,

W“ VTj —  «r, V; =  2  («« —  «3 V«) (£«^3 —  £3 >!<x)

ist, so lassen sich die Gleichungen (5) auch in der Form

utivz — — O u^vt— — 0 u--vT. — u^Vi — 0
— Û Vf — 0 VriVQ — ?/g L'r, — 0 — ?/aVc =  0

darstellen, wenn man sich den (laufenden) Strahl als Schnittlinie 
zweier Ebenen n, v denkt, d. h.

S1 4 — Uz v 3 W3 v 2 S2 k ~ U3 Vl  U l V3 S3 4 — U1 V2 UZ V1

S23 —  " l  ^4 W4^'l S31 — lW2 ^ 4  W4^*2 S12 — W3 ^ 4  W4 V3

setzt. Ein Product von der Form (iuvT{ — u^v*) (m ^  — lässt 
sich nun durch die Coefficienten der Formen (3) ausdriicken. Es 
ist nämlich
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(meütj— «t)«0 ( «W — =  y£ü(—

und wenn der in uv uv n.v m4 und u,, i?2, v3, v4 symmetrische 
Ausdruck

1 /  Bfr.foQ 3<EM(«,Q 34>W(«,Q 3<&(«,Q'
2 \ 1 du, V* 3 uz 3 3 m3 4 3m4

mit 0 My(.9, t) bezeichnet wird, so ergibt sich durch Differentiation 
der Identitäten (4)

U ^ U ^ —  ^ u u f ^ P i )  ( J _ \ )  ^ 7 ) ^ 7 ]  —  ^ u u / ^ P z )  Q % )

n/(Pi) Q i )  V 7) ^ 7 )  —  & W /  (Pz> Q z )

uzvi =  ®UOi(j>v q,) =  <&„„/(p2, y2)
««»5 =  4>«/0(^p ?i) Mi v*i =  ®u/v(p2, Qt),

woraus

(«g ̂  — « 7, i>5) («£ t>' — u7 «0 =  OttM/ (j^, grt) <!>,„, (^2, q2)

+  ^ O t ,  ?*) — ®u»'{Pv Q l ) ^ ' ^ }  Qz)
^u/vi'Pi) Qt)^uv/( jh }  Qz) 

folgt. Entwickelt man diesen Ausdruck, so lautet derselbe

(u^v.n —  u-q Vt) («£ v ' —  w7 vQ =  2jp*_p| (F UU,F VC, —  F uv/F ufß)

-f- P\Pi (Pi Qz Pz Q\) (Ku, Gvv/ -4" F di-/ Guu/ Fw;t Gu/l, Fu/C Guci) 
+ P\Pz (p\(l l+ p \ fi li) (Fuut G[c, +  Fvo/ G'uul— Fui:l G'u/V — Fu,0 G'ui;/}  
+  (j)\ qz +  p\ q'D (Fuuf F'vv, -+- Fv0/F[lui — Fut:/F'uic — Fu/,: F;ui:/)
■+■ 2p,pzq, qz (Guui Gvi:i Gurj  Gui
I P\P% Q\ Qi { P i q% ~t~2h(h )  ^ Tu u fC j) v iC rii ( ruui Guo, Gu/V Gulv Gu/,)' 

+  qx Q% (p\ q\ +  pl q'f) (Guu/F[.v, -+- GvviF'uui— Gw.,F'u/r — Guir,F'uv/) 
+  %P[ 2h Qa Qz (ßuu i CVBi —  G'w., G'ulv)
+  q\q\{̂ 2jv Qz +Pz Q\)ißuui Flvi +  GLiFL, — G'uviF'uip— G'u/0F'ui:/y 
+  2 q'i q\ (F'^/F'rrj —  F^/F^).

Die hier auftretenden zehn Ausdrücke 

*UHiFee/ P Ul'l F u,c , F uu, G,.v, +  P Guuf F uv! (jruh- P u/„ Guv/ )

lassen sich alle in linear-homogener Weise auf sechs einfache 
invariante Gebilde II. Ordnung in Strahlencoordinaten zurück- 
fiihren.
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Es werde, über alle Zalilenpaare

a ß  — 14, 24, 34, 23, 31, 12 

und alle Zahlenpaare

a !ß ' —  l4 ,  24, 34, 23, 31, 12

erstreckt,

2  ( l l a a i  ^ßß/ ^<xß/^ßa/) ^a,J^a/ß/ —  ? (^ 1 4 ?  ^24? ^34? '^23? ^31) ^12^“ “ ?*'

2 («aa/ «ßß/ +  «ßß/ «aa/--- âß/ #ßa/-----«ßoc/ ftaß/) $aß «a/ß/ —

2  ((Iva/ ®ßß/ ^ « ß /® ß a /)  ®ctß’̂ a /ß /—  0*14? **24? ,'’34> '^23? ^31J ^ i z ) ~ ~ ¥ s

gesetzt und es sei

1 8ys __ 1 drp,t __ 1 8<pi __ t

2 3 ^ - ? “e> 2 ^ - y“? 2 ^ - ^ '

Ferner sei

2 («n,« 88/ — — ? !sl, ? [v <p[v y '4, ^ 4) =  w8

2 akf —  ^ a i f , )  y aß ^ ,3 , =  p '(p g3, y 31, y 12, ©14, p24, y 34) =  w'

^ '4y8/'4sy/) ®aß ®a/ß/ —  X.,

1 8ws. __ 1 3 w '___ f 1 8^ .,__
2 8̂ - “ ^  2 2 8̂ , - x *,;

die Summenzeichen beziehen sich auf alle Zahlenpaare aß und 
ci'ß'} während 70 und yd ' beziehungweise die Ergänzungspaare
23, 31, 12, 14, 24, 34 zu durchlaufen haben; A^, A[  ̂ sind die 
den Elementen a^, zugehörigen Unterdeterminanten dritten 
Grades der Determinanten A, Av  oder die Coefficienten der 
Formen Fu, F 'u; die partiellen Ableitungen sind ohne Rücksicht 
auf die Gleichung

S14 S23 SZH S31 S34 S12 •—  0

zu nehmen. Die erwähnten invarianten Gebilde sind dann

? * ,  ’h  ?'•> W*7 , j i>> Y.S-

Setzt man

2  f  aß stx 3 =  ©,,/ 2  -pa;-t «iß - -  <J/„, 2  cp '3 s '3 =  <p'M,

2  o»a3 sa3 —  w.4S/ 2  oj«3 sa'-j —  w.j.s/ 2  „̂,3 saß —  ~/_ss/,
Sitzb. d. m athem .-naturw . CI. X C I. Bd. II . Abth . 34
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524 M e rte n s .

so findet man, indem man der Rechnung die Formen

fx — av x\ +  «2 ocl +  «3 x\ +  «4 x\ fl  — [a\] x\ +  a'2 x\ -+- a' x\ +  a’k x\

zu Grunde legt und

uz v3 u3 vz ~ s tll vj ux v3 =  s24 • • .
 ̂ '  u'vL — tt 'v '— s'/ -j/ — iir . . . .  _,

2 .3 n 3 2 —  "14 "3  "  t "  1 3 —  24 '

setzt:

ft auf Fvci ft uvi Fuiv— A<pssf
(ruu! Gkv/--- Guv/ GUI0 — Ay tpas/ 4- 0)isf

Citcl G[ct ----  Guv' Guh- — ^3 âs' +
F'uu/Fvvf — K»'F'U,V — Ak fixt

ft teil/Gvv/ +  F, •y/ Guu, Fuv/ Gu/V F ij/,. Guv/ — Ay (p$sf ~ -4 p̂ s/
Fuui G'vl-t +  Fn-i G’uut — Furt Gute — Futc G'uvr =  Az pöS/ +  A cp's/— w's/
Fuui F’vvi +  F,-,-t F[lu, — Fu,./ F’ulc — Fvjv F’uci ŷ ss/
G Huf Gcvi -+- Gvvr Guu, GUI / Gu/b Gu/r Guv, — A3 <pss, +  Az pss,

+  Al f {s/ — x,,./
Guut ft vvf H- Gvct ft uvi Guü/ ft u/v Gu/v Fuvl — A  ̂<piS/ ~h Ag cpss/ wsst
G,uu/F/m./+ G'w/ftuu, — Gur/Fui,,— Gru/L,F'U!;r ~  A^^r +  As<prss/.

Hiernach wird also, da (ihv-̂  — u^v^iii'^ — n'̂ v'̂ ) durch die 
Substitution (6) in (£yj, s) (£•/?, s') übergeht:

I ® ) — 2̂3 2̂3 ^ss/ 2̂3 Vssf 2̂3 ~ 2̂3 ̂ ss/
_  _  +f23X^

S0 — ®3t P̂ssf “t“ 631 pssf “t- C31 tpssf “H 3̂1 ŝsf “f” C3J t̂ ss/

_  _  +  fsi Y.»»1
(JiQ) ® ) — 1̂2 “t" Öj2 “I- Cj2 y*s/ “H bj2 ŝ«/ Cj2

(7) ‘ r -  —  + 1̂2XSS/
 ̂ S)(C^; s0 — +  614^ s/ +  ^ 4^ /  +  b14 U>S6, +  C14OĴ /

_ _ + f l 4 » /
(r,S} s)(rj3, sf) =: 024^^/ +  624 »̂«' +  C24?^/ +  b24Wss/ +  e24OJ«s/ 

__ __ +f*4X«'
(?3, s) (^3-, s') =  034^65/ +  634 lpss/ +  C34^ 4/ +  Ö34 ü)ss/ +  634 ŵ ./

+  f34X«/>
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Die Gleichung des Strahlencomplexes etc. 525

wo allgemein

.Qa?= % A p i$  +  A Ä K M 3  + p ?  ?«) +  Ap«p?(plq? + P li* )
+  A3 p ap ? qa q3 (p  a +  Pß |7a) +  ^4 £ß (p« <7* +  p\ ql) 

ba? =  Aplpl (p* q§ + p ? q0)  +  2Aiplpl qa q$+ A2 p ap? qa q? (pa q? + p ? qa)
+  2 A3p ap$ ql ql +  Ak ql ql (p^ q? +  p? q0)  

,C, 3 =  Apap  ß (pl ql +  pl ql) +  Ax pap$ qa (pa q? +  p ? qa)
+  A% qa q? (pl ql +  pj ql) +  A3 ql ql ( pa q? +  q,) +  2Allql qj

b,;i =  2 p apt ql ql — qaqp (pl gl +  pl ql)

■e«3 =  2$  qa q? —p«p? (plql +  P? ql) 

f«3 =jp«?p +^3<?a—  p«p?q«q?(p«q? + m * ) -

Fasst man daher die sechs Ausdrücke (7) als lineare 
Formen von

S14? S247 S3V S23? S317 S12

auf und bildet ihre Determinante, so ist dieselbe einerseits — L P  
und anderseits =r BIS, wenn mit L, M, S die drei Determinanten

L —

r‘l ^3 YjS 2̂? ^3 r‘\ ^3? ^1 £2 ^2 ^17 ^1 4̂ ^4

r‘%̂H 4̂̂ 2? 3̂ 4̂ 4̂̂ 3
^2 £3 £ 3  2̂ 7

2̂ r/3 £.3 r/27
£ 3  __f  3
-2 3 ^3 ^ 2 ?

9̂ ^ ^'2 3

£ 3  ■-2 3

3 27
y  o. -3 2̂7

Ü237 &23? C23? 2̂37 e237 f&3

Ö317 ^31? C31? &31? e31? fai

a i2? ^12? C127 1̂27 C127 fi*

tt147 &14? C147 b147 1̂47 f n

°24’ ^24? C247 ^24’ e24’ 2̂4

3̂47 ^34? 3̂47 ^34? e34? 3̂4
34 *
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526 M ertens. Die Gleichung des Strahlencomplexes etc.

S =

¥*14? ?ZV ^23? ?3l> ?iz

4> 2̂4’ 3̂4? T*23> '̂ 317 '̂ 12

?14? ^24? iP34? ?23> ^31? ?12

w14? w24? W34J W23’ W3U W12
w(,., U )L Oü',., wL. Wo., wf'14? " 2 4 7  " 3 4 ?  23» 31? 12

Xl4> X24? X 3 4 ? X23? X31? Xl2

bezeichnet werden. Da überdies nach bekannten Determinanten 
formein

L —

t  t  t  £  3 
^ 1? *=2? -3? -4

^1? T/2> r'3> r‘k
E t a t- 2? ' 3? -4  
q. o. cs. q.

1 f ^ Z )  3? 4

nnd sonach nicht =  0 ist, so schliesst man aus der Identität

L P = M S ,
dass

5  =  0

die Gleichung der sechs Kanten des gemeinschaftlichen Polte 
traeders der Flächen (1 ), (2) in Strahlencoordinaten ist.
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