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Uber die Hesse'’sche Fliache der Flachen dritter
Ordnung,

Von Dr. C. Le Paige,

Professor an der Unicersit@t in Liittich.

Dieselbe Methode, nach welcher man die Anzahl der einer
Fliche dritter Ordnung eingeschriebenen Penta&der, flir welche
eine Fliche und eine in derselben gelegene Kante beliebig ge-
wihlt wird, bestimmen kann,! erlaubt uns auch, eine #hnliche
Frage beziiglich der Hesse’schen Fliche der Flichen dritter
Ordnung zu beantworten.

Bezieht man die Fliche auf das Sylvester’sche Penta&der,
s0 hat man die Gleichung:

b a b e
a ¢ ] 9

Wenn wir nun das Tetraéder «fBy0 = O als Fundamental-

tetraéder betrachten, so gilt eine Identitit von der Form:

=0 1)

]

g + b, B+ ¢,y + d,0 + ¢,0 =0, 2)

Man kann leicht die Fldche durch Ebenenbiischel erzeugen,
deren Axen die in der Ebene &» — O enthaltenen Kanten des
Pentaéders sind. Betrachtet man die Ebenenbiischel:

a—iw =0,
B_P'w - 07
7—vw = 0,
f—pn =0,

1 Acta Mathematica, T. V, p. 195—202. Le Paige, ,Nouvelles
recherches sur les surfaces du 3¢ ordre.
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und ldsst man A, g, v, o den Gleichungen:

@ b
it S |
A

¢ d, .
-+ —v' -+ ? +e =0,
tyh+ bypr+ Cyv + dyo + 6, = 0,
oder in anderer Form geschrieben, den Gleichungen:

f=e Mvp~+d Ay +c dpo+b wp+a, pvo =0,
P=aA+ byp.+cyy+dyp+e, =0,

Geeniige leisten, so erfilllen die Ebenen, welche sich in Punkten
der Hesse’schen Fliche H schneiden, diese beiden Gleichungen,
sowie die Relation

6,f+ 6,0 =0.

Wir haben gezeigt, dass man fiir jeden Werth von 6,:6, diese
Gleichung durch eine zweckmissige Transformation in die Form:

G111 LY 2ty Qpap B1Y %y + Qpaqe B1Yp% Uy + Qpgpq T %Y,
T g 1p Y197yt U9 Tl 2yt + gy ByYp2 Uy
F lUyypy BpYyZptty = 0
zu bringen vermag.
Hieraus folgt, dass man die Gleichung der Hesse’schen
Fliche auf unendlich viele Arten in die Form:

A a ~ N N
H=a,;1,0,8,7,0, + 1195 %, B17305 +Wyp15 2, By 740, + iag @, By 7,0 +

A N hY N
(ty115 %81 7107 F o121 %B17201 = g1y @pBy710y + lg00 %, By739, = 0.

Man erkennt nun sofort, dass fiir a,,,, — 0, das Tetragder
o, 3,79, = O der Fldche eingeschrieben ist und mit der Ebene
w = 0 des Fundamentalpentaéders ein neues der Hesse’schen
Fldche eingeschriebenes Pentagder bildet; ausserdem erkennt
man, dass seine vier in w — O gelegenen Kanten ihrer ganzen
Ausdehnung nach der Flidche angehtren. Das Verschwinden
der anderen «-Coé&fficienten liefert dhnliche Resultate, fiir deren

.0 C e
Zustandekommen tiber das Verhiltniss 6—‘ zweckdienlich disponirt
2
werden muss.
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Fiir eine der fundamentalen biquadratischen Covarianten
von 0,f+ 0,9 erhalten wir den Ausdruck:

6,8, [2* (a3 €36,0, + 4aybycd,57) +22%{2 €,b,c,d, 6
+ (a,a, + e,e,—d,dy—c c,—b,b,)a,e, 6,6,}
+ 2420, 0, {a?al + 0202 + 2k + dPd} + ejel 4+ Ba e 00—

2 (a,a, +e,6,) (b6, +¢,6,)}
+22{2e,b,¢,d,0% + (a,a, + e, e,—d, dy—c, c,— b, b,)a, e,0,0,}
+ (a*e26,06, + 4 a,b,c,d,07)].

Die Disceriminante dieses Ausdruckes besitzt die Form:
A= 6565 45,

und man erkennt leicht, dass in 45 die Glieder, welche 63 und
68 enthalten, nicht verschwinden.

Wie wir in der Abhandlung iiber Flichen dritter Ordnung
gezeigt haben, verschwindet einer der Coé&fficienten von H, wenn
A =0 wird; die im Allgemeinen von einander verschiedenen
acht Werthe von g—i fir welche 43 verschwindet, liefern somit

2
eingeschriebene Penta&der:

,2Man kann somit fiber jede Seitenfldche des
fundamentalen Penta&ders acht Tetra8der construiren,
von denen jedes mit jener Seitenfliche zusammen
ein der Hesse’schen Fliche eingeschriebenes Pen-
tagder darstellt.“

Diese wohl noch nicht bemerkte Eigenschaft fiithrt zu einer
nicht uninteressanten Erzeugung der Hesse’schen Fliche; doch
soll zunéchst die Construction einer aligemeinen Fliche gegeben
werden.

Es seien 4, B, C, D vier beliebige Punkte und «, 8, 7, ¢ vier
beliebige Ebenen; jede Ebene  des Raumes schneidet die
vier Ebenen «, 3, vy, 9 in vier Geraden «, b, ¢, d und wir stellen
ung nun die Frage nach dem Orte eines Punktes, welcher als der
den vier Ebenen (da),(Bb),(Cc), (Dd) gemeinsame Punkt auftritt.
Der Ort eines solchen Punktes ist eine Fliche, deren Ordnung
man folgendermassen bestimmen kann,
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Es sei 4, der Schnittpunkt von « mit irgend einer durch 4
gezogenen Geraden; die Ebenen des Biindels 4, bestimmen auf
B, v, ¢ entsprechende Strahlen dreier collinearer Systeme, welche
aus B, C, D respective projicirt drei collineare Btindel geben,
deren Erzeugniss eine Fliche dritter Ordnung S, sein wird.
Der fragliche Ort ist somit das Erzeugniss eines Biindels 4 von
Strablen und eines projectivischen Systemes von Flichen dritter
Ordnung §,. Dieser Ort ist somit eine Fliche vierter Ordnung §,.
Man erkennt sofort, dass die Kanten des Tetragders « f ¢ ¢ der
Fldche S, angehbtren.

Lisst man die Ebene ¢ mit der Ebene B € D zusammen-
fallen, so sieht man, dass die Schnittgerade der Ebene « mit der
Ebene B C D ebenfall der Fliche S, angehort u. s. w. So haben
wir die Existenz von zehn Geraden auf der Flidche S,, welche
auch die Punkte 4, B, C, D enthilt, nachgewiesen.

Die Geraden @, b, ¢, d, in denen die Ebenen irgend eines
Biindels P die Ebenen «, $, v, ¢ schneiden, gehoren vier collinearen
Systemen an, so dass die Fbenen (4a), (Bb), (Cc), (Dd) vier
collineare Biindel bilden, welche eine Curve sechster Ordnung G,
vom Geschlechte drei zum Erzeugnisse haben; diese Curve @,
gehort der Flidche §, an, und geht ersichtlich durch die Ecken
des Tetraéders e, B, 7, 0, dessen Kanten sie zu Trisecanten hat.

Wenn die beiden Tetra&derc 399, 4 BCD, in perspectivischer
Lage sind, so dass sich also die vier Ebenenpaare «, BCD;
B,CDA; y,DAB, 3, ABC in vier Geraden «, b, ¢, d, einer
Ebene « schneiden, so erhalten wir eine specielle Fliche §,, fiir
welche die oben erwihnten zehn Geraden die Kanten eines Pen-
taéders bilden.

Aus der einleitenden Betrachtung ergibt sich nun sofort,
dass man die Hesse’sche Fliche H einer Fliche dritter Ordnung
in der angegebenen Weise als Fliche S, erzeugen kann; es
geniigt zu dem Zwecke, aus vier Ebenen des fundamentalen
Pentaéders das Tetraéder « 8 ¢ zu bilden, und eines der tiber
der fiinften Ebene « des Penta&ders construirbaren Tetra&der
welche mit » ein neues Pentaéder bilden, als das Tetraéder ABCD
zu betrachten.

Die simmtlichen, auf §, liegenden Curven G,, welche den
einzelnen Punkten P des Raumes entsprechen, gehen durch die
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zehn Scheitel des fundamentalen Pentagders; durch irgend drei
Punkte der Fliche S, kann man eine solche Curve G, hindurch-
legen, da jene drei Punkte der Erzeugungsart der Fliche S,
gemiss, drei Ebenen ¢ entsprechen, welche das Biindel P voll-
kommen bestimmen.

Je zwei Curven G; schneiden sich, ausser in den zehn
Scheiteln des fundamentalen Pentagders noch in vier weiteren
Punkten. Um dies einzusehen, betrachten wir die Ebenen ¢ irgend
eines Biischels /; dieselben bestimmen auf den Ebenen «, 3, v, 0
vier Biischel von Strahlen «, b, ¢, d, welche in perspectivischer Be-
ziehung sind und die somit aus den Punkten 4, B, C, D projicirt,
zu vier projectivischen Ebenenbiischeln fiihren. In den letzteren
gibt es aber bekanntlich vier Gruppen von entsprechenden Ebenen,
von denen jede Gruppe einen Punkt gemeinsam hat. Wenn wir
also zwei Curven C;, G/, betrachten, welche den Punkten P, Q
entsprechen,so werden diese Curven jene vier Punkte gemeinsam
haben, welche in der obigen Art durch das Ebenenbiischel PQ
geliefert werden.

Die ebenen Schnitte der Fliche S, sind Curven vierter
Ordnung ohne mehrfache Punkte. Denn, werden die simmtlichen
Punkte M des Raumes aus den Punkten 4, B, C, D auf die Ebe-
nen «, f3, v, 0 respective projicirt,so umhiillen jene Ebenen, welche
die vier Projectionen 4,, B, C;, D, zugleich enthalten, eine
Fliche X, vierter Classe, welche die Fldchen des fundamentalen
Pentaéders 4 BCD T doppelt beriihrt, wobei 7" das perspectivische
Centrum der beiden Tetra8der «f 0o, 4 BCD bedeuntet. Bewegt
sich M in einer Ebene, so beschreibt die Ebene 4, B, C, D, eine
Developpable sechster Classe vom Geschlechte drei; hieraus
folgt der ausgesprochene Satz, sowie man hieraus aunch erkennt,
dass §, keine mehrfachen Curven besitzt. Ebenso erkennt man
auf Grund derselben Betrachtungen, dass der Punkt, welcher der
Ebene ¢ entspricht, anf S, eine Curve G, 6z-ter Ordnung be-
schreibt, wenn ¢ Tangentialebene einer Fliche =n-ter Classe ¥,
bleibt. Denn die Ebenen, welche Punkten einer festen Ebene ¢
entsprechen, umhiillen nach Obigem eine Developpable A;, und
die gemeinsamen Tangentialebenen von A, und Z, liefern Punkte
des fraglichen Ortes, welcher somit von der 6n-tenOrdnung ist.
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Fiir besondere Lagen von P zerfillt die ihm entsprechende
Curve Gg; ist P identisch mit 4, so zerfillt G, in drei Kanten
des Pentagders und eine dem Tetra&der « f y¢ umschriebene
Raumecurve dritter Ordnung. Féllt P mit T zusammen, so zerfillt
G, in sechs Kanten des Penta&ders.

Wir konnten noch manche Anwendungen der oben gegebenen
Erzeugungsart der Hesse’schen Fliche, einer Fliche dritter
Ordnung entwickeln, doch wollen wir uns begniigen, einen Weg
gezeigt zu haben, den man beim Studium dieser wichtigen und
interessanten Fliche einschlagen kann,
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