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Zur Theorie der Oongruenzen
von

Leopold Gegenbauer,
c. M. k. A kad.

Ich werde in den folgenden Zeilen diejenige Congruenz auf
stellen, welcher alle zwei gegebenen Oongruenzen gemeinsamen 
Wurzeln, und nur diese genügen, sodann die Bedingungen für 
die Existenz einer vorgeschriebenen Anzahl gemeinsamer Wurzeln 
zweier Oongruenzen ableiten und eine Reihe von Sätzen über 
specielle symmetrische Functionen der Wurzeln einer Congruenz 
angeben, und schliesslich eine zwischen gewissen Binomial- 
coefficienten bestehende Congruenz ermitteln, von welcher Herr
E. C a ta la n  vor einigen Jahren einen speciellen Fall auf einem 
wesentlich anderen Wege gefunden hat.

Sind die sämmtlichen Wurzeln der Congruenz

y (x )  =  bQx n +  bix n~ 1 +  . -hbn_xX +  bn (mod. p)  ... 1)

wo f  (x) eine ganze ganzzahlige Function von x  von nicht höherem 
als dem Grade p — 1 ist, in welcher mindestens das constante 
Glied zur Primzahl p  theilerfremd ist, z1; x2, . ,x u und
hat dieselbe eine Wurzel mit der Congruenz

ip(x) =  aQx p~* +  c^x11̂ +  . -f-(ip—3x c i p —2  (mod.p) . . .2 )

wo a ^ a v  . , « ^ - 3 , 2  beliebige ganze Zahlen vorstellen, ge
meinsam, so muss das Product 

v-
R — J7J (aQ xp " +  at xp 3 +  . +  a,p—i y-x+ ^ —2 ) . . .  3)

1

durch p  theilbar sein.
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Differentiirt man nun R  c;-mal nach « 0 und r-mal nach av  so 
erhält man die Gleichung

n l 1____— R.a\T\  .
Örtert]

\  . Aj + t ) ^ ~ 3
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£  ^ - - _

| y j + ftjX y  +  + f t ^ _ 3  Xv +  aJJ_ 2)

i

wo die Summation bezüglich der Grössen Xt , X2, .,Xff+T über 
alle verschiedenen Combinationen (c7+ r) te r  Classe der Zahlen 

•) (̂j. auszudehnen ist. Besitzt nun die Congruenz 2) die 
g+ t Wurzeln xv  x2, so sind alle Glieder der auf der
rechten Seite dieser Gleichung stehenden Summe mit Ausnahme 
derjenigen, in welchen die Zahlen ‘Xl , X2, ., Xa+T eine Permutation
der ganzen Zahlen xt, x2, ., xJ+T sind, durch p theilbar und man
hat demnach in diesem Falle die Congruenz

8 °+'R  _  (x ix2 . . x , +,)p- 3R
ääjjSttf — CT+ T

P |  («o ’A +  +  Up—3 v") +  ̂ —2)
1

X  (mod,_p),

wo die Summation bezüglich X1; ., Aa über alle verschiedenen
Combinationen ater Classe der ganzen Zahlen xv  x2, ., x0+T zu
erstrecken ist, so dass diese Summe mit der elementaren sym
metrischen Function ater Dimension f a der zuletzt genannten 
ganzen Zahlen übereinstimmt. Ist die Anzahl der gemeinsamen 
Wurzeln der zwei Congruenzen 1 ) und 2) genau gleich g+ t, so

flT"l’T B 7?sind, wie man leicht erkennt, die zwei A usdrücke___ _ und ___ _

sicher zu p  theilerfremd, so dass man in diesem Falle der letzten 
Congruenz auch eine der beiden folgenden Formen geben kann:
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6 5 4 L. G e g e n b a u e r

Die Congruenz (<7+ r ) t e n  Grades, welcher sämmtliche Zahlen 
xlf x2, . ., kj+t und nur diese genügen, ist bekanntlich

wo c zu p  theilerfremd ist. Dieselbe lässt sich nach der letzten 
Relation auf folgende symbolische Form bringen:

in welcher die vte Potenz des Ableitungszeichens die vte Ableitung 
vorstellt.

Es ist nun noch die Grösse R  durch die Coefficienten der 
beiden vorgelegten Congruenzen <p(ai) =  0 (mod. p) und \p(x) =  0 
(mod. p) auszudrücken. Zu dem Behufe muss zunächst diejenige 
Congruenz aufgestellt werden, der sämmtliche Wurzeln einer 
gegebenen Congruenz und nur diese genügen. Da sämmtliche 
Wurzeln einer Congruenz in Beziehung auf den Primmodul p  nur 
der Zahlenreihe 1,2, . , p —2, p — 1 entnommen sein können,
diese Zahlen aber die Congruenz

befriedigen, so ist nach 4), falls der Rang des Grössensystems 
ci+y. (/, y. —  0, 1, 2, . , p —2) in Beziehung auf den Primmodul p
genau gleich p — 1 —p. ist, diejenige Congruenz, der alle unter 
einander und von Null verschiedenen Wurzeln von

c (ar—x4) (a?—xft) . (tv— xJ+T) =  0  (mod. p ) ,

(mod. p),

x p' 1— 1 =  0  (mod. p) . ..5 )

c0wp 2-hc1a?p 3+  . + c p_ 3 a7 +  cJ,_.2 =  0  (mod.p )

und nur diese genügen:

(mod. p),

wo

i?, =  n  (CoF - 2+ C lF - 3+  . + cr_ 3 l+ c„ _ 2)
1
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ist. Weil die Congruenz 5) so viele Wurzeln besitzt, als ihr Grad 
anzeigt, so ist bekanntlich jede symmetrische Function ihrer 
Wurzeln nach dem Modul p  der analogen symmetrischen Function 
der Wurzeln der Gleichung

p — i  1x  — 1

congruent, und demnach ist

Die Relation 6 ) verwandelt sich daher in 

S 8 Xij-
-— x — —  lc., | = 0  (mod.w). ...7 )
8ct 8 c0/ I *+xl (t,x= 0 , l , 2 ,. 2) V U  }

Die Congruenz jäten Grades, welcher alle [x Wurzeln £x. der 
eben erwähnten Congruenz genügen, lässt sich übrigens, wie 
Herr L. K r o n e c k e r 1 gezeigt hat, noch in einer der beiden 
folgenden Formen darstellen:

1 I (J- , U-—1 ,c., c . , , ,  . , c .  . „ , c . . nx  - h c .  . x r + .
| i '  i + l  " } i — — 3 '  i — \ ).-{-p — 2  i — |j, - j - jp — 1
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c „ x+ c..  „I = 0  (mod./?)
(V*=0,l ,2, . • - ,p—p-—2)  ̂ 1J

h =  |j.

c ] x h — 0  (mod. p) ... 8 )
~ o  ( i = 0 , l , 2 , . .  . ,p — i).—3,p—[j.— 2

x =  0 , l ,2 ,  . . . , p — fi — 3 , p —h — 2).

Zur letzten Congruenz gelangt man leicht in folgender Weise. 
Jede der Grössen genügt dem folgenden Systeme von Con
gruenzen:

cQ +  cx £f _ 3  +  . +  Cp_ 3 + c_p_ 2 =  0  (mod. p)

ct £f_ 2  +  c2 £f_3+  . . + C p-2£>. +  c0 =  0  (mod. p)

2Cf |x—iCx +  • • |jl— +  |j. _ 3 =  0  (mod.p").

1 „Uber ein ige A nw endungen der M odulsystem e auf elementare 
algebraische F ragen .“ Journal für die reine und angewandte Mathematik 
von L. K r  o n e c k e r  und K. W e ie r s t r a s s ,  99. Bd., S. 329 ff.
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6 5 6 L. G e g e n b a u e r ,

Da nach der Voraussetzung der Rang des Systems c.
(*, x =  0 , 1 , 2 , . , p — 2) genau gleich p — 1 — ,u ist, so ist die
Determinante |c.. I — c.) zu v

I l+* I (I, X =  o, 1 ,2 , . .  ., p — (JL— 2) V 71+5 hJ F
theilerfremd, und es lassen sich demnach aus diesem Systeme 
von Oongruenzen die Potenzen £{-2 , ä, . , £ [  unzweideutig 
bestimmen. Ermittelt man die letzte von diesen Grössen, so erhält 
man sofort die Congruenz:

T=fJ.

^  |c.+z |£ x ^ O  (mod. p)  ,
T =  0 (* =  0 ,1 ,2 , .  . , , p — (a—S , p — ja— 2

• / . = 0 , 1 , 2 , . .  . , p — [j. 3 , p  r — 2)

welche zeigt, dass die Congruenz 8 ) durch sämmtliche ganze 
Zahlen £x. und nur durch diese befriedigt wird, da eine Congruenz, 
in welcher nicht alle Coefficienten durch p  theilbar sind, nicht 
mehr Wurzeln haben kann, als ihr Grad anzeigt.

Setzt man jetzt, was der Allgemeinheit keinen Eintrag thut, 
n p —2, so ist nach dem eben angezogenen Satze R  nach dem
Modul p der Resultante eines der beiden Gleichungssysteme

( 3 g w
8 ^  (<>=0 ,1,2 , . . j , - 2) -  °

7i =  [j,

<,(.*) =  0 , y
t ^ o  (i =  0 ,1 ,2 , . .  . , p — (a—3 , p — 1>.— 2

* = 0 ,1 ,2 ,  , p — y.— 3 , p —h—2)

congruent, und man erhält daher unter Berücksichtigung eines 
von mir früher abgeleiteten S atzes1 das Theorem:

Damit die beiden Congruenzen

«o osp 2 +  ai x p~ '3 +  +  ctp 3 x + cip—2 =  0  (mod. p)

b0x p~ 2 +  bi x p~ 3+  ~i~bp 3os~\~bp—2 =  0  (m od.^)

wo a0, av  ., ap_ 3, «p_2, bQ, bv  ., bp_ 3, bp_ 2 ganze Zahlen sind, 
/j. unter einander und von Null verschiedene Wurzeln gemein 
haben, ist nothwendig und hinreichend, dass die Grösse R , welche 
durch eine der Congruenzen

1 „Über Congruenzen.“ D iese Sitzungsber. 95. Bd., S. 610 ff.
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n  =

a 0  )
« 1 , M p — 3  j M p — 2  j 0 , 0 , 0 , 0

o , « i ; — 4  j U p — 3  j M p — 2  7 0 , 0 , 0

0 , 0 , « o , — 5  j f t p — 4  j M p — 3  j M p — 2  ? 0 , 0

0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , a p — 3  J M p — :

H ~ 'x 0 1 }1 1 ^ H - * i  1 ; 1 | +  | ) 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0

0 , 1 1 : > 1 1 ) 0 , 0

0 , 0 , 1 ^ ' + * u  1 ? 0 , 0

0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , | ̂ + Y - 1 1 1
j ^ i  +  y.

(mod. p)

(t =  0 , 1 , 2, . . p—2 —[j.
/c-t =  0, 1, 2, . . . .  p — 3— p., p — 2 — p - h r  
r — 0, 1, 2, . . .,  p)

definirt ist, nebst ihren [x— 1 successiven Ableitungen nach ap- 2 die ungerade Primzahl p  als Factor enthält, 
während die ĵ .tc Ableitung zu dieser Primzahl theilcrfremd ist. Diese p. gemeinsamen Wurzeln beider Congruenzen 
genügen der Congruenz

8 8 \ 0 )x — — J B =  0 (mod .p ) .
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Theorie der Congruenzen. 6 5 9

Die Bedingungen für die Existenz einer bestimmten Anzahl 
von gemeinsamen Wurzeln zweier Congruenzen können noch in 
anderer Weise formulirt werden. Hat man nämlich zwei ganze 
ganzzahlige Functionen <p(x) und ip(x) von x  und bestimmt den 
grössten gemeinsamen Theiler %{x) derselben für den Prim- 
modul/>, so muss jede gemeinsame Wurzel der Congruenzen

<p(x) ■= x n+ b n- 1x n~ 1+  . . + b lx -h b 0 =  0  (mod.p)

=  an- 1x n- 1-f-an̂ 2x n- 2-h . . + a 1x + a 0 =  0  (mod. p)

auch Wurzel der Congruenz %(x) =  0 (mod. p) sein und umgekehrt 
jede Wurzel der letzten Congruenz auch den beiden ersten ge
nügen.

Nun ist, wie Herr L. K r ö n  e c k  er  a. a. 0 . gezeigt hat,

h =  n—m

%(x) =  V  x h
v =  n

/ b.Aio.. I
/  i ' ' (t’= 0 ,1 ,2 , . .  ,,m—2 ,m— 1

x =  0 ,1 ,2 , . .  .,m—l,v—h—1)v =  h-\-m

oder

y »  -

$(#)>
io0<o(x),

wx ¥ (x),

10 QX—lüA 

W .  X — 10 n

10V 

WXX —10 z, 

10ZX ----W 3 ,

IV m—2 

•) —2^  —1

Wm—2 '-p (jv')} Wm—2& I0m—1}Wm—\X Wm, .. ., W%m—±X W2m—3

wo die Grössen io} die Entwicklungscoefficienten von

^ (&) 1 9 q. ; — wn x - 1 +  w. x ~ l +  w9 x ~ ö +  .
? (* )

sind und m der Rang des Grössensystems io} in Beziehung auf 
den Primmodul p  ist. Aus dieser ungemein eleganten Darstellung 
des grössten gemeinsamen Theilers von zwei ganzen ganzzahligen 
Functionen inBeziehung auf einenPrimmodul folgt sofort der Satz:

Damit die Congruenzen

x n+ b n_ 1x n- 1-\-bn_ 2# re-2+  • • • + b ix + b 0 =  0  (mod. p)

1 x n_1+ a„ _ 2 x n—'2 +  . . +  x + a0 =  0  (mo d. p)
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genau p — 1— p unter einander und von Null verschiedene gemeinsame Wurzeln "besitzen, ist nothwendig und hin
reichend, dass der Rang des Grössensystems c (i, x =  0 , 1, 2, . .  ., p —2), wo

V =  71

c n + x  =  0  ( x >  0 ) ,  Cx =  V  br\w \ (l^n)
Z_j 1 1 (* =  0 ,1 ,2  — 2 ,m — 1

v =  w—x jc =  0, 1 , 2 , . .  .,wi— 2,v—w— 1+m-i-X)

lh f /jq\
ist, die Grössen w, die Entwicklungscoefficienten von ) ( nach steigenden Potenzen von x ~ x sind und m

<?(?)
der Rang dieses Grössensystems für den Primmodul p vorstellt, in Beziehung auf den Modul p  genau 
gleich p ist.

Mit Hilfe der Congruenzen 7) und 8 ) kann man nun unter Berücksichtigung der angezogenen Bemerkung 
über die symmetrischen Functionen der Wurzeln einer Congruenz, deren W urzelanzahl mit dem Grade überein
stimmt, eine Reihe von Sätzen über specielle symmetrische Functionen der Wurzeln einer Congruenz ableiten. 
Da die beiden genannten Congruenzen dieselben Wurzeln besitzen, so folgt zunächst das Theorem:

Ist der Rang des Zahlensystems a (*, y. — 0 , 1, 2, . . . , p — 2) in Beziehung auf den Primmodul p  genau 
gleich n, so bestehen die Congruenzen:

(i,x =  0 , 1,2,. . .,n—2 ,w— 1 
X =  0 , 1 , 2, . . ., n—2 , p—h— 2 
Ä =  0 , 1 , 2 , .  . . , p —n—2)

Sjp— l - a
i + X  | 3 v—1—n

Cl.

Y+x | _  fp—l —n
h

sp—l—n\

“ 5 = 1  (m od.y)Y+x |
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Die bekannten Determinantendarstellungen der Potenzsummen der Wurzeln einer GrleichuDg mit Hilfe der 
Coefficienten derselben liefern den Satz:

Ist der Rang des Zahlensystems « (*, xz =0 ; l ,  2, . . . , p — 2) in Beziehung auf den Primmodul p genau
gleich n, so bestehen für die Summen der /xten Potenzen der Wurzeln der Congruenz

« 0^ ~ 2 +  «1a;i’_3+ . . + a  <v+a = 0  (mod. p) 

falls p ^L p — 1— n ist, die Congruenzen

a • - 1» l + X j  | f 1 a  , 1 t 
1 H - x 0 1 7 0 , 0 , 0

2 f f - ,  1»
1 a * + * ü  1 ’

0 , 0

1  V
|ff-, 1/
1 * + * 0  V

3
1 1 ’

1 a A 1 5 
1 * +  *1 1 7 1 f f  •_! 1 >

1 » + * o l 7
0 (mod. p)

a * ' + > l  ’ | a » + x [JL_ 1 | 7 1 «  ■ . 1 »
1 * + Y - 2 r

1 f f - ,  1 »1 «+Y-3I 1 f f - ,  1 1 *+*11

(* =  0, 1 , 2 , . . n—2 , n— 1 

\ = 0 ,  1, 2, . . n—2 , n-hr— 1 

r =  0 , 1 , 2, — , (*)
Oi05
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Sitzb. 
d. 

m
atliem

.-natursv. 
C

l. 
X

C
V

III. 
B

d. 
A

bth. 
II.

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des L io n n e t ’schen Congvuenzsatzes über die Potenzsummen der 
Glieder eines vollständigen Restsystems in Beziehung auf einen Primmodul.

Die Ausdrücke für die Coefficienten einer Gleichung durch die Potenzsummen der Wurzeln liefern ferner 
den Satz:

Ist der Rang des Zahlensystems a (i, =  0 ,1 ,2 ,  p — 2) in Beziehung auf den Primmodul p  genau
gleich n, bezeichnet ferner a|JL die Summe der jxten Potenzen der Wurzeln der Congruenz

so bestehen die Congruenzen

“<+»l =  i r r i + X

p — 1 —n\ 3" lal'+v. I --
3 a,Q 3 apy— 1 — (jl—  n [ l !

p—2aQx +  axx r~3 + . +  d} —3 & -+ dp—2 =  0  (mod. p),

av 1 , o, 0 , 0

ai, 2 , 0 , 0

^3) 3, 0
(mod. p)

CT|X—1? °v - 3> -‘b /x— 1 (i, \  =  0, 1 , 2 . , n—2 , n— 1
ff|JL—1> <V-2 7 av-~-3? x =  0 , 1 y7 1 .. ., n—2, n+\x—1)

1 , 0 , o, 0

~ l f d
p!

,_1—” | a 

S a p 1-
J + X |
n

av
Gz>

2 ,
av

o,
3,

0

0 (mod. p)

—3 j 1

ÜV-1 ap—l> fff/.-2, 0>-3, *1 (<■, x = 0 , 1 , 2 ,  . .  n—2 , n

T
heorie 

der 
C

ongruenzen. 
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Aus einem bekannten Satze des Herrn L i o u v i l l e  ergibt sich ferner das Theorem:
Ist der Rang des Zahlensystems a (i, x =  0 , l , 2 ,  p — 2) in Beziehung auf den Primmodul p  genau

gleich n, der des Systems bi+yi (i, x =  1, 2, . . . ,  p — 2) genau gleich m, besitzen ferner die Congruenzen

*p—3 • + a p_ 3a?+a1,_ 2  =  0  (mod. p)anx ■ci.x

bQx p—2 bxx v 3+ . .+ b p_%x-hbp- 2 =  0  (mod. p)

keine gemeinsame Wurzel, und sind endlich <p(x) und ip(x) irgend welche ganze ganzzahlige Functionen von x,  
deren Grad niedriger als p — 1 — n, beziehungsweise p— 1 — m  ist, so besteht die Congruenz

? K )
p — 1— m

9 b, ■+*l

p—1— m
~  X, --- ) I bi.

n ,

=  V
-  A l

H+y.

■Hvd

9 CL

p—1—n

0'
p — 1 — m

\a..
t + x  |

A9«! 9a(
a .

9 a,

p—1—m

9 b. V,
p  — l  — m

96, > i+ - A  |

—1—n (mod. p),

*’+x
(* , X =  0 ,  1 ,  2 ,  . . . , p — 2 )

wo die Summationen bezüglich A über alle unter einander und von Null verschiedenen Wurzeln x x der ersten 
Congruenz, die Summationen bezüglich x aber über alle unter einander und von Null verschiedenen Wurzeln 
dev zw eiten  Congruenz zu erstrecken sind.
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Ein specieller Fall dieses Theorems ist der folgende Satz: 
Ist der Rang des Zahlensystems « (i, ■/. r r  0 , 1, 2, . ., p — 2)

in Beziehung auf den Primmodul p genau gleich n, so ist die über 
alle unter 
Congruenz

Theorie der Congruenzen. 6 6 7

alle unter einander und von Null verschiedenen Wurzeln x x der

a0x p 2 +  axx p 3+  . . . +  aP—3x + a p^ 2 =  0  (mod./?) 

ausgedehnte Summe

v ________________
8 0 y - 1- 71,

I üi+x I

7  0 ' ,  *  =  ° ,  1 ,  2 ,  2 )

durch p  theilbar, wenn ip(x) eine ganze ganzzahlige Function 
von x  von nicht höherem als dem Grade p —3— n ist.

Um ein neues Theorem für Congruenzwurzeln zu erhalten, 
will ich zunächst einige neue Sätze über gewisse specielle sym
metrische Functionen von Gleichungswurzeln herleiten.

Sind x x (A=: 1, 2, . .  ., n) die als verschieden vorausgesetzten 
Wurzeln der Gleichung raten Grades

X n  f x X n ~ X + / * 2  X n ~ 2 --------- .  .  +  ( —  l ) ” ~ Y n _ i  X +  ( —  1  ) n f n  =  0  ,

so ist
dx. x™'~%
_ _ x —  r — I V — 1 — —
3 / ; - ^  f \ x x)

Differentiirt man diese Relation nach so entsteht die 
Gleichung

m = (- ^  1 T K F  -  -T T V JT ^  I
Summirt man nun in dieser Gleichung bezüglich X von 1 

bis n und berücksichtigt, dass
X =  n  

X =  1

ist, so erhält man die Relation

{A K )}3 " ( * }X =  1 ' ' ' X =  1
43*
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welche für 2n == x+[x in die C a ta la n ’sche R elation1

\=n

668 L. G e g e n b a u e r ,

y  / " K ) _  Q
X =  1

übergeht. Die Formel 9) zeigt auch, dass für 2n >  jx+x die auf 
der linken Seite stehende Summe im Allgemeinen von Null ver
schieden ist, was z. B. sicher der Fall ist, wenn alle Grössen x x 
positiv, oder wenn dieselben reell sind und x+y.  ungerade ist. 
Aus dieser Gleichung folgen auch die Sätze:

Sind die Wurzeln x^ (X =  1 , 2, . n) der Gleichung raten 
Grades f (x )  — 0 ungleich, so sind die beiden symmetrischen 
Functionen

X =  n  ^,2-/.— 1  X =  ?l ~ , 2 x  f H ( r  \

V ' \ \  v x/ n

X =  1 X =  1

gleichzeitig gleich Null oder von Null verschieden.
Sind die Wurzeln x } (Ä = 1, 2, . . n) der Gleichung ^ten 

Grades f i x )  —  0  ungleich, so ist die symmetrische Function

Z  { /V O } 3 c * - 1’ 2’ •••’ ” 1}
X =  1

positiv.
Setzt man in 9) f ( x )  — ( x —x 0) F ( x ) f so verwandelt sich 

diese Gleichung in

2 ^ ”_'2_ lJ—‘/ F'(X0) ^ 2 n + l — |j.—x (ßn +  2  — X—[X)  

^==,̂  ,̂271-hl— ^
=  (2 „ + 2 - x - r t ^ ]  (-  _ ^  )2 { n < )J , +

X =  1

^  {2 f '' ( t t j -  (g:0- x x) f  "(.r,))

+  2 . j (a;0— .r )3 {F'(.r ) J 2
X =  1

1 D iese  Gleichung hat zuerst Herr E. C a ta la n  im Jahre 1877 in s e in e m

„Rapport sur un Memoire de M. Em ile G hysens“ (Bulletin de l’academie
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T heorie der Congruenzen. 6 6 9

aus welcher für /jl+x =  2 n + 2  die specielle Relation

folgt, wo die Summationen über alle Wurzeln cc) der Gleichung 
ftten Grades F ( ob) ■= 0 auszudehnen sind. Ist endlich os0 eine 
Wurzel der Gleichung F 'ix )  0, so entstehen die speciellen 
Formeln

Aus den eben aufgestellten Relationen fliessen sofort folgende 
Sätze über symmetrische Functionen von Congruenzwurzeln:

Ist der Rang des Zahlensystems a.+x (i, % =  0 ,1 , 2, . p — 2) 
in Beziehung auf den Primmodul p genau gleich n, so ist die über 
alle unter einander und von Null verschiedenen Wurzeln ob der 
Congruenz

aQ ccp~^ +  ax x p~3 aP—3 ob-f- « ^ _ 2 =  0  (mod. p)

royale des sciences de B elgique, Bruxelles 1877) aus einem geom etrischen  
Satze des Herrn L i o u v i l l e  erschlossen. Er kam auf d ieselbe später w ieder
holt zurück und theilte auch verschiedene A nw endungen derselben mit, 
vermochte aber nie einen directen B ew eis derselben zu liefern. („Theoreme 
d’algebre“ A . e. a. 0 . und Nouvelles A nnales 1877 p. 335. „A pplication  de  
la göomötrie ä l ’algebre et ä l’arithmöthique“. Memoires de la societe royale  
des sciences de Liöge, t. XIII, 1886.)

(2n-\-2—
g,2n-{-l—■/.—|j.
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ausgedehnte Summe
p—1—n -i //

gpip — 2—2 n—|J.

(i,x =  0 , l , 2 , .. , ,p—2)

durch p  theilbar, wenn ja4 - 2  +  2 ?? =  0  (mod. p) ist.
Ist der Rang des Zahlensystems a (i, ■/. =  0 , 17 2, .  . . ,  p — 2) 

in Beziehung auf den Primmodul p  genau gleich n, so ist die über 
alle unter einander und von Null verschiedenen Wurzeln a?x der 
Congruenz

aQtcp~2+ a l£cp~ s+ . =  0  (mod. p)

ausgedehnte Summe

stets durch p  theilbar.
Ist der Rang des Zahlensystems a (i, x =  0 , 1, 2; . . . }p —2) 

in Beziehung auf den Primmodul p  genau gleich n, so sind die 
über alle unter einander und von Null verschiedenen Wurzeln a?x 
der Congruenz

aQ£cp~ 2 +  ai x p~ 3+ . . + a p-.zX-Ji-ap^  =  Q (mod. p) 

ausgedehnten Summen

(*, x =  0 , l ,  2 , . . p—2)
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falls p.+2n +  2 nicht den Primfactor p  enthält, gleichzeitig durch p
theilbar oder zu dieser Zahl theilerfremd.

Zum Schlüsse will ich noch eine Verallgemeinerung der
folgenden von Herrn E. C a t a l a n 1 mit Hilfe der Entwicklung

i
der Potenz (1 - \ - z+ zz+  . + z n) 2 nach steigenden Potenzen
von z für ungerade n abgeleiteten Congruenz

! ; ) + i ° ( 2r ~ f ) = °  (™d-)!+ 2)
mittheilen.

Da 2ra-t-l und n + 2 keinen anderen gemeinsamen Theiler 
besitzen können als 3, so folgt aus der unm ittelbar ersichtlichen 
Relation

(- * M 2nn 2) = 2<-2nM 2n ) ’

(2n\ (2n\
dass 6 ( ), beziehungsweise 3 f ) durch n + 2  theilbar ist,

je nachdem n gerade oder ungerade ist. Nun ist

> f : )  -  ■ M , » + . ». - «i

und demnach, falls

(4X + x)« -2A  =  2z(2n — l )  +  ff(w +2) 10)

ist, wo r  und a ganze Zahlen bedeuten

Theorie der Congruenzen. 6 7 1

2n\ (2 n — 2

\ n j  \ n — 1

r H  +  , (n  +  2 ) (2* - 2) ( 2" - 3) -  (» +  !)
n ) {ii— 1 )!

1 „D eveloppem ent d’un radicale.“ Memoires de la  societe  royale des
Sciences de L iege, t. XIII, p. 237— 241. Herr E. C a ta la n  macht an diesem
Orte folgende Bem erkung: „Pour le cas de n pair, je  n’ai rien trouve de 
semblable«.
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6 7 2 L. G e g e n b a u e r ,  Theorie der Congruenzen.

Da bekanntlich ^   ̂ j  durch n theilbar ist, so ist nach

dem eben entwickelten Satze die rechte Seite dieser Gleichung 
durch n + 2 theilbar, wenn r die Form 6 s oder 3s besitzt, je  nach
dem n ungerade oder gerade ist. Man hat daher, weil die Relation 
1 0 ) nur dann für jedes n stattfinden kann, wenn l ~ x — er, x ~ b a  
ist, das Theorem:

Ist a irgend eine ganze Zahl, r  eine Zahl von der Form 6 s 
oder 3s, je  nachdem n ungerade oder gerade ist, so besteht für 
jede ganze positive Zahl n die Congruenz

(2r ) +5a (!T—f ) = ° (m°d' m + 2)'

Ist n ungerade a — 2, r — 3, so entsteht die oben angeführte 
C a ta l a n ’sche Congruenz.
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