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Eine Eigenschaft der Entwicklung einer ganzen 
Function nach den Näherungsnennern von gewissen 

regulären Kettenbrüchen

Ich w erde in den folgenden Zeilen eine interessanteB eziehung 
erweisen, w elche hinsichtlich der V ertheilung der negativen Vor
zeichen in der Reihe der Entw icklungscoefficienten von zwei in 
gewissem Zusam m enhänge stehenden ganzen Functionen nach 
den N äherungsnennern von verschiedenen regulären  Kettenbrucli- 
entwicklungen besteht.

Sind a und b endliche reelle, n icht negative G rössen und ist 
f ( x )  eine im Intervalle  — a. . .b endliche und positive Function, 
welche eine stetige erste Ableitung besitzt und so beschaffen ist, 
dass der linearen  D ifferentialgleichung zw eiter O rdnung

[(x+ a) (x— b) f {x)  y'n]' =  cnf\x) yn (cn >  >  0 ; n > m )

für jedes ganzzahlige nicht negative n  eine ganze Function vom 
Grade n  genügt, so stim m t diese letzte Function bei geeigneter 
Wahl des w illkürlichen constanten Factors m it dem N äherungs
nenner ipn(x)  der bei den über die N atu r von f ( x )  gem achten Vor
aussetzungen regu lären  K ettenbruchentw icklung  des In tegrales 

f ( z )
—^  dz überein. E ntw ickelt man die ganze Function mten 
x — z

Grades y^(x) in die nach den N äherungsnennern  $x(x)  fort
schreitende Reihe

von

L eopold  G egenbauer, 
c. M. k. A kad.

x=0
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wo f m(x)  der mte N äherungszähler der erw ähnten Kettenbruch
entw icklung ist und die Grössen x ? die W urzeln der Gleichung 
ipm(x) =  0 vorstellen, welche bekanntlich  reell, ungleich und im 
In tervalle  — a . . .b befindlich sind. In  den beiden angeführten 
A usdrücken von A x ist, wie man leicht erkennt, der Nenner eine 
w esentlich positive Grösse. Von dem N enner des ersten Aus
druckes folgt dies unm ittelbar ans dem U m stande, dass die zu 
in tegrirende Function im ganzen In tegrationsin tervalle  positiv 
is t, bezüglich der im N enner des zweiten Bruches stehenden 
Summe aber ist zu beachten, dass zwischen je  zw ei aufeinander 
folgenden W urzeln x p stets eine einzige W urzel von =  0 und 
f m(x) =  0  liegt, sowie dass diese beiden Functionen von gleichem 
G rade sind und dass der Coefficient der höchsten Potenz von x  
in beiden dasselbe Zeichen besitzt, w as ans der Relation

unm ittelbar hervorgeht, aus welchen E igenschaften  die Gleichung

D er Coefficient von x v'■ in ipx(x) (x =  0 ,1 ,  2, . . . ) w ird bei den 
folgenden E ntw icklungen stets als positiv vorausgesetzt, was ja 
im m er durch M ultiplication mit geeigneten  C onstanten erreicht 
w erden k an n , w elche dann ebenfalls in <px(x)  als Factoren 
erscheinen. In  diesem  F alle  ist nun, wie ich gezeigt habe , 1 die

1 „Eine V erallgem einerung der Cartesianischen Zeichenregel“. Diese 
Sitzungsber. 83. Bd., II. A bth., S. 321 ff.

folgt.
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Entwicklung einer ganzen Function. 8 6 9

Anzahl der reellen positiven W urzeln der G leichung x (^ )  =  0, 
welche gleich b oder grösser als b sind, nicht grösser als die 
Anzahl der Zeichenw echsel in der Reihe der Entw icklungs- 
coefficienten A\, und die Anzahl der reellen negativen W urzeln, 
welche dem absoluten B etrage nach nicht kleiner als a sind, nicht 
grösser als die Anzahl der Zeichenw echsel in der Reihe der 
Grössen (— 1)XA ,  und es ist die etw aige Differenz zwischen 
jeder der beiden zusam m engehörigen Anzahlen gerade.

Ein analoger Satz gilt auch, wie ich kurz zeigen will, für 
K ettenbruchentw icklungen von gew issen In teg ra len , in denen 
eine der beiden Grenzen unendlich ist.

Ist. a eine reelle endliche nicht negative Zahl, f(cc) eine im 
Intervalle — a.  .00 endlich und positive Function, welche eine 
stetige erste Ableitung besitzt und so beschaffen ist, dass für jedes 
ganzzahlige nicht negative ra der linearen  Differentialgleichung 
zweiter Ordnung

[(ar+ yh]' =  cn (a?+ a)%f(tv) y n (c» >  cm >  0 ; ra > m) 

eine ganze Function raten G rades genügt, und ist endlich f (— d)

von Null verschieden, l im ^ o  — st ärker  unendlich als jedef ix)
Potenz, so ist, wie man sofort sieht, yn bei geeigneter W ahl des 
willkürlichen constanten Factors gleich dem raten N äherungs
nenner ^n(x) der regulären  K ettenbruchentw icklung desln teg ra les

C  dx  _ j j a t man nun die Entw icklung

so erhält man die Relation

welche, da keine der Functionen \ ( x )  im In tervalle  —  a (incl.) 
.• .0 0  verschw indet, nach dem  Theorem e von R o l l e  die B e
ziehungen
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8 7 0 L. G e g e n b a u e r ,

K ( X ( * ) )  ( X  c 0  w ) + 1

5a(x 0 ) )  = 5 C ( Z  C)̂  + 1 (mocL 2)

liefert, wo $ ( / i  (<*?)) die A nzahl der reellen  negativen Wurzeln
—a

der Gleichung* f x(x) —  0 vorstellt, w elche dem  absoluten Betrage 
nach  nicht unterhalb  a liegen. Durch W iederholung dieses Ver
fahrens erschliesst m an sofort die allgem eineren Beziehungen

aus denen sich das folgende Theorem  ergibt:
Is t a eine reelle endliche nicht negative Zahl, f ( x )  eine im 

In tervalle  — a. . . oo endliche und positive Function, welche eine 
s te tige  erste A bleitung besitzt und so beschaffen ist, dass für 
jed es  ganzzahlige nicht negative n  der linearen  Differential
g leichung zw eiter Ordnung

[(a?+ ay+'f ix)  y'n]' — cn (x  +  «■) */’(#) 2A* (pn >  cm>  0 ; n > m ; x ̂  0) 

eine ganze Function ?iten Grades genügt, is t ferner /*(—a) von

Potenz, bezeichnet endlich den mit positivem  Coefficienten
von x n behafteten ?zten N äherungsnenner der K ettenbruchentw ick-

(mod. 2)

N ull verschieden und lim *=oo 77—x stärker unendlich als jede
/O )
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s o  ist die Anzahl der reellen  negativen W urzeln der G leichung 
deren absoluter B etrag  nicht k le iner als a ist, n ich t 

grösser als die Anzahl der Zeichenw echsel in der Reihe der 
Grössen (— l ) Xx-41x und die etw a auftretende Differenz zwischen 
beiden Zahlen ist stets gerade.

Aus diesem  Satze kann , wie ich bei dieser G elegenheit 
hervorheben will, ein in teressan tes Theorem  über die Anzahl der 
reellen W urzeln einer G leichung abgeleitet werden. Ich habe 
nämlich in einer früheren M ittheilung1 gezeig t,dass d ieN äherungs- 
nenner der regulären K ettenbruchentw icklung des In tegra les

/»OO ß—z
l ------- dz bis auf einen constanten F acto r m it den Functionen

Entwicklung einer ganzen Function. 871

). =  n —k
rrm(x \ —  V  (—  lV '__________ - _____________

 ̂ J “  Zu  ̂ ; H (X) n  (n— A) II ( in +  n —X)
). =  o

Ubereinstimmen und habe daselbst die E ntw icklung

„ _ xy  a ( p ) n ( m + p) „
L  n ( p - x )
). =  0

angegeben, aus welcher für die ganze Function witen Grades

X =  n

— V  a} x l
x =  o

die Entw icklung
\  =  n

/
\  =  0

U. =  71
_  y  i K » n ( ™ + / x )

A l ~ L  n f r - X )  *>
(j.= X

folgt. N ach dem eben entw ickelten  Satze hat man daher das 
Theorem:

1 „Zur Theorie der Functionen T™( x) . u D iese  Sitzungsber. 95. Bd., 
II. Abth.
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8 7 2 L. G e g e n b a u e r ,

Die A nzahl der nicht positiven reellen W urzeln der Gleichung-
X =  n

>?ten G rades ^  —  0 ist n iem als grösser als die Anzahl der
o

Zeichenw echsel in der Reihe der nicht verschw indenden Grössen 

(— 1 f  y  a  ̂ un(j  die etw a auftretende Differenz
|x =  X

zw ischen diesen beiden Zahlen is t stets gerade, und die Anzahl der 
reellen nicht negativen W urzeln dieser G leichung ist nicht grösser 
als die A nzahl der Zeichenw echsel in der Reihe der nicht ver-

(j. =n

schw indenden unter den Grössen (—1 )'' V  (— 1) !J~ -  ̂  ̂  ^  -1 a
Z_j  II (f*. — a)

|X =  ).
und die etw aige Differenz zwischen diesen beiden Zahlen ist 
eine gerade Zahl.

Sind A iy, zwei unm ittelbar aufeinander folgende
(nicht verschw indende) Entw icklungscoefficienten, so ist

1 sign (A\yA\y_^\ 2 oc| er o? je  nachdem  dieselben einen

Z eichenw echsel oder eine Zeichenfolge darb ie ten , und es ist 
dem nach, falls in der Entw icklung von yX&) nach den N äherungs
nennern einer der angeführten allgem einen K ettenbruchentw ick
lungen genau  r  G lieder mit den Ind ices ., A,. wirklich
vorhanden sind, die Anzahl der ausserhalb des In tervalles — a .. .b  
liegenden  W urzeln dieser Function nach dem  Modul 2 congruent 
dem  A usdrucke

v . =  r — 1

^  s ig n ( A > , x + i ) ± r — 1 ,

wo die M arke am Summenzeichen andeutet, dass nur jen e  Werthe 
von x zu nehm en sind, für welche die Summe Xx+ / x+1 gerade ist, 
und die Anzahl derjenigen negativen  W urzeln, deren absoluter 
B etrag  nicht unterhalb  a liegt, congruent der Summe

zr 11 sign ( 4 A +1)
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während die Anzahl der innerhalb  des In tervalles — a . . . b ,  
beziehungsweise — a . . .00 (mit Ausschluss der Grenzen) befind
lichen W urzeln von y^(af) =  0  m it der Summe

x =  r — 1

m — l - ± r ±  V  sign ( A XA X+1),
v. =  l

beziehungsweise

'" ^ T 1 1 +  (— l ) ^ ^ 1-1 sign « 4 X+1)
m  7  . 2

Entwicklung einer ganzen Function. 8 7 3

gleichen C harakter in Bezug auf den Modul 2 besitzt.
CC { Cl l i  | 0

B erücksichtigt man, dass durch die S u b stitu tio n ------  =  - -----7
x — b y — d

das In tervall — a.  . .b auf das In tervall — c. . .d  abgebildet w ird 
und um gekehrt, so erkennt m an, dass die Anzahl aller inner
halb des In tervalles — a. .b  befindlichen reellen W urzeln der 
Gleichung raten G rades x_(a?) =  0 mit der A nzahl aller innerhalb 
des In tervalles —  c . . d  gelegenen reellen W urzeln der Gleichung

X — 0 übereinstim m t, und daher ha t man

den Satz:
Sind a, b, c, d  endliche reelle  nicht negative G rössen, ist 

ferner die Function f ( x )  im In tervalle  — a. .b, f x(x)  aber im 
Intervalle — c. . .d  endlich und positiv und sind beide mit stetigen 
ersten A bleitungen begab t und so beschaffen, dass die linearen  
Differentialgleichungen zw eiter O rdnung

[(a?+ a ) ( x — b) f i x )  y'n]  =  cnf { x )  y n (cn >  crn >  0 ; n >  m)

[(a? +  c) ( x — d) / i  (x) z'n]' — dnf\ ix )  zn (dn >  dm >  0 ; n >  m)

für jedes ganzzahlige nicht negative n  ganze Functionen raten 
Grades zu particulären  In tegra len  haben, bezeichnet man ferner

* CP ( (Q
mit beziehungsw eise Tn v } den raten N äherungsbruch
, *?>(*) r > f ( z ) 
dev K ettenbruchentw icklung des In tegra les / ■[ dz, be-

/

d  4 ‘ \ J — a  X  Z

~ ^ - d z  mit positivem Coefficienten der 
c x  *
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höchsten Potenz von x  im Zähler und N enner und m it x {J_, x ^  die W urzeln der G leichungen rpw(a?) =  0, ip(J)(a?) =  0, 
und bestehen endlich die Entw icklungen

X =  1

(A=S

p- = 1

so ist

•/ -1— i

sign ( / M ^ ) +>• =  sign (B K BK+1) +  s (moli- 2)
x  =  l  *  =  1

^ ' s i g n ^  f (x)  / »  \ ( x )  dxj  sign / ‘(ar)x(a?)^x+iW ^ + r  =  ^  sign +

. ^  (a?) rf.rj sign ^ ^  /j (a?) x  — ~  )  ^ ; +1 ^  rfa?]  +  s (mod* 2)
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/ ( a-bb)x^ +  ac— bd\ (i } \  . P «  0*> ) f(a  +  b)x'^ -+- ac— bd\ (1) \

• * ( - — f ^ d — s , £n I  m < ) x ( — ( mo d - ^
V = i  “  '

wo die M arken an den einzelnen Sum m enzeichen anzeigen, dass nur jen e  Indices X, beziehungsw eise X' zu 
nehm en sind, für w elche die Summe Xx+A x+i, beziehungsw eise X*+X£+ i gerade ist.

J j _____f t i /  b z ^  CL

B edenkt m an ferner, dass durch die Substitutionen x = z   -----x  ■= — -r ( z >  0) das In te rva ll — a. .b
1 -by ’ z r + l  v —  7

auf das In tervall 0 . . -t-oo abgeb ildet wird, so sieht m an, dass die Anzahl der dem Intervalle  — a. . .b an ge
hörigen W urzeln der G leichung x (^ )  — 0 gleich der Anzahl der positiven W urzeln einer der beiden  Gleichungen

(1 +y)mx + ~̂ ) — 0; ( l + £ 2)mx  (̂ + z 2̂  — Q un(  ̂ m an kann daher unter B erücksichtigung der obigen

A useinandersetzungen, der C artesianischen Zeichenregel und des F o u r ie r 's c h e n  Satzes folgendes Theorem  
aussprechen:

Sind a, b endliche reelle nicht negative Zahlen, ist ferner die Function f ( x)  im In tervalle  — a . . .b, f ^ x )

aber für alle nicht negativen x  endlich und positiv und lim a;=00 —̂  s tä rk er unendlich als jed e  Potenz, und
/ i r )

sind beide Functionen m it stetigen ersten  A bleitungen begabt und so beschaffen, dass für jedes ganzzahlige 
nicht negative n  die linearen D ifferentialgleichungen zw eiter Ordnung

[ ( a r + a) ( x — b)f(x)y'n]r — cnf ( x ) y n (cn> c m> 0 \  n >  m)

[ ^ x + 1  f i x )  jn}' — dn x xf \ x )  yn (dn >  dm >  0 ;  n >  m ; x  ^  —  1 )
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(n ( qqJ
ganze Functionen vom G rade n  zu particulären In tegralen  haben, bezeichnet man ferner m it bezieliungs-

cp(l)( ^  r h f ( z )
w eise < den rcten N äherungsbruch der K ettenbruchentw icklung des In tegrales j  dz} beziehungsw eise

t j i  W  J — a X  ^

%*" f  ( Zr\
— - dz m it positiven Coefficienten der höchsten Potenz von x  im Zähler und N enner und mit x^, x ^  x[[

o x ~ z
die W urzeln der G leichungen ^ (oc) =  0, ^ (V ) 0, llnd bestehen endlich die Entw icklungen

xO) =  £  W W  (A,®°)
y . =  l

(! + * r x ( ^ ) = z \ % ( " )  ( ® ^ o )
1 X = 1

T =  771 j

=  £  ay„ x Xr (a} ,„ Sc 0 ; ~ m )

T =  1
V =  t

c (c^ 0)
V =  1

ct =  2 m2
*(")

CJ =  1
=  y  b m x x’  ( v ^ ^ o ;  * r =  2 »>)
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wo die M arken an den Sum m enzeichen anzeigen, dass nur jen e  W erthe von x zu nehm en sind, für w elche 
Xa+A x+1 gerade ist, und nur die X ^ten ( t  =  1, 2, m t ) A bleitungen von x(.x) x —  ~ a  und nur die A /̂)ten 
(a —  1, 2, . mz) für x  —  oo von Null verschieden sind.

D a die Anzahl der positiven W urzeln der G leichung x { — a + z z) —  0  m it der A nzahl derjenigen W urzeln 
von x ( ? )  —  0 üb er einstimmt, welche grösser als — a sind, w ährend die Anzahl der positiven W urzeln von 
x (p - \ - z%) —  0 gleich der A nzahl derjenigen W urzeln von x ( z ) =  0 ist, w elche grösser als b sind, so is t die Anzahl 
der dem Intervalle  — a.  . .b angehörigen W urzeln der G leichung x ( x ) =  0 gleich der Differenz aus der Anzahl 
der positiven W urzeln von x { — a -h z z) =  0 und x { ^ +z%) — O- D iese Bem erkung führt zu folgendem  Theorem e: 

Sind a, b endliche reelle nicht negative Zahlen, ist ferner die Function  f ( x ) im In tervalle  — a. .b, f \  [x)

aber für alle nicht negativen x  endlich und positiv  und lim x.=00 —̂  s tä rk e r unendlich als jede  Potenz, und
/  i W

sind beide Functionen m it stetigen ersten A bleitungen begabt und so beschaffen, dass für jed es  ganzzahlige 
n icht negative n  die linearen D ifferentialgleichungen zw eiter O rdnung

[(.r+ a) ( x — b)f{x)y 'n]' — cnf ( x ) y n (cn>  cm> 0 ; n > m )

[ x ' - ^ f i x ) z ’n]' — dnx xf ( x ) z n (dn> dm> 0 ; n > m )

ganze Functionen vom G rade n  zu particu lären  In tegralen  haben, bezeichnet man ferner m it beziehungs-
<pW(x) r b f ( z )  'w eise ■( den wten N äherungsbruch der K ettenbruchentw icklung des In tegrales /  ■ dz, beziehungsw eise
^ O )  J - a

r o o
I 1V 1 dz und m it x a^. die W urzeln der G leichungen $m(x) =  0, =  0 m it positiven Coefficienten

J 0 X  2
der höchsten Potenz von x  im Z ähler und N enner, und bestehen endlich die Entw icklungen
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•x =  i— l  jx =  m  /  \  p,= m  / \

^ sisD (i  r o x w ***w ) sign ( zX =  1 |X =  1 }J. =  1

( j . = s — 1  ( J i = 2 m  f l W  f  \  | j . = 2 o t  ( i )  /  /  \

(J-= l M -=l '  1 M -=l

v = < — 1 [ x = 2 t o  / j w  /  \  | j . = 2 m  t y .  /  ^ \

V =  1  | J . =  1  ]JL =  1

(mod. 2)

wo die M arken an den Sum m enzeichen anzeigen, dass nur jen e  W erthe von x zu nehm en sind, für welche die 
Summe Ax-f-Ax+1 gerade ist.
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