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Über complexe Primzahlen
von

Leopold Gegenbauer,
c. M. k. Akad.

Für die Summe derjenigen Werthe, welche eine beliebige 
Function annimmt, wenn ihr Argument alle aus gewissen reellen 
Primzahlen zusammengesetzten ganzen Zahlen eines vorgeschrie
benen Intervalles durchläuft, und speciell für die Anzahl der in 
diesem Intervalle befindlichen Primzahlen, ist eine Reihe von 
theils genauen, theils angenäherten Ausdrücken aufgestellt worden, 
welche in verschiedenen einschlägigen Werken, beziehungsweise 
Abhandlungen von L e g e n d r e ,  G-auss,  D i r i c h l e t ,  Möbi us ,  
R i e m a n n ,  T c h e b y c h e f ,  A. de  P o l i g n a c ,  G e n o c c h i ,  
B u g a j e f ,  B e r g e r ,  C a t a l a n ,  Ces a r o ,  E. d e  Jonqu i &res ,  
L i p s c h i t z ,  S y l v e s t e r ,  P e t e r s e n ,  Me i s se i ,  James Gl a i s he r ,  
J. W. L. G l a i s h e r ,  mir u. A. enthalten sind. Diejenigen genauen 
Formeln, in welchen keine Integrale Vorkommen, zerfallen in 
zwei Kategorien. Die Formeln der ersten Kategorie setzen die 
Kenntniss aller Primzahlen des betrachteten Intervalles voraus 
und sind daher vorwiegend in theoretischer Beziehung von 
Interesse, in den der zweiten Gruppe angehörigen Relationen 
hingegen werden Summen, welche sich auf alle aus bestimmten 
beliebig ausgewählten Primzahlen gebildeten ganzen Zahlen 
eines gegebenen Intervalles beziehen, durch Summen ausgedrückt, 
die sich über alle jene Zahlen desselben Intervalles erstrecken, 
welche aus den übrigen in demselben befindlichen Primzahlen 
gebildet sind; diese Formeln können daher zur Berechnung der 
letzteren Summen benützt werden, sobald die zuerst erwähnten 
Primzahlen bekannt sind, wesshalb sie nicht nur einen theore
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tischen, sondern auch einen in vielen Fällen nicht unerheblichen 
praktischen Werth besitzen. Es lassen sich nun analoge, sowohl 
genaue, als auch angenäherte Formeln für jede Art von com- 
plexen Zahlen aufstellen. Ich werde in dieser Mittheilung zu
nächst einige genaue Formeln der beiden erwähnten Kategorien 
für allgemeine complexe Zahlen ableiten und zum Schlüsse 
einige auf die Primfactoren der reellen und der aus den vierten 
Einheitswurzeln gebildeten ganzen complexen Zahlen bezügliche 
Theoreme ermitteln.

I. Formeln der ersten Gruppe.
Es bedeute (n) di.e Gesammtheit der einer bestimmten 

Gattung von complexen Zahlen angehörigen ganzen Zahlen, deren 
Norm die reelle Zahl n nicht übersteigt, 91 (w) die Anzahl der

Individuen des Zahlengebietes (n), ^  f { a;) die Summe der
*=(«)

Werthe, welche die willkürliche Function f ( x )  annimmt, wenn 
ihr Argument die eben erwähnten %(ii) complexen ganzen Zahlen 
durchläuft, <55 (a?) die Anzahl der verschiedenen (wirklichen und 
idealen) Primfactoren der ganzen complexen Zahl x,  es habe 
ferner c(a?) den Werth 0 oder 1, je  nachdem die Norm der com
plexen Zahl ol unterhalb der Einheit liegt oder nicht, und die 
zahlentheoretische Function i>.(x) den Werth (— 1)*^), falls x  
eine complexe Einheit oder ein Product von verschiedenen (wirk
lichen oder idealen) Primfactoren ist, hingegen den Werth 0, 
wenn x  durch ein Quadrat (ausser 1) theilbar ist, und es sei 
endlich die zahlentheoretische Function cc(x) so beschaffen, dass 
die über alle Theiler d der ganzen complexen Zahl x  ausgedehnte 
Summe

Y j °tw = / ,w
d

ist, wenn x  eine Primzahl ist, während in allen anderen Fällen 
die Gleichung

Y j  -  0

d
besteht.

Durch die eben angeführte Eigenschaft ist die Function a(x)  
vollkommen bestimmt, denn mit Benützung des bekannten Satzes,
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dass, falls p v  pv  . . . p r sämmtliche Primfactoren der ganzen com
plexen Zahl x  sind, sich jeder Theiler von x , mit Ausnahme von x  
selbst, ebenso oft unter den Divisoren der ganzen Zahlen

x x  x

1 ' " ’ P l P i P i P *  ’ '  " ’ P r - i P r - i P r - l P r

als unter den Theilern der ganzen Zahlen

(Y* /y» /VI /y» SY*U/ kAj \JU t(/ \JU

P i ’ P t ' " ’ P r  P M ^  " ’ P r - t P r - l P r ’ " '  

findet, leitet man in bekannter Weise die Relation

cc(x) =  ^  f i d)lx { ^ j )  •••!)
d

ab, wo f ( d )  den Werth f ( d )  oder 0 hat, je  nachdem d eine Prim
zahl ist oder nicht. Nach dieser Gleichung ist also

oc(l) =  0, a.(x) ■=. 0, . . .2)

wenn x  eine (wirkliche oder ideale) Primzahl in einer höheren 
als der zweiten, oder mehr als eine Primzahl in einer höheren 
als der ersten Potenz enthält,

a(x)  — (— l y ^ f l p i ) ,  . . .3)

wenn x  den Primfactor p i in der zweiten, alle anderen aber nur
in der ersten Potenz enthält, endlich

<*) = (-1)"«^ X  An). ••■4)

wo die Summation über alle complexen Primfactoren der ganzen 
complexen Zahl x  zu erstrecken ist, falls x  durch kein Quadrat 
(ausser 1 ) theilbar ist.

Ist speciell f ( x )  =  1, so geht die Function a(x)  in die 
specielle Function a0(x) über, für welche an die Stelle der 
Gleichungen 2), 3), 4) die folgenden treten:

a0 (x ) == (— l ) 10̂ ) . . .3  a)

aQ (x) =  (— 1 ) <l(:e)+ 1 £  (x). . . . 4 a )
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Für die Anzahl 31 (w) der Individuen des Zahlengebietes (n) 
bestehen offenbar die Gleichungen

oder nach den angeführten Eigenschaften der zahlentheoretischen 
Function cc(x)

wo F(n ) die Summe der W erthe vorstellt, welche die Function 
f i x )  annimmt, wenn ihr Argument alle (wirklichen und idealen) 
Primzahlen des Complexes (n) durchläuft, und @(w) die Anzahl 
dieser Primzahlen ist.

Ans diesen Gleichungen lässt sich sofort eine Reihe von 
Formeln derselben Kategorie ableiten. Es sei x k eine zu der 
erwähnten Classe von complexen Zahlen gehörige ganze com
plexe Zahl, welche eine vorgeschriebene (durch den Index A 
charakterisirte) Eigenschaft besitzt, dx ein zu den Zahlen x x ge
höriger Theiler der ganzen complexen Zahl x  und es mögen die

x  =  ( n )

.r = (w)

und daher ist

...5 )

und speciell

...6)
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Functionen / 2 (V), f z (x), /'£%)> f f ( x ) } x(x) ,  y ^ ( x )  folgenden 
Relationen genügen

Y j / * W / 3 ( y )  =  a (>) •••7)\  -J

f V  ( j f )  -  a» ̂  • • •8)
5>. '

V  f% (PO =  X 0 )
8>-

2  A0)(PO = x(0)(*)>
8).

falls x  zu den Zahlen x v. gehört, und

Z / i < A )  =  °
‘x

2 > > < A )  =  o
S>.

in allen anderen Fällen, wo die Summationen über alle Divisoren 
Oj von x  zu erstrecken sind. Alsdann ist

z  * ( i ^ y . w =  z

1 0 4 0  L. G e g e n b a u e r ,

, ) = M  ^ K V  '■ W - , * )

Z *(v5r>W)W= Zv ‘/ - V £ WV * K * ),

wo die Summationen bezüglich ^  über alle dem Gebiete (») 
angehörigen complexen Zahlen x } auszudehnen sind und in den
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auf oc bezüglichen Summen selbstverständlich nur solche ganze 
Zahlen des Complexes (n) zu nehmen sind, welche einen unter den 
Zahlen x x befindlichen Theiler besitzen. Aus diesen Gleichungen 
folgen nach den eben angeführten Beziehungen die Relationen:

Complexe Primzahlen. 1 0 4 1

71
Schreibt man in diesen Gleichungen für n: , multi-

■*%)
plicirt sodann mit f 3(y), beziehungsweise f ^ ( y )  und summirt 
bezüglich y  über das ganze Zahlengebiet (n)f so entstehen die 
Gleichungen

oder nach 5 ) und 6 ):

Sitzb. d. matliem.-naturw. Cl. Bd. XCVIII. Abth. I I .  a. 67
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Aus diesen allgemeinen Relationen sollen nun einige be
sonders interessante specielle Formeln abgeleitet werden.

Sind die Zahlen x x alle ganzen Zahlen des Gebietes (n) und 
nimmt man für eine der beiden Functionen f t {x), f z {x), be
ziehungsweise /^0)(#) eine zahlentheoretische Function
x(x),  welche für jedes P aar ganzer complexer Zahlen des Ge
bietes (n) die Gleichung

x(xy) ~  *{x)y.(y)

befriedigt, so lässt sich die andere leicht ermitteln. Ist nämlich
[  oo \  f* (oc\beispielsweise f z (x) — x(x),  so wird f z J — y  ̂  f wenn d

irgend ein Theiler von x  ist, und daher verwandelt sich die 
Gleichung 7) in

v  A M  _  « 0 )
^  A M  / z M  ’

aus welcher Relation nach der anfänglich benützten Schluss
weise folgt

/'s 0 *0 =  ^ ( ^ ^ ( 7 ) ^ ( 7 )  ■••1 1 )

Es sei zunächst f z {x) =  N (x )x, dann wird nach 11)

A W  =  Z <I( f ) JVW > W -  - 12)
d

und es stellt ^  wo die Summation über alle (wirklichen
d

und idealen) Theiler der ganzen complexen Zahl x  zu erstrecken
ist, die Summe *p%(x) der xten Potenzen der Normen aller Theiler
der ganzen complexen Zahl x  vor, so dass also

1 0 4 2  L. G e g e n b a u e r ,

x =  (n) x / x =  (ri)

X— (n)
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wird. Die auf der rechten Seite der Gleichung 12) stehende Summe kann leicht nach den Functionen /'(p*) 
geordnet werden. Führt man nämlich in dieselbe den oben aufgestellten Ausdruck von oc(x) ein, so erhält man 
für den Coefficienten von / ‘(p x) die Summe

wo die Summation über alle durch die Primzahl p x theilbaren Divisoren der ganzen complexen Zahl x  zu 
erstrecken ist. Ist nun

X  = P l P ? - - - P r

so wird diese Summe gleich

£  n (p ’f p ^ - ■ ■ ■ pi r) N { p i ' - " p p - p ^ ~  1 p Ii y " ^  •p T ' ' f

■ ft [p i 1i—:x> pt*~*2 • • • p x 1 P } ^ \+ ix r) *

wo die Grössen x nur die W erthe 0 und 1 haben können.T
Aus der Definition der zahlentheoretisehen Function [x(x) folgt, dass für alle theilerfremden W erthpaare x , y 

die Relation
f t ixy) — }J.(x)ix(y)

Complexe 
Prim

zahlen. 
1043
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besteht und daher lässt sich diese Summe auch in folgender Weise schreiben

^  ix̂ ^ ^ p ^ y • • • ̂ (V x z 1 x“ x)x $  {Px 1  y
Xj, x2j . - •, *r

• *X+I)x • • • N ( K ~ XrY  p- {p*1' * 1) p (pi~*z) ••■/*■ (K -T 1_x>'_1) ^  (K x_*x *)

^(K+t1 Xx+1)---/x( v  Xp) = )^ (*\x 1)—N (pl x 2)V ^ (K X 2)l

H > ( C )  * t f ) - N  ( i T 1)}, 
i

wenn festgesetzt wird, dass die Function /x(a) für ein nicht ganzzahliges Argument den Werth 0 haben soll 
und die Marke am Productzeichen anzeigt, dass der Werth t — 1 auszuschliessen ist. Dieser Ausdruck zeigt,

%v
dass der Coefficient von f ( p }) in f z (x)  den Werth 0 hat, wenn —  auch nur einen Primfactor in einer höheren

P\
als der zweiten Potenz enthält, und dass derselbe in allen anderen Fällen gleich dem Producte der xten Potenzen

(Cder Normen jener Primtheiler von x  ist, welche in —  nur in der ersten Potenz Vorkommen, multiplicirt mit
P\

dem mit dem positiven oder negativen Vorzeichen versehenen Producte der um 1 vermehrten xten Potenzen der
CONormen jener Primfactoren von x,  welche in —  in der zweiten Potenz auftreten, je nachdem die Anzahl der
Px

1044 
L. 
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letzteren gerade oder ungerade ist. Is t speciell xz=0, so wird der
OOangeführte Coefficient gleich 0, wenn -— auch nur einen Prim

factor in einer höheren als der zweiten Potenz enthält und erhält
den Werth (— 2)p in allen anderen Fällen, wenn p die Anzahl

oo
iener Primzahlen vorstellt, welche in —  in der zweiten Potenz

P i
erscheinen.

Man hat demnach die Formeln

I  - l8>
B = (*) W

z  j ) i?f >(a,) = 0 (,o. - 14)
X  =  ( » )  V '

wo

Complexe Primzahlen. 1 0 4 o

ist, wenn die Summation bezüglich X über alle Primfactoren von x  
ausgedehnt wird.

Für die eben aufgestellte zahlentheoretische Function Fx{x) 
lässt sich, wie man leicht zeigen kann, die folgende bemerkens- 
werthe Gleichung aufstellen:

Es sei ferner / 2 (x) — a(x ) N ( x ) y', wo die zahlentheoretische 
Function l ( x )  den Werth + 1  oder — 1 besitzt, je  nachdem x  
aus einer geraden oder ungeraden Anzahl von gleichen oder ver
schiedenen (wirklichen und idealen) Primzahlen zusammengesetzt 
ist. Da offenbar nach der Definition von l ( x )  für jedes Paar von 
ganzen complexen Zahlen die Gleichung

l {xy)  ~  A(x)a (jf) 

besteht, so wird in diesem Falle
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/,.w  =  Z < ‘,)1( t ) ' ‘ ( t H  t J - 16)
d

d

Da, wie man sofort sieht, die über alle Divisoren d der 

Primzahlpotenz ausgedehnte Summe ^  \ (d)N(d)*  den
1̂ =  ®l d

Werth ^  (— l ) xiiV’(p 1)x‘x besitzt, so ist die über alle Theiler
xt =  o

der ganzen complexen Zahl x  ausgedehnte Summe

1 0 4 6  L. G e g e n b a u e r ,

r  T T

y  y  ( - i y - i v ( PX ’ = a , M .
d  1 XT =  0

Ist speciell x =  0, so entstehen die interessanten Relationen

X
d

falls x  das Quadrat einer ganzen complexen Zahl ist, und

V  A(d) = 0  

d

in allen anderen Fällen. Es wird demnach

2 Z *(^)h*)̂ *)*-i6«)
x = ( n )  ' 1 m.y =  (n) V ^ 1

= Z = Z w
*■' = («)

und speciell

* = (») w
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Setzt man in die auf der rechten Seite der Gleichung 15) 
stehende Summe den oben ermittelten Ausdruck von a(x)  ein 
und ordnet nach den Functionen f(py),  so ergibt sich als Coefficient 
von f ( p }) die Summe

wo die Summation Uber alle durch p  theilbaren Divisoren d der

kein Quadrat (ausser l )  theilbar ist. Dieselbe kann in folgender 
Weise geschrieben werden

wo die Summation über alle den Bedingungen xT zr aT, ax— 1 
genügenden Werthsysteme auszudehnen ist. Führt
man die einzelnen Summationen aus, so erhält man das Product

wo die Marke am Productzeichen angibt, dass der Werth t  =  X 

auszuschliessen ist. Dieser Ausdruck zeigt, dass der gesuchte
CO

Coefficient gleich Null ist, wenn die ganze complexe Zahl —
Px

auch nur einen Primfactor in einer höheren als der zweiten Potenz 
enthält, und dass derselbe in allen anderen Fällen für * > 0  gleich 
dem Producte der xten Potenzen der Normen jener Primtheiler

CO
von x  ist, welche in —  in dev zweiten Potenz auftreten, multi-

plicirt mit dem mit dem positiven oder negativen Vorzeichen ver

ganzen complexen Zahl x  zu erstrecken ist, für welche —  durch

r

+
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sehenen Producte der um eine Einheit verminderten xten Potenzen
CC

der Normen jener Primfactoren von x,  welche in —  nur in der
V>

ersten Potenz Vorkommen, je  nachdem die Anzahl der Prim-
CC

divisoren von —  gerade oder ungerade ist. Ist x =  0, so hat 
^  *  

dieser Coefficient den Werth 0, wenn —  auch nur einen Prim
iz

factor in einer anderen als der zweiten Potenz enthält, und ist

* ( — ) x
gleich (—1) >• , falls —  das Quadrat eines Productes von

verschiedenen Primzahlen ist. Da offenbar die Function jy. x

dieselben W erthe hat, so kann man für x =  0 die Gleichung 15) 
auch in folgender Weise schreiben

1 0 4 8  L. G e g 'e n b a u e r ,

h  (?) -  ^  f ( P 0  V- ’

wo die Summation Uber alle Primfactoren der ganzen complexen 
Zahl x  zu erstrecken ist.

Man hat demnach die Formeln

X Z (sp) *•(»>=*« - 16>
* = (») v y

Z Z - 17)
x  =  (n)

V
Z j

x  =  (n)

x  =  ( » )
N(.v)

WO

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Complexe Primzahlen. 1 0 4 9

ist, wenn die Summation bezüglich /  über alle (wirklichen und 
idealen) Primfactoren der ganzen complexen Zahl x  zu erstrecken 
ist, F3(ni) den Überschuss der Summe jener Werthe vorstellt, 
welche die Function f ( x )  annimmt, wenn ihr Argument alle 
(wirklichen und idealen) Primtheiler der ganzen complexen Zahl m 
durchläuft, deren complementärer Divisor das Quadrat eines 
Productes einer geraden Anzahl (Null eingeschlossen) von ver
schiedenen Primzahlen ist, über die Summe derjenigen Werthe, 
welche diese Function erhält, wenn für x  die übrigen Primfactoren 
von m gesetzt werden, deren complementärer Divisor die zweite 
Potenz einer durch kein Quadrat (ausser 1) theilbaren ganzen 
complexen Zahl ist, und Ff)(rn) die Differenz aus der Anzahl der 
zuerst erwähnten Primfactoren von m und der Anzahl der zuletzt 
genannten ist.

Es ist leicht, die über alle Theiler dz der ganzen complexen 
Zahl x,  deren complementärer Divisor ein Quadrat ist, aus
gedehnte Summe

^  F3(dz), beziehungsweise ^  F ^ ( d z)
<72 d2

zu bestimmen. Führt man nämlich für F3(di )> beziehungsweise 
Fip(dz) den eben ermittelten Werth ein und ordnet nach den 
Functionen f ( p }), so ergibt sich als Coefficient von f ‘(p}) die 
über alle durch die Primzahl p theilbaren Divisoren dz zu

erstreckende Summe ^  , ,u ( \ J ~ ) , welche auch in folgender

Form geschrieben werden kann

■/,, y.o,

wo selbstverständlich % nur die W erthe 0 und 1 haben kann. 
Da nun aber, falls eine der Grössen x den Werth 1 besitzt, die7 7
zu dem betreffenden r gehörige Summe den W erth l+jm,(p)), 
d. i. 0  erhält, da ferner nur dann, wenn =  0  (r ^  X) — 1 ist, 
sämmtliche Grössen xt gleich 0 sind, so ist
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Z FM)=n*)
<*z

Z W*) = 1.
wenn x  eine Primzahl ist, lind

1 0 5 0  L. G e g e n b a u e r ,

Z F3«) = 0
dz

£  = °
ch

2 t  f n

in allen anderen Fällen.
Nun ist

Z %{m ^v= Z
x = ( \ / n )  ' *.?/ =  («)

-

a; =  (?i)

wo p8 (a?) die Anzahl der quadratischen Theiler der ganzen com
plexen Zahl x  vorstellt. Schreibt man in dieser Gleichung flir n 

?l
■ . , multiplicirt sodann mit F3(y), beziehungsweise F ^ ( y )  und

\U )
summirt bezüglich y  über alle dem Gebiete (n) angehörigen 
Zahlen, so erhält man die Relationen

Z  P% i~N(y)) F* ^  ~  Z  ®{N(a;*y))F* ^
!/ = (n) *,» = (») V

= Z *fe)(Z'.w
x  =  (n) X V "  '  d z

Z *.te)*p>(*)= Z
y  =  ( n )  x ,  y  =  ( « )

= Z «(äks)(Z *?>«))■
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oder nach den eben aufgestellten Formeln

wo die Summen auf den rechten Seiten über alle Primzahlen des 
Gebietes (n) auszudehnen sind.

Um eine neue Formel dieser Kategorie zu erhalten, betrachte 
ich die Uber alle Divisoren d% der ganzen complexen Zahl x  mit 
quadratischem complementärem Divisor ausgedehnte Summe

wo f x{x) die Summe der Werthe vorstellt, welche die willkür
liche Function f { x )  annimmt, wenn ihr Argument alle Prim- 
theiler der ganzen complexen Zahl x  durchläuft. Diese Summe 
lässt sich in folgender Form schreiben

wo die ganzen Zahlen x (r =  l , 2, . . . ,  r) nur die W erthe « , — 2
besitzen können. Ist zunächst eine der Zahlen a > 2 ,  so wirdT '
diese Summe wegen der Relation

gleich Null. Ist eine der Grössen « , z.B. <xx gleich 2, während 
alle anderen den Werth 1 besitzen, so ist die erwähnte Summe 
die Differenz der zwei Ausdrücke

K p ?) = — K p x) K p ?  2)

K p \ )  M P i )  • • • ' '  ( P r )  f l i P l P l  • • -Pr ) ,  f t  ( P i )  K P z )  • • ■ X ( P r ) f ( P t  ' " P r )

und daher gleich (— l ) Ä>(x)+1/ ’(^ 1), sind aber mindestens zwei der 
Grössen a , z. B. ax und a2 gleich 2, so hat dieselbe die Form
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v  A ( p**) - . .  X ( p l r) f \  ( p y p z . . . p r) y. ( 1v / p  “3 -  *■■•) fx (s/p 2'~ x0  ■■■p- ( V  p xr>' v ) —z_,X.J, * . . , Xr

-  21 Hi>30- - -HKr) / i ( ^ 2P3---i?, ) ^ ( V /̂ ;“i_X3) ^ ( V /^4i_X4) - - - *")—
xs, . . xr

—  Y j 1 W ) ** * 1 ( PtO fl (P l Ps ■ ■ -Pr) v W p - r "  ) lJ- { V p ? ~ H )■■■ H - { \ /p ar r~ Xr) +
»i, • • •, *r

+  Y j • ■ • x(/\v ) / i (Pz■ • • / O ijW p - r ^ v - t ^ p z ~ ^ )• • • ix ( V p l ~ y'r),
x3, . . . ,  Xr

welche unmittelbar zeigt, dass dieselbe in diesem Falle gleich Null ist. Da endlich, falls alle Zahlen a. den 

W erth 1 haben, sich die ganze Summe auf das einzige Glied (— !)*(*) ^  / ‘( / \ )  reducirt, so sieht man, dass

ist * 2

Y p' { \ / j ~ ) ~  Y  v - o S p * ,-xi )m-(n//>sr*s) • • • v- Cv7 *r) ( \  =  «T, «T— 2 )
x „  *2, . . . ,  Xr

V
Zu
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Complexe Primzahlen. 1 0 5 3

und demnach stets gleich 0, wenn auch nur einer der Exponenten 
a ^  2 ist, und gleich 1 , falls x  durch kein Quadrat (ausser 1 ) 
theilbar ist. Nach dieser Bemerkung ist

=  üg(w),

wo D-jj(w) die Anzahl der durch kein Quadrat (ausser 1) theil
baren Zahlen des Gebietes (n) ist. Man hat daher nach dem 
aufgestellten allgemeinen Theoreme die Formeln

x  =  ( h )

Eine weitere Formel dieser Gruppe erhält man durch die 
Betrachtung der Summen

Z f Z f - 26)
<1 d

wo <p(x) die Anzahl aller Glieder des Gebietes («), deren Norm 
kleiner als N(x)  ist, und welche zu x  theilerfremd sind, und F 3 (y) 
die Differenz aus der Summe jener W erthe vorstellt, welche die

■pf Qß\
Function v J annimmt, wenn ihr Argument alle Primtheiler 

x
von y  durchläuft, deren complementärer Divisor aus einer geraden 
Anzahl von verschiedenen Primzahlen zusammengesetzt ist, und 
der Summe jener Werthe, welche diese Function erhält, wenn 
für x  die übrigen Primfactoren von y  mit durch kein Quadrat 
(ausser 1) theilbarem complementärem Divisor gesetzt werden, 
FiÄ°)(?/) aber die Differenz aus der Summe der reciproken 
Werthe der zuerst genannten Primtheiler von y  und der
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Summe der reciproken Werthe der zuletzt genannten vorstellt, 
so dass also, wie man leicht erkennt,

1 0 5 4  L. G e g  e n b a u e r ,

d

ist. Aus der ersten von diesen Gleichungen folgt bekanntlich

£  f ( d ) = N ( d )
d

und daher ist

= . S , ’W ( ? ,w )

x  =  (n)

Setzt man in die Summen 25) ferner den W erth von F3(d\  
beziehungsweise F ^ ( d )  ein, so erhäit man für den Coefficienten 
von f ( p O  denselben den Ausdruck

welche sich, da offenbar der Definition nach für jedes theiler- 
fremde W erthepaar x ,  y

f ( x y )  — f ( x ) f ( y )
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Complexe Primzahlen. 1055

i s t - ,  a u c h  i n  f o l g e n d e r  W e i s e  s c h r e i b e n  l ä s s t

*1. ‘"-s.

a — v.. 

>,+i’ ?  ( ^ x + t 1 • • ‘ ^ i Pr ' )  • ■ *

• • • N (p lr) Kp ' t1) V- (Pl2) • • * p- ( P*r);

w o  d i e  g a n z e n  Z a h l e n  x  n u r  d i e  W e r t h e  0 ;  1  h a b e n  k ö n n e n .  D e r  
a u f  x x b e z ü g l i c h e  T h e i l  d i e s e r  r - f a c h e n  S u m m e  i s t  n u n  a b e r

t f W W p J - i H i + K p , ) }

b e z i e h u n g s w e i s e

f a l l s  a  ( t ^ X )  g r ö s s e r  a l s  1 ,  b e z i e h u n g s w e i s e  &x> 2  i s t  u n d
oc

d e m n a c h  i s t  d i e  S u m m e  s t e t s  g l e i c h  N u l l ,  w e n n  —  a u c h  n u r
Px

e i n e n  P r i m f a c t o r  i n  e i n e r  h ö h e r e n  a l s  d e r  e r s t e n  P o t e n z  e n t h ä l t .  
E r f ü l l t  n u n  a b e r  « t ,  b e z i e h u n g s w e i s e  a } d i e  e b e n  e r w ä h n t e  B e 

d i n g u n g ,  s o  i s t  d e r  z u g e h ö r i g e  T h e i l  d e r  S u m m e  —  ,  b e -

z i e h u n g s w e i s e  f ü r  a.x — 1   ̂ ,  u n d  d a h e r  i s t

£ y ( ^ s ( W ) = | g J

Z r [ T ) m ä ) m = % $

N a c h  d e m  a n g e f ü h r t e n  a l l g e m e i n e n  T h e o r e m e  i s t  d e m n a c h :

Z  D ( j h ) (*) =  - 26)
* =  (») K J

Z  (jv5)) W =  0 (n)- • ■ ■27)
* = (n)  ̂ ’
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1056 L. G e g e n b a u e r ,

D i e  M e t h o d e ,  w e l c h e  z u r  A u f s t e l l u n g  d i e s e r  F o r m e l n  d i e n t ,  
i s t  i m  W e s e n t l i c h e n  n i c h t s  A n d e r e s  a l s  e i n e  s o g e n a n n t e  A u s 
s i e b u n g ,  d u r c h  w e l c h e  s c h o n  E r a t o s t h e n e s  d i e  r e e l l e n  P r i m z a h l e n  
a u s  d e r  R e i h e  a l l e r  r e e l l e n  g a n z e n  Z a h l e n  a u s g e s c h i e d e n  h a t  
( S i e b  d e s  E r a t o s t h e n e s ) .

E s  m ö g e n  pi, pz, ..., pr i r g e n d w e l c h e  P r i m z a h l e n  d e s  G e 
b i e t e s  ( w ) ,  p'v p'z, . . . }p's s ä m m t l i c h e  P r i m z a h l e n  d e s  C o m p l e x e s  
( \ / n)  s e i n  u n d  e s  s o l l  m i t

X  f w )

d i e  S u m m e  d e r  W e r t h e  b e z e i c h n e t  w e r d e n ,  w e l c h e  d i e  w i l l k ü r 
l i c h e  F u n c t i o n  f(x )  a n n i m m t ,  w e n n  i h r  A r g u m e n t  a l l e  g a n z e n  
c o m p l e x e n  Z a h l e n  v o n  ( ? / )  d u r c h l ä u f t ,  w e l c h e  n u r  a u s  1  u n d  d e n  
P r i m z a h l e n  pv pz , . . . ,p r z u s a m m e n g e s e t z t  s i n d .

N i m m t  m a n  v o n  d e n  Z a h l e n  d e s  G e b i e t e s  (n) j e n e  w e g .  
w e l c h e  d u r c h  d i e  p t e  P o t e n z  d e r  c o m p l e x e n  P r i m z a h l  px t h e i l b a r

s i n d ,  u n d  d e r e n  A n z a h l ,  w i e  m a n  s o f o r t  s i e h t ,  g l e i c h  % n

II. Formeln der zweiten Gruppe.

. n . ^ T(Pf);
i s t ,  s o  v e r b l e i b e n  § I ( w )—% g a n z e  c o m p l e x e  Z a h l e n .

U n t e r  d i e s e n  s i n d  e r s i c h t l i c h  <ä (- Tn . )— % ( n— — ) d u r c h
[ N ( p d J  [ N ( p i p , y )

d i e  r t e  P o t e n z  v o n  p% t h e i l b a r  u n d  d e m n a c h  g i b t  e s  i n  d e m  
g a n z e n  G e b i e t e

21 (»)—  21 -  21 ( +  21 l v j A r )
\ N ( p xy )  \N { P t ) ?J \ N ( P i P i ) ?]

w e d e r  d u r c h  d i e  r t e  P o t e n z  v o n  pv  n o c h  d u r c h  d i e  r t e  P o t e n z  
v o n  p2 t h e i l b a r e  Z a h l e n .  D i e  w i e d e r h o l t e  A n w e n d u n g  d i e s e r  
S c h l u s s w e i s e  z e i g t ,  d a s s  i n  d e m  Z a h l e n c o m p l e x e  (n)

g a n z e  Z a h l e n  v o r h a n d e n  s i n d ,  w e l c h e  w e d e r  d u r c h  p?, n o c h  
d u r c h  p p ,  . . . ,  n o c h  e n d l i c h  d u r c h  pl t h e i l b a r  s i n d .  D i e s e  Z a h l e n
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Complexe Primzahlen. 1057

b e s t e h e n  a b e r  e i n e r s e i t s  a u s  d e n j e n i g e n  g a n z e n  Z a h l e n ,  w e l c h e  
ü b e r h a u p t  d u r c h  k e i n e  p t e  P o t e n z  ( a u s s e r  1 )  t h e i l b a r  s i n d ,  u n d  
d e n j e n i g e n ,  w e l c h e  d u r c h  e i n  P r o d u c t  v o n  pten u n d  h ö h e r e n  
P o t e n z e n  d e r  ü b r i g e n  P r i m z a h l e n  d e s  C o m p l e x e s  (n) g e t h e i l t  
w e r d e n  k ö n n e n .  D a  n u n  o f f e n b a r  j e d e r  d u r c h  k e i n e  h ö h e r e  a l s  
d i e  x t e  P o t e n z  e i n e r  P r i m z a h l  p t h e i l b a r e n  Z a h l  d e s  G e b i e t e s  (n)

e i n e  d e m  C o m p l e x  a n g e h ö r i g e ,  n u r  d u r c h  px~x t h e i l b a r e

g a n z e  Z a h l  e n t s p r i c h t ,  s o  e r h ä l t  m a n  s o f o r t  d i e  R e l a t i o n

^  —  Q p (n) +  y  , Q p  ( - p - ) ,  . . . 2 8 )
=  {n) v v z ;  /  }  P\, Pz, • • • ,p r P

w o  Ö p ( w )  d i e  A n z a h l  d e r  d u r c h  k e i n e  p t e  P o t e n z  ( a u s s e r  1 )  t h e i l 
b a r e n  I n d i v i d u e n  v o n  (n) i s t  u n d  d i e  S u m m a t i o n  b e z ü g l i c h  P 
ü b e r  a l l e  Z a h l e n  v o n  (n) a u s z u d e h n e n  i s t ,  w e l c h e  a u s  d e n  v o n  
Vv Pn • • • >Pr v e r s c h i e d e n e n  P r i m z a h l e n  d e s  G e b i e t e s  (n) g e b i l d e t  
w e r d e n  k ö n n e n .

S p e c i e l l e  F ä l l e  d i e s e r  R e l a t i o n  s i n d  d i e  f o l g e n d e n :

. , = Q , ( » ) + £ Q p ( £ ) . ~ 29)
: =  (»)  ̂ V J 1 /* ,' Pz’ P'

X  =  p {n <Pi,Ps, ■■■,?,) ■••31)
x =  {n) '  ^ J Pu Pi’ ■■■’Pr

, , - M ; n \ \ / n )  . . . 3 2 )

x - (n)

w o  d i e S u m m a t i o n  b e z ü g l i c h  P' ü b e r  d i e  A(n\\/n)  P r i m z a h l e n  d e s  
G e b i e t e s  ( « ) ,  d e r e n  N o r m  g r ö s s e r  a l s  \/n  i s t ,  a u s z u d e h n e n  i s t ,  
P(n 'i Pv P%i •••y Pr) A n z a h l  j e n e r  Z a h l e n  d i e s e s  G e b i e t e s
v o r s t e l l t ,  w e l c h e  n u r  a u s  d e n  v o n  pL, pz, . . . ,  pr v e r s c h i e d e n e n  
P r i m z a h l e n  z u s a m m e n g e s e t z t  s i n d ,  u n d  E(n)  d i e  A n z a h l  d e r  z u m

Sitzb. d. mathem.-natunv. Cl. XCVIII. Bd. Abth. II. a. ß g
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G e b i e t e  g e h ö r i g e n  E i n h e i t e n  i s t .  W e n n  m a n  i n  d e n  C o m p l e x  n u r  
a l l e  p r i m ä r e n  c o m p l e x e n  Z a h l e n  d e r  i n  B e t r a c h t  g e z o g e n e n  
G a t t u n g  a u f n i m m t ,  s o  i s t  E(n) s e l b s t v e r s t ä n d l i c h  g l e i c h  1.

M i t  H i l f e  d e r  e b e n  a n g e w a n d t e n  B e t r a c h t u n g s w e i s e  z e i g t  
m a n  l e i c h t ,  d a s s

N
/  P i, lh ,  • • •> P r

d i e  A n z a h l  d e r j e n i g e n  pten P o t e n z e n  d e s  G e b i e t e s  ( n)  i s t ,  w e l c h e  
z u  d e n  P r i m z a h l e n  p v  p z , ■ • • > P r  t h e i l e r f r e m d  s i n d .  D a  n u n  
o f f e n b a r  j e d e r  pten P o t e n z  i n  ( n)  e i n e  a u s  d e n s e l b e n  P r i m f a c t o r e n  

z u s a m m e n g e s e t z t e  g a n z e  c o m p l e x e  Z a h l  i n  n) e n t s p r i c h t ,  s o  
i s t  d e r  e b e n  e r w ä h n t e  A u s d r u c k  a u c h  g l e i c h  d e r  A n z a h l  d e r  i m  

G e b i e t e  (^/n) b e f i n d l i c h e n ,  a u s  d e n  v o n  pu p%} v e r 
s c h i e d e n e n  P r i m z a h l e n  d e s  C o m p l e x e s  ( w )  g e b i l d e t e n  g a n z e n  
Z a h l e n  g l e i c h ,  u n d  d a h e r  h a t  m a n  d i e  R e l a t i o n e n

1058 L. G egenbauer,

p  ̂Pi,;= (v^»)

X  %[ \ l = Ai </n- , 2</n) . . . 3 5 )
P l  , P 2 ,

*  \ /  =  . . . 3 6 )
\ \  N { x y )

* = u / n)

D i e  s p e c i e l l e n  F ä l l e  p =  2 d i e s e r  F o r m e l n  e r g e b e n  s i c h  a u c h  
a u s  d e r  G l e i c h u n g  1 5  a). S c h r e i b t  m a n  i n  d e r s e l b e n  n ä m l i c h  f ü r  n

TI •
- ^ ,  m u l t i p l i c i r t  m i t  jx(y) u n d  s u m m i r t  b e z ü g l i c h  y ü b e r  d a s

N { x )
g a n z e  G e b i e t  S/n,  s o  e r h ä l t  m a n  d i e  G l e i c h u n g :

Z  2  f e W  =  X  * 1WJVWX»)
=  (v/T,) 54 V }

E a ( ^ ) ) P x ( W > (v /I
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N u n  i s t

K d t )N(d*)ti.  Y A( Pi ‘) Af e ) -  ■■Kvlr) N ( P ? ' ) N ( P ? 2) •••
d% xl7 Xj, - . . , Xr

N{/rT) n (VPr'-) f* ( '/ ? ? “ *■)••• f* (v /K r ’r).
w o  x t ( t  =  1 ,  2 ,  ..., r) n u r  d i e  W e r t h e  a T ,  — 2  h a b e n  k a n n .  I s t  z u n ä c h s t  x > 0 ,  s o  i s t  d e r  a u f  b e z ü g l i c h e  
T h e i l  d e r  S u m m e ,  w i e  m a n  s o f o r t  s i e h t ,  f ü r  « T > 1

( l ) T^ ( p TT ) { l  ^ /p j va x}

h i n g e g e n  ( — 1 ) “ T N(paxz) f ü r  « T =  1  u n d  d a h e r  i s t
___ r

£  =  ( - l y ^ - ^ N i x y  , 2 0

(?2 1

=  xO)>
w o  d i e  M a r k e  a m  P r o d u c t z e i c h e n  a n z e i g t ,  d a s s  j e n e  P r i m z a h l e n  w e g z u l a s s e n  s i n d ,  w e l c h e  i n  x  n u r  i n  d e r  

^ e r s t e n  P o t e n z  a u f t r e t e n .  I s t  s p e c i e l l  x  =  0 ,  s o  i s t  d i e  e r w ä h n t e  S u m m e  s t e t s  N u l l ,  w e n n  a u c h  n u r  e i n e  d e rCO ,
*  Z a h l e n  x  d e n  W e r t h  a  — 2  e r h a l t e n  k a n n .  D a  d i e s e s  a b e r  s t e t s  e i n t r e t e n  m u s s ,  w e n n  e i n e  d e r  Z a h l e n  a > 1T T  7 T

i s t ,  s o  e r k e n n t  m a n  l e i c h t ,  d a s s

Com
plexe 

Prim
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1 0 6 0  L. G e g e n b a u e r ,

i s t .  M a n  h a t  d a h e r  d i e  R e l a t i o n

Z  Z , G n ? y ) ^ ) =  Z  a t e ) xW •••37)
y =  ( \ M  * x  -  (n)

u n d  s p e c i e l l

Z _ a (v /,W ) ) flW = Z
y = Wn)  * =  (»)

o d e r  n a c h  3 3 )

y = { \ n )
a u s  w e l c h e r  R e l a t i o n  d i e  d e n  G l e i c h u n g e n  3 4 )  u n d  3 5 )  e n t 
s p r e c h e n d e n  F o r m e l n  h e r g e l e i t e t  w e r d e n  k ö n n e n .

71
S c h r e i b t  m a n  f e r n e r  i n  d e r  G l e i c h u n g  1 2  a) f ü r  n : >

m u l t i p l i c i r t  s o d a n n  m i t  N (y s7')iJ.(y) u n d  s u m m i r t  i n  B e z u g  a u f  y 

ü b e r  d e n  g a n z e n  C o m p l e x  s/n,  s o  e r h ä l t  m a n

Z  w* G ^ W x)^w = Z
x , y  — (n)

w o  d i e  S u m m a t i o n  b e z ü g l i c h  cls ü b e r  a l l e  T h e i l e r  v o n  x  z u  
e r s t r e c k e n  i s t ,  d e r e n  c o m p l e m e n t ä r e r  D i v i s o r  e i n e  s t e  P o t e n z  i s t .  
N u n  i s t  a b e r ,  w i e  m a n  s o f o r t  e r k e n n t ,

s t e t s  g l e i c h  N u l l ,  w e n n  x  d u r c h  e i n e  s t e  P o t e n z  ( a u s s e r  1 )  t h e i l b a r  
i s t ,  u n d  h a t  d e n  W e r t h  1  i n  a l l e n  a n d e r e n  F ä l l e n  u n d  d e m n a c h  i s t

Z  Gv§ö) n ^  ̂  ̂  =  Z  a ( s s j )  N 3 9 )
s z =  (n)

y=Cv >0
=  * ( » )
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\ nf ___
\N(y)

und speciell

y =  (n)

W i r d  i n  d e r  G l e i c h u n g  2 5  a )  n d u r c h  - - e r s e t z t ,  s o d a n n  mit N(ys)it.(y) m u l t i p l i c i r t  u n d  b e z ü g l i c h  y
/

ü b e r  a l l e  I n d i v i d u e n  d e s  Z a h l e n g e b i e t e s  (\/n)  s u m m i r t ,  s o  e n t s t e h t  d i e  B e z i e h u n g :

\ N M J A ,  a \ j f ( Z f )
, X,y = (n)

' =  (v n)

=  Z  « ( s B M Z i g M v / i
X =  (») d

N u n  i s t

Z ,  jv (a ) r f J ~  ^  w v f t -  - ) - h v ä  ),
<2 Xj, x2, . . . ,  \x  r *

w o  x t ( r  r  1 ,  2 ,  . . . ,  r) n u r  d i e  W e r t h e  a T u n d  a T—s b e s i t z e n  k a n n .  D a  n u n  d e r  a u f  ax b e z ü g l i c h e  T h e i l  d e r  

S u m m e  d e r  W e r t h  0 ,  —  I ^ p ) ’  ̂— N ( p  )  J e  n a c ^ d e m  a T > s ,  — s o d e r  c s  i s t ,  s o  i s t
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w o  d i e  e i n f a c h e  M a r k e  a m  P r o d u c t z e i c h e n  a n z e i g t ,  d a s s  n u r  j e n e  x  P r i m z a h l e n  p) z u  n e h m e n  s i n d ,  w e l c h e  i n  x 
i n  d e r  s t e n  P o t e n z  a u f t r e t e n ,  d i e  d o p p e l t e  a b e r  b e d e u t e t ,  d a s s  j e n e  W e r t h e  v o n  Ä z u z u l a s s e n  s i n d ,  f ü r  w e l c h e  

i n  x  i n  e i n e r  n i e d r i g e r e n  a l s  d e r  sten  P o t e n z  e r s c h e i n t .  I s t  s p e c i e l l  s =  l ,  s o  e r h ä l t  m a n

V  J x \ — ix(x)
Z j  N ( d ) ^ \ d l  ~  N ( x ) ’

E s  e r g e b e n  s i c h  d e m n a c h  d i e  G - l e i c h u n g e n :

X  =  2  * 0  " A1)
, * = (»0 V ;?/= (v n)

Z  D (tv®  ) N{ y ) ^ w  =  Z  * Cvjs) ^  ■■■ 42>
y = { n )  W  x = { n )  W

=  £ ( » ) .

71
S c h r e i b t  m a n  e n d l i c h  i n  d e r  G l e i c h u n g  1 5 e r )  f ü r  n: ■ ^ ,  m u l t i p l i c i r t  m i t  N(y)y-{j.(ij)  u n d  s u m m i r t  ü b e r  d a s

g a n z e  G e b i e t  (n), s o  e r g i b t  s i c h  d i e  R e l a t i o n
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=  2  n ^ X Z * © ^ «
x  =  (ri) d

=  Z  * ( - ^ ) i w ( Z jvw ‘ '‘ , w
x  =  (w)

o d e r ,  w e n n  d i e  S u m m e  d e r  N o r m e n  d e r  x t e n  P o t e n z e n  a l l e r  d u r c h  k e i n  Q u a d r a t  ( a u s s e r  1 )  t h e i l b a r c n  D i v i s o r e n  
v o n  x  m i t  £ 2 , -,.{&) b e z e i c h n e t  w i r d :

Z  A s m ^ N { y y m  =  Z  « ( s r ä )  ><*)« ., .(*)  - * ..<«)• - 4 8 )
x =  (n) ■ x =  (ri) '

1 s  L s p e c i e l l  x  =  0 ; s o  w i r d  £ 2, o ( # ) ?  w i e  m a n  l e i c h t  z e i g t ,  g l e i c h  2 * ^  u n d  d a h e r  h a t  m a n  d i e  s p e c i e l l e  F o r m e l :

Z * [ \ / w Q ^ = Z  a G vp)*(*)2awx = ( n )  V T KJ1'  s = ( » )  V '

D i e  a u f  d e r  r e c h t e n  S e i t e  d i e s e r  G l e i c h u n g  s t e h e n d e  S u m m e  l ä s s t  s i c h  i n  f o l g e n d e r  F o r m  d a r s t e l l e n

Z  * ( s ^ w a * « =  Z ' f e X Z w 2™
*,* =  (») * =  (ri) v 7 d

o d e r  w e i l  d e r  a u f  d i e  P r i m z a h l  p b e z ü g l i c h e  T h e i l  d e r  S u m m e
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d Xjj x«jj • • • j

d e n  W e r t h
1 +  2 ( 1 ( p t) + X ( 1$ +  . . .  + H p I-)) =  H l A )

h a t ,

Z  a (iv5))2'!,(I,;' ^ =  Z  ^0) =  A(»),
x  =  (n) x  =  (n)

u n d  d e m n a c h  k a n n  d i e  l e t z t e  G l e i c h u n g  a u c h  i n  f o l g e n d e r  W e i s e  g e s c h r i e b e n  w e r d e n :

z A s f m ) ^ = A ^ -
x =  (n)

A u s  d e n  G l e i c h u n g e n  3 9 )  b i s  4 4 )  u n d  d e n  l e i c h t  z u  e r h ä r t e n d e n  R e l a t i o n e n

Z  F { m ) N ^ ^ =  Z  « G ^ . w  =  * w
* =  (n) x = { n )  V J

Z  * ( j m ) N W M )  =  Z  * 0 ^ * )  =  *!”(*)
a : = ( M) x = ( n )  '  }

Z / f e )  = Z / f e ) ^  <»> =

1- -  (m) x- - (?j)

. . . 4 4 )
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e r g e b e n  s i c h  d i e  f o l g e n d e n  F o r m e l n  d e r  z w e i t e n  G r u p p e :

( Z  Z  * ( i R k ) ^

*■ (* ■ )■ ' « ' « L . .....,= « < ■ ) - Z  w  U w

£  '‘ ( s w ) " 0''1' ® )  =*'(■)+
‘» =  (^1D J p » P » - , P r  P

( Z  ^  W  ^  ( y ) )  =  p ( w  5 Pv Pn • • • ;  i O
\ y =  («) ^ '  JpuPn,---,Pr

f  Z  D ( i v S t ) ^ ^  f1 (2,)) =  ^ ( » ; v / « )
\ y  =  (n) X 1 J  P[ ,  P[ ,  ■■■, P's

( Z  * ( \ / ] 4 ) ^ ( r ) " w ) . , ft, . . . , , r Z2’ > (M )+Z ^ p ^ - ( ^ p ) )
v — (w)
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V =  (») P u  Pt,

z
v = 00

0
U w N ( y x) K v )

Pi, V-,---, Pr

V = (»)

7/  =  (m) l'i,

=  F t ( n ) + Y j J V ( P Y F t  ( ^ .  )
P  ^  '

=  A’(°)(» )+  £

=  *?>(«) +  2  « ( P r T ^ ^ l i y y

3 .  S ä t z e  ü b e r  d i e  P r i m f a c t o r e n  d e r  r e e l l e n  u n d  d e r  a u s  d e n  v i e r t e n  E i n h e i t s w u r z e l n  g e b i l d e t e n
g a n z e n  c o m p l e x e n  Z a h l e n .

a )  E s  m ö g e  B W  (5)  d i e  S u m m e  d e r  r t e n  P o t e n z e n  d e r  r e e l l e n  P r i m z a h l e n  p  v o n  v o r g e s c h r i e b e n e r  B e s c h a f f e n h e i t ,  
w e l c h e  n i c h t  g r ö s s e r  a l s  d i e  r e e l l e  Z a h l  .9 s i n d ,  H^m t ( « )  d i e  S u m m e  d e r  r t e n  P o t e n z e n  d e r j e n i g e n  P r i m d i v i s o r e n  p 
d e r  g a n z e n  r e e l l e n  Z a h l  n  v o r s t e l l e n ,  w e l c h e  d i e  r e e l l e  Z a h l  m  n i c h t  ü b e r s c h r e i t e n  u n d  d e r e n  c o m p l e m e n t ä r e r

d e n  W e r t h  1  o d e r  0  h a t ,

. . , 4 5 )

D i v i s o r  e i n e  r te  P o t e n z  i s t .  B e r ü c k s i c h t i g t  m a n ,  d a s s  d i e  D i f f e r e n z  

j e  n a c h d e m  x  e i n  T h e i l e r  v o n  n i s t  o d e r  n i c h t ,  s o  e r h ä l t  m a n  e i n e r s e i t s  d i e  R e l a t i o n

n n — 1
r r

\ - x - X

i i «  (11) — y  j[—p , m ,  p
n — 1

L p J v \

1066 
L. 

Gregeub 
au

er.
©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Complexe Primzahlen. 1067

w o  d i e  S u m m a t i o n  ü b e r  a l l e  d e m  I n t e r v a l l e  1  ...m a n g e h ö r i g e n  
P r i m z a h l e n  p d e r  v o r a u s g e s e t z t e n  B e s c h a f f e n h e i t  a u s z u d e h n e n  
i s t ,  a n d r e r s e i t s  d i e  G l e i c h u n g

H &  (n) -  yp} m, i \ / /  i
r f

x= v  -

0 (1») 71
ft  ( 'Pn

n —  1
- oor _

—  '1 r
L X  J

, . . . 4 6 )

w e i l  o f f e n b a r  d i e  D i f f e r e n z  i n  d e r  g e s c h l u n g e n e n  K l a m m e r  g l e i c h
71px o d e r  0 i s t ,  j e  n a c h d e m  — -  e i n e  P r i m z a h l  i s t  o d e r  n i c h t .

7'H“l /—
S e t z t  m a n  i n  d i e s e r  G l e i c h u n g  m =  \/n , s o  w i r d  d i e s e l b e

* - [v /V  
W V''

H„:+s / i S n ) =  L
V r+1 /-

*§S v

0(1»)
X

-0  OO
i— 1

V -|— 1 /--
N u n  k a n n  a b e r  x  n u r  d a n n  d e n  W e r t h  \ /  n e r h a l t e n ,  w e n n  

n e i n e  ( Y + l ) t e  P o t e n z  i s t ,  u n d  e s  w i r d  f e r n e r  i n  d i e s e m  F a l l e  d i e  
z u g e h ö r i g e  D i f f e r e n z  i n  d e r  S u m m e  a u f  d e r  r e c h t e n  S e i t e  d e r
G l e i c h u n g  d e n  W e r t h  pz o d e r  0 h a b e n ,  j e  n a c h d e m  d i e  ( r + l ) t e

?'+l t —
W u r z e l  a u s  n e i n e  P r i m z a h l  p i s t  o d e r  n i c h t .  D a  n u n  [ V  w ]  —

T-\-1 / -------  »

—  [ \ /  n— 1 ]  g l e i c h  1 o d e r  0  i s t ,  j e  n a c h d e m  n e i n e  ( r - i - l ) t e  

P o t e n z  i s t  o d e r  n i c h t ,  s o  b e s i t z t  d i e  D i f f e r e n z  [ X/  w ] 0 ^ ) ( [  X/ n]) —
7'—1 / T ~ 1 / -  ■

— [ \ n— \ n— 1 ] )  Ĉ e n  W e r t h  px o d e r  0, j e  n a c h d e m  
n — pr+x i s t  o d e r  n i c h t ,  u n d  d a h e r  l ä s s t  s i c h  d i e  l e t z t e  G l e i c h u n g  
a u c h  i n  f o l g e n d e r  W e i s e  s c h r e i b e n :

(»■)
H r + 1 / -  ( n )  —

V, \ J  n, T

=  [\/'

_  V/  ,

\/ n

©(*)
L X

--©O)
X

S c h r e i b t  m a n  i n  d e n  G l e i c h u n g e n  45)  u n d  46)  f ü r  n d e r  R e i h e  
n a c h  11,11— 1, n —2, . . . ,  3 ,2 ,1  u n d  b e r ü c k s i c h t i g t ,  d a s s  d e r  R e l a t i o n
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e i n e  d e r  b e i d e n  f o l g e n d e n  F o r m e n  g e g e b e n  w e r d e n  k a n n .

(n— x) —Wl,X\ /

: = W-Z)

H<r) (n— x) =  V
m, x '  /  /  ;

y w- , +1
V

X =  [ \/  w ]v
Z u  

s  »Vn -x  +  1
V  flW

0  (/') _ 0 ( p )

0(p) 71-----X _ © (* ) n —  x —  L

x

* ? / W—  X
j e  n a c h d e m  y / - - - - - - -  e i n e  g a n z e  Z a h l  i s t  o d e r  n i c h t ,  s o w i e  d a s s  d i e  A n z a h l  d e r  W e r t h e  v o n  x ,  f ü r  w e l c h e  d e r

e r s t e  F a l l  e i n t r i t t ,  g l e i c h  

G l e i c h u n g e n  d i e  R e l a t i o n e n ;

n— 1
m i s t ,  s o  e r h ä l t  m a n  d u r c h  A d d i t i o n  d e r  a u f  d i e s e  W e i s e  e n t s t e h e n d e n
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X  =  £  [ f Px . . . 4 7 )

c =  n x =  [ v  n ]

y  j y «  ( x ) — y/  i P,m, x  ̂ '  £__| T

y m

n
)  +

ä 1

1

L X  J / L y  w  -1

0(iO (?ft).

A u s  d e r  l e t z t e n  v o n  d i e s e n  F o r m e l n  e r g i b t  s i c h  f ü r  n — m d i e  s p e c i e l l e  R e l a t i o n

x =  n »■ =  [ \ /  re ]

y  j y «  (x)  =  y  ©f/  i i>, »lT'  '  /_j  T

w e l c h c  i n  V e r b i n d u n g  m i t  d e r s e l b e n  f ü r  d i e  S u m m e  H^m T(a?) d e r  rten P o t e n z e n  a l l e r  o b e r h a l b  m b e f i n d l i c h e n  
P r i m t h e i l e r  p d e r  g a n z e n  Z a h l  x  v o n  v o r g e s c l i r i e b e n e r  B e s c h a f f e n h e i t ,  d e r e n  c o m p l e m e n t ä r e r  D i v i s o r  e i n e  
r te  P o t e n z  i s t ,  d i e  G l e i c h u n g

rl n x <  V /  —
x  =  n  \  m

y  u v  (x) -  y  © (p) w 'i k’7 ”—1rL.'p Jy _V m .
l i e f e r t .
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S t e l l t  b e i s p i e l s w e i s e  p a l l e  P r i m z a h l e n  v o r  u n d  i s t  m — 5 ,  n — 2 1 ,  r — 0 ,  r — 1 ,  2 ,  s o  h a t  m a n

=  10 +  7 + 4  r= 21

y  /ZW 0 (a?) =  0 + 1  +  1 +  1 +  1 +  2 + 0 h- l  +  l +  2 + 0 + 2 + 0 + 1  +  2  +  1 + 0 + 2 + 0  +  2  +  l =  2 1

; =  1 
21

Z R f l

(  ^  )  =  2 +  2 +  2 + 1 +  1 +  1 + 0  +  0 + . . . + 0  -  9 

0 0 ’) (5) =  4 . 3  =  12

y  Ja?) =  0  +  1 + 1 + 0  +  1 +  0 + 0  +  1 + 0 + 0 +  0 + 1 + 0 + 0 + 0 +  0 + 0 + 1  +  0 + 1  +  0  =  7/  | 2}5 5̂ 0 \ /
; = 1

f =  4

Z  ®oW

x  =  1 

JP ^  21
r* 12_

Py g ö  
x =  21

Z
x  =  5

20
5

21
=  1 + 0  =  1

0 ^ ( 5 )  =  2 . 3  =  6 .
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x  =  n

£  = n  £  v ' ~ i —  £  s* p '
x =  1 p ^ m  p ^ m

u n d  d a h e r  e r h ä l t  m a n ,  w e i l  o f f e n b a r

<  (m)
p  ~J= m

i s t ,  d i e  B e z i e h u n g e n

Die Gleichung 47j lässt sich in folgender W eise schreiben

(0 sp <  11

> X
p=m

©_( i > )  ( m )  

n
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I s t  n u n  r  ~  0  u n d  p e i n e  b e l i e b i g e  P r i m z a h l ,  s o  e r g i b t  s i e b  a u s  d i e s e n  B e z i e h u n g e n ,  d a ,  w i e  H e r r  
F . M e r t e n s 1 g e z e i g t  h a t ,

i s t ,  d i e  G l e i c h u n g

w o

i s t .

^  - i -  =  l o g  l o g  m+O-2 6 1 4 9 7 2 1 8 2 8 . . .  + A  

4  2
A <

l o g ( w . +  l )  m l o g  m

Y  JJO) n (ar)/  i p, m, 0 v /

— - - - - - - - - - - - - - - - - =  l o g  l o g  m+Q ■ 2 6 1 4 9 7 2 1 8 2 8 , . .  +  A 1;

4  2 (m)
A. <  :---- j ----- —- h----  --------- 1-----------

1 l o g  ( m + 1 )  m l o g  m n

1 „Ein Beitrag zur analytischen Zahlentheorie.“ Journal für die reine und angewandte Mathematik von B o r c h a r d t ,  
78. Band.
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Sitzb. 
d. 

m
athem

.-naturw
. 

01. 
X

C
V

III. 
Bd. 

A
bth. 

II.

A u s  d i e s e r  a l l g e m e i n e n  G l e i c h u n g  e r g e b e n  s i c h  d i e  f o l g e n d e n  s p e c i e l l e n
x =  n

T  HW (* )
/  i p 7 n,  0 \ /

x  =  X

n
x  =  n

Z €
x  =  1

n

x  =  n-\- T) x =  n—7]

=  l o g  l o g  w + 0 - 2 6 1 4 9 7 2 1 8 2 8 . . .  + A '

=  l o g  l o g  n— l o g  2 + 0 - 2 6 1 4 9 7 2 1 8 2 8 . . , + A "

y  IIW „(ar)—  V  HW (x )/  i p, n, 0 \  /  /  i p, n, 0 \  /

— - - - - - - - - - - - - - - - - s — — - - - - - - - - - - - - - - - - - - =  l o g  l o g  w  +  0 • 2 6 1 4 9 7 2 1 8 2 8 . . .  +  A'"
Z  Y)

x = 1 0 S~ l

Z Z 10 .—- — log  s -t-log lo g  10— log ^  + 0  ■ 2 6 1 4 9 7 2 1 8 2 8 . . .  + A p

=  l o g - - - - - -  + 0 - 2 6 1 4 9 7 2 1 8 2 8 . . .  + A P ' )
X---1
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wo
j A' I < ____ 4____ +  +  M

1 l o g ( w + l )  n l o g  n n

I AH I 8 4  « l / W » )A .  <  :- - - - - - - - - 1- - - - - -p=.- - - - - - - - - - 1- - - - - - - - - - - - - - - -
l o g  n n l o g  n 71

( l o g ( l  +  ^ - ) \  [ l o g ( l -  —
2 n | A " '  | =  ( » + » )  l o g  \ l  + - - - - - /  — ( » — >:)  I » g  ^ 1  +  ”

/ ( \ ( 4 2 
+  ei ( ^ + /0  j l0g ( / * ifj-i-1) +  (w +  vj) log (w +  v?)

, /  ^  „ n  j  4  , _ _ _ _ _ _ _ _ ? _ _ _ _ _ _ _ _ _ Q ( > ) ( w — „ )  jl / | e / | ^ i  | c / | - n
2 ( l o g  ( n  —  v j - f - 1 )  ( w — v j )  l o g  ( f t —  v j )  —  73 J U  11 -  > I ‘■2 I ^  J

9 . 1 0 -  |A(')| =  j - Ä  +  -il-n, +0(',)(lO‘)j— i' + e f ) ( 1 0 -‘8 l o g  1 0  .9 l o g  1 0  0 ^  '  f *2 i  ( .9— 1 )  l o g  1 0  ( * — 1 )  l o g  1 0

1 s t . ,  w e l c h e  i n  V e r b i n d u n g  m i t  d e r  f ü r  d i e  A n z a h l  $ ( x )  a l l e r  D i v i s o r e n  e i n e r  r e e l l e n  g a n z e n  Z a h l  x  w i e d e r h o l t  
a u f g e s t e l l t e n  R e l a t i o n

x  =  n

Z!  ̂^
— --------- —  l o g  n + 0 - 1 5 4 4 3 1 3 2 9 8 .  +  ( | e ' | < 4 )

11 \/  n
d i e  f o l g e n d e n  T h e o r e m e  l i e f e r t :
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Complexe Primzahlen. 1075

I s t  l i m , ,  r. = oo — =  l i m n r = o o  — ^ —  —  0 ,  s o  h a t  j e d en >? l o g  n
g a n z e  Z a h l  d e s  I n t e r v a l l e s  n— -n-.-n-t-o i m  M i t t e l  l o g  l o g  r a +
+ 0 - 2 6 1 4 9 7 2 1 8 2 8  P r i m t h e i l e r  u n d  l o g  n —  l o g  l o g  n +
+ 0 - 8 9 2 9 3 4 1 1 1 5 2 .  . z u s a m m e n g e s e t z t e  D i v i s o r e n .

I s t  s e i n e  s e h r  g r o s s e  Z a h l ,  s o  h a t  j e d e  s - z i f f e r i g e  Z a h l  i m

M i t t e l  ^ l o g  g — l 0 8 ’ +  l o g  l o g  1 0  +  0 * 2 6 1 4 9 7 2 1 8 2 8

• I M  1 /  1 \  , ^  log  (.5— 1) 1 0 ,P r i m t h e i l e r  u n d  ( s +  — ) l o g  1 0 +  - - - - - - - ^ - - - - - - - - - - - - - - ^  l o g  s—

— l o g  l o g  1 0 — 0 - 1 0 7 6 5 8 8 8 4 8 .  z u s a m m e n g e s e t z t e  D i v i s o r e n .
J e d e  g a n z e  Z a h l  v o n  m e h r  a l s  Z i f f e r n  h a t  i m  M i t t e l

l o g  X  ̂ + 0 - 2 6 1 4 9 7 2 1 8 2 8 .  x - z i f f e r i g e  P r i m t h e i l e r .

J e d e  g a n z e  Z a h l  d e s  I n t e r v a l l e s  \Jn . . .n  h a t  i m  M i t t e l  
l o g  2  P r i m t h e i l e r ,  w e l c h e  o b e r h a l b  \ J  n l i e g e n .

A u s  d e m  l e t z t e n  T h e o r e m e  s c h l i e s s t  m a n  s o f o r t ,  d a s s  i m  
A l l g e m e i n e n  z w i s c h e n  \Jn  u n d  n P r i m z a h l e n  e n t h a l t e n  s i n d .

E s  s e i  f e r n e r  p e i n e  P r i m z a h l  v o n  d e r  F o r m  a x + / 3 ,  w o  x  
g r ö s s e r  a l s  2  i s t .  E n t w i c k e l t  m a n  i n  d i e s e m  F a l l e  n a c h  d e m  V o r 
g ä n g e  D i r i c h l e t ’s  f ü r  j e d e  z u  x  t h e i l e r f r e m d e  Z a h l  jx e i n  S y s t e m  
v o n  I n d i c e s  i n  B e z i e h u n g  a u f  d i e  Z a h l  y. =  2xp\f>. p$* ...p r̂ i n  
d e r  W e i s e ,  d a s s  f ü r  A < 2  d e r  M o d u l  2  n i c h t  b e r ü c k s i c h t i g t  w i r d ,  
w ä h r e n d  m a n  f ü r  / > 2  d e n j e n i g e n  E x p o n e n t e n  ß^  s u c h t ,  f ü r  
w e l c h e n

lx =  (— 1) 2 5'^- (mod.  2X)

w i r d ,  u n d  f ü r  j e d e  P o t e n z  e i n e s  u n g e r a d e n  P r i m f a c t o r s  v o n  x  
d e n  I n d e x  7 ^  v o n  /x f ü r  i r g e n d  e i n e  p r i m i t i v e  C o n g r u e n z w u r z e l  
b e s t i m m t ,  s e t z t  s o d a n n  f ü r  j e d e  z u  x  t h e i l e r f r e m d e  Z a h l  fx

^  Y(0  Y(l) J r )
c „ =  £ 2 n ^  w  k- oo i* . . .  o)  h-V- 1 2  r ’

WO

v— 2 x Jx 1 ^£2 =  1, v/2 =  1, * = 1  ( A - l ,  2, ...,r)
i s t ,  h i n g e g e n  f ü r  j e d e s  p . ,  w e l c h e s  m i t  x  e i n e n  T h e i l e r  g e m e i n  h a t

cv- —
69*
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1 0 7 6  L. G e g e n b a u e r ,

s o  i s t ,  w i e  H e r r  F .  M e r t e n s  a .  a .  0 .  g e z e i g t  h a t ,  

y ( x )  ^  —  =  l o g l o g  j w + 0 - 2 6 1 4 9 7 2 1 8 2 8 . . .
p  =

a-
P

Ca,Ä (e,rh wi, ...,cor) +  A2,

WO
£, 7), UJ

r /  =  —  ( m o d  x )  a

i l  i -
' 2 I l o g  ( m  +  1 )  

u n d  <7 d i e  S u m m e  d e r  r e c i p r o k e n  P r i m t h e i l e r  v o n  x  i s t ,  d i e  
S u m m a t i o n  b e z ü g l i c h  q U b e r  a l l e  P r i m z a h l e n ,  d i e  a u f  s ,  v?, 
o j g ,  . w , .  b e z ü g l i c h e  a b e r  ü b e r  a l l e  W u r z e l c o m b i n a t i o n e n  e ,  r j ,
oiv . . . ,  w , .  m i t  e i n z i g e r  A u s n a h m e  d e r j e n i g e n  V e r b i n d u n g ,  i n  w e l c h e r  
a l l e  g e n a n n t e n  G r ö s s e n  d e n  W e r t h  1  h a b e n ,  z u  e r s t r e c k e n  i s t .

M a n  h a t  d a h e r  d i e  G l e i c h u n g
x  =  n

x  =  1
L  n n o .

- - - - - - - - - - - - - - _  l o g K m  +  Q . 2 6 1 4 9 7 2 1 8 2 8 . . .  —  a +
n f  (x) <p (x) (

+  Y j WU - - - ^ V ) } + A 3 ( * > 2)»
t, 7), U>

WO
9  li C  ß ( a* + ß )

I A I ___ t z z ._____ I 00 W
3 l o g  ( m + 1 )  w

i s t ,  i n  w e l c h e r  d i e  s p e c i e l l e n  R e l a t i o n e n
X = n

Z  » , < »
Z  ÄÄ + » ,« ,0 ^

_  log log m _ 0 .2867420662... +A,
2

: =  1
n ” 2

e n t h a l t e n  s i n d .

_  l o g  l o g  m + Q  # 0 4 g 2 3 9 2 6 9  _  +  A
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X = 71

Z  f fS V p , » , . W

Aus diesen allgemeinen Gleichungen ergeben sich die speciellen

X =  1 loglog n +  1 j 0 . 2614972i 828-------0 +  ^  c v,  cü„ . . . ,  u ) j  +  A '
cp 0 0  © 0 0  ( —̂ 1 ’71 ? 0 0  ?(*) 

X = 71
V  um
Z_l \ /  n, 0 ( * )  1 1 1 (  VH )

-----_ log og n +  1 0 .26149721828. . .- log  2— a +  £  ”> “ v  •••,“,)} + A?x =  1 __  ^  ^ ju x 'a -c /i '  i u ü u  __^ u
ra ~  cp(x) "*'y(x)

x  =  n+T) a: =  n—t)

^  ^  av.+p, n , o W  ^»x+ß, w, oW  .  -  /

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ___ l o g  l o g  n +  1 0 . 26149721828 . . .  — CT +
2 v y(x) f ( x )  (

+  ^  Ca l4 (e , >J, w,, . . . , w r) | + A f
*, 7), ü>

a; =  10s :c=10s—1

X  ^ i + f t W . o C * ) -  X  ^ i+ P ,  0 W  lo g ( » — 1)

— ---------------- W 1 0 ---------------------= W ) \ 4 l o e — g4 J )+ ,o ®loe 10+

+ 0 - 2 6 1 4 9 7 2 1 8 2 8 . . .  — <j+  X  ca ' ^ ( e» ^ wp ■■•» u r)} + A P
e, T), cu

Com
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s o  i s t ,  w i e  H e r r  F .  M e r t e n s  a .  a .  0 .  g e z e i g t  h a t ,

<p(x) Y  tn+0- 2 6 1 4 9 7 2 1 8 2 8 , . .  — a +

p = ^  sr\
+  Z j  Ca>Ä (S’ rb ü\ ,  +

£, 7], ÜJ
W O

a' =  —  ( m o d  y.) 
a v '

V 1 c,

1076 L. G egen b au er ,

L-j n ~  A(^ ’ 71 ’
i

2 XCy(x)
' 2 ' l o g  (m + 1 )

u n d  a d i e  S u m m e  d e r  r e c i p r o k e n  P r i m t h e i l e r  v o n  x  i s t ,  d i e  
S u m m a t i o n  b e z ü g l i c h  q ü b e r  a l l e  P r i m z a h l e n ,  d i e  a u f  e} >j, w  
w2, . .,  w,. b e z ü g l i c h e  a b e r  ü b e r  a l l e  W u r z e l c o m b i n a t i o n e n  e, vj, 
w 1 ? . . .  , o ) ?. m i t  e i n z i g e r  A u s n a h m e  d e r j e n i g e n  V e r b i n d u n g ,  i n  w e l c h e r  
a l l e  g e n a n n t e n  G r ö s s e n  d e n  W e r t h  1  h a b e n ,  z u  e r s t r e c k e n  i s t .

M a n  h a t  d a h e r  d i e  G l e i c h u n g
X  =  11

h ccx-f-p, m,
x =  1 _  l o g o g m +  1 0 . 2 6 1 4 9 7 2 1 8 2 8 . . .  —  c r +

¥>00 ? 0 0 <

+  Y c*, A & ° o | +  a 3 ( * >  2)>
«, 7), 11)

WO

i a l ^ ___r_______i u»w
’ 3 l o g  ( m + 1 )  n

i s t ,  i n  w e l c h e r  d i e  s p e c i e l l e n  R e l a t i o n e n
x — n

Z P  (x\4 « + l ,m , 0 V /
;c =  1 _  l o g  l o g  m _ Q , 2 8 6 7 4 2 0 5 6 2 . . .  +  A .

:c =  1 ---------------- =  l o g b g m  +  o . 0 4 8 2 3 9 2 6 9 . . . +  A 3
n 2  d

e n t h a l t e n  s i n d .
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Aus diesen allgemeinen Gleichungen ergeben sich die speciellen

x — n

— log.l ^ -_ +  - L  i 0• 26149721828...  — g +  y  ca,A(e,  n, w,, w.)! +A'
y(x ) f { X) l ----1e, 7), ü>

.  . ,  . „  ,
------_  log o g »  +  1 0 . 2 6 1 4 9 7 2 1 8 2 8 ... - l o g  2 —  <7+ > ca, A(s ,  n, u v  . . . ,  w.) +  A"

n ?(*) ?(x) ( ^  ’
X  =  1

X  S S W , » « -  »(*)
_________________i = i____________ __  log log n +  1 j 0 . 26149721828 . . .  — ci+

2  >? y ( x )  y ( x )  (

+  X  c a , i ( s ,  V?, w 1? + A f

*, 1), tu

1 =  10* X  =  10* 1Z  » ■ - , . «  j log(s_ 1}
^ --------------------------------------------- <0 0 ^ --------------------------------------------------------- =  i f e  ^ * ° g  ^  ^  + ’ ° 8 1 0 §  1 0 +

+ 0 - 2 6 1 4 9 7 2 1 8 2 8 . . .  —  a+ X  < v - 4 ( £ > r '> w i> oir)\
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X  ^<*+1, v /» ,oW
- - - - - - _  l o g  l o g  _w  _  |  l o | 2  + 0 , 2 8 6 7 4 3 0 5 6 2  . . . |  + A "X  =  1

n

X  =  ra + T J  *  =  W— 7)

Z  «S2+1.* • ( • ) -  Z  , ,
_  log og w _ Q. 2867420562... + Ax =  1

2 n  2

x =  10* x =  10s —1

Z  10*. 0 0*0 Z  log(>—1) )
^ ------------------------- =  - i - | ^ l o g » + l o g l o g l O - 5 - ^ ------ ^ - 0 - 5 7 3 4 8 4 1 1 2 4 } +  A f

Z  , ,
1 = i - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - _  l o g  l o g  n  + 0  # 0 4 8 2 3 9 2 6 9  +  A/

n  2 J

1078 
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Complexe Primzahlen. 1079
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9 1 0 - 1 A("» I =  < | + 0 ,>>(1o « ) | _ s; j + « S r > d H  (Kl, K l <  1)

i s t .  D i e s e  R e l a t i o n e n  l i e f e r n  d i e  T h e o r e m e :
Y) , TI •

I s t  l i m ^  n=oo —  —  0 ?  l i m ^  n = 0 0 — ;- - - - - - =  0 ,  s o  h a t  j e d e  g a n z e  Z a h l  d e s  I n t e r v a l l e s  n— -n...n+v i m
n v  log n

M i t t e l  n - - - - - *  j 0 - 2 6 1 4 9 7 2 1 8 2 8 . . .  —  a +  Y  c ,Ä(£, y, w., . . . .  w  ) I  P r i m t h e i l e r  v o n  d e r  F o r m
<p(x) <pM { Z _ i  « '  v ’ ? v ’ rJ)

e, vi, ci)

c c x + ß  ( x > 2 ) .

Y) TI •
I s t  l i m . , ,  n = Q O —  =  0 ,  l i m ^  n = (X>— =- - - - - - —  0 ,  s o  h a t  j e d e  g a n z e  Z a h l  d e s  I n t e r v a l l e s  n—Y}...?i+ri i m

i . i  . n v log n  1 •! o-
M i t t e l  ° &  n — 0 - 2 8 6 7 4 2 0 5 6 2 . . .  P r i m t h e i l e r  v o n  d e r  F o r m  4 a  +  l  u n d  + 0 - 0 4 8 2 3 9 2 6 9 . . .  P r i m -

u  u

t h e i l e r  v o n  d e r  F o r m  4 a + 3 .
1  \ 1 0  l o g  s

I s t  s e i n e  h i n l ä n g l i c h  g r o s s e  Z a h l ,  s o  h a t  j e d e  s - z i f f e r i g e  Z a h l  i m  M i t t e l  j — ^ - - + l o g l o g  1 0 —

—  l o g ( s — 1 )  + o - 2 6 1 4 9 7 2 8 1 2 8 . . .  —  c r +  ^  c o , - 4 ( s ,  w p  w j  j  P r i m f a c t o r e n  v o n  d e r  F o r m  a x + | 3 ( x > 2 ) .
e, r\j ci)

1 0  l o g  s  +  9  l o g  l o g  1 0 — l o g  ( s — 1 )
I s t  s e i n e  h i n l ä n g l i c h  g r o s s e  Z a h l ,  s o  h a t  j e d e  s - z i f f e r i g e  Z a h l  i m  M i t t e l  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 7 7 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

l o

— 0 - 2 8 6 7 4 2 0 5 6 2 . . .  P r i m t h e i l e r  v o n  d e r  F o r m  4 < z  +  l  u n d  1 0  l o g  * + 9  ] ° g l o £  1 0 - l o g  ( « — * )  + 0 - 0 4 8 2 3 9 2 6 9 . . .
I o

P r i m d i v i s o r e n  v o n  d e r  F o r m  4  a +  3 .

1080 
L. 

G
eg

en
b

au
er

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Complexe Primzahlen. 1081

J e d e  g a n z e  Z a h l  h a t  i m  M i t t e l  0 - 3 3 4 9 8 1 2 5 2 . . .  P r i m f a c t o r e n  
v o n  d e r  F o r m  4 «  +  3  m e h r  a l s  v o n  d e r  F o r m  4 a - i - l .

ß) F ü r  i r g e n d  e i n e  C l a s s e  v o n  c o m p l e x e n  Z a h l e n  i s t  d i e  
ü b e r  a l l e  P r i m z a h l e n  p d e s  G e b i e t e s  (m) v o n  v o r g e s c h r i e b e n e r  
B e s c h a f f e n h e i t  a u s g e d e h n t e  S u m m e

w o  d i e  S u m m a t i o n  b e z ü g l i c h  px ü b e r  a l l e  P r i m t h e i l e r  p  d e r  g a n z e n  
c o m p l e x e n  Z a h l  cc z u  e r s t r e c k e n  i s t ,  d e r e n  N o r m  n i c h t  g r ö s s e r  
a l s  d i e  r e e l l e  Z a h l  m i s t .  B e z e i c h n e t  m a n  d i e  S u m m e  d e r  N o r m e n  
d e r  rten  P o t e n z e n  d i e s e r  P r i m f a c t o r e n ,  a n a l o g  d e r  f ü r  r e e l l e  
Z a h l e n  v e r w e n d e t e n  B e z e i c h n u n g s w e i s e  m i t  s o  e r h ä l t
m a n  d e m n a c h  d i e  G l e i c h u n g :

F ü r  d i e  A n z a h l  a l l e r  a u s  d e n  v i e r t e n  E i n h e i t s w u r z e l n  g e 
b i l d e t e n  p r i m ä r e n  c o m p l e x e n  g a n z e n  Z a h l e n ,  d e r e n  N o r m  n i c h t  
g r ö s s e r  a l s  d i e  r e e l l e  Z a h l  m i s t ,  b e s t e h t ,  w i e  i c h  g e z e i g t  h a b e , 1 

d i e  R e l a t i o n

21 (jw) =  ^  + s  \ / m  ( | s | <  1)

u n d  d a h e r  h a t  m a n  f ü r  d i e  p r i m ä r e n  P r i m f a c t o r e n  d i e s e r  c o m 
p l e x e n  Z a h l e n  d i e  G l e i c h u n g

y  (w < i)
K -= (n) p  =  (m) p  =  (m)

1 „Zur Theorie der aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten 
complexen Zahlen.“ Denkschriften der math.-naturw. Classe der 1c. Akad. 
dev Wissensch., 50. Band.
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1082 L. G e g e n b a u e r ,

a n s  w e l c h e r  s i c h  f ü r  d e n  s p e c i e l l e n  W e r t h  r  =  0  f ü r  d i e  A n z a h l  
d i e s e r  P r i m t h e i l e r  d i e  F o r m e l

o d e r  w e i l  j e d e  r e e l l e  P r i m z a h l  p  v o n  d e r  F o r m  4 a  +  l  s i c h  i n  
z w e i f a c h e r  W e i s e  a l s  S u m m e  v o n  z w e i  Q u a d r a t e n  d a r s t e l l e n  
l ä s s t ,  u n d  j e d e  r e e l l e  P r i m z a h l  q  v o n  d e r  F o r m  4  a + 3  i n  d e m  
G e b i e t e  d e r  a u s  d e n  v i e r t e n  E i n h e i t s w u r z e l n  g e b i l d e t e n  c o m 
p l e x e n  Z a h l e n  P r i m z a h l  b l e i b t  u n d  d e m n a c h  d i e  N o r m  q 2 b e s i t z t ,

w o  d i e  a u f  d e r  r e c h t e n  S e i t e  b e f i n d l i c h e n  S u m m e n  ü b e r  d i e  
b e t r e f f e n d e n  r e e l l e n  P r i m z a h l e n  d e s  a n g e g e b e n e n  I n t e r v a l l e s  
a u s z u d e h n e n  s i n d .

S e t z t  m a n  d i e  ü b e r  a l l e  r e e l l e n  P r i m z a h l e n  d e s  I n t e r v a l l e s  
2 ...ml a u s g e d e h n t e  S u m m e

e r g i b t .
N u n  i s t

mm
l o g  l o g  m— l o g  2

2

+ 0 - 0 4 8 2 3 9 2 6 9 . . .  +
2

l o g  ( \ / w ?  +  l )  \ vA n l o g ^ n ,

2

s o  i s t ,  w i e  H e r r  F .  M e r t e n s  a .  a .  0 .  g e z e i g t  h a t ,

^ (w»t ) <  2 mi
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Complexe Primzahlen. 1083
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x = [ \ /  n»l x =  m
y  i  t________ i  y  i

<  x = * i  l o g C t N / H + i )  ^ 2  +  i

< 2 [ s / [ s /m]+1 +

u n d  d a h e r  h a t  m a n  s c h l i e s s l i c h
m .

1 V 1 o i 2 V m 4 / -  1 (
“ 7= +  /  “ 7 =  <  2  1 i -------- 1" V  ™ “*--------- T  1
v/2 W p  ,l0*'m 2 v /rv /» i’

WO

3 v  r  ~ z \ J [ s /  m]

D i e  G l e i c h u n g  4 8 )  k a n n  d a h e r  i n  f o l g e n d e r  W e i s e  g e s c h r i e b e n  w e r d e n

£  £  Ä ^ )+A.V ^ ,
x =  (n) p =  (m)

| A 4 1 c  4  + < / » +  1  I . l o g  l o g  » - l o g  2  + 0 - 0 4 8 2 8 9 2 6 9 . . .  +  +  - J -
1 41 ( loff m  v  / r. J  2  log m K m  lt>g rn 2  y / [ y /—j > 2  1°S m s /w  log rn

ist.
E s  s e i  n u n  p e i n e  u n g e r a d e  p r i m ä r e  c o m p l e x e  P r i m z a h l  v o n  d e r  F o r m  a x - h ß ,  w o  x  e i n e  m i n d e s t e n s  d u r c h  

d i e  d r i t t e  P o t e n z  v o n  ( 1  +  i )  t h e i l b a r e  g a n z e  c o m p l e x e  Z a h l  u n d  ß  e i n e  u n g e r a d e  p r i m ä r e ,  z u  x  t h e i l e r f r e m d e
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g a n z e  c o m p l e x e  Z a h l  v o r s t e l l t ;  e s  m ö g e  f e r n e r  ps e i n e  z w e i 
g l i e d e r i g e ,  qs a b e r  e i n e  e i n g l i e d e r i g e  c o m p l e x e  P r i m z a h l  v o r 
s t e l l e n .

E r m i t t e l t  m a n  n u n  n a c h  D i r i c h l e t ’ s  V o r g ä n g e  f ü r  j e d e  z u  x  
t h e i l e r f r e m d e  g a n z e  c o m p l e x e  Z a h l  ju  e i n  S y s t e m  v o n  I n d i c e s  i n  
B e z u g  a u f  d e n  M o d u l

X =  (1 • ■ -Pr' ??' <k • • • t S
i n  d e r  W e i s e ,  d a s s  d e r  M o d u l  ( l + * ) x f ü r  A =  3  u n b e r ü c k s i c h t i g t  
b l e i b t ,  h i n g e g e n  f ü r  A > 3  z w e i  r e e l l e  g a n z e  Z a h l e n  <^. ,  g e s u c h t

1w e r d e n ,  v o n  d e n e n  d i e  e r s t e  k l e i n e r  a l s  2  2 ,  d i e  z w e i t e  a b e r

P—1k l e i n e r  a l s  2  2 i s t  u n d  f ü r  w e l c h e  d i e  C o n g r u e n z

( — 1  +  2 0 ^ 5 ^ = ^  ( m o d  ( l + t »

b e s t e h t ,  d a s s  f e r n e r  f ü r  j e d e  P o t e n z  p*~ e i n e s  z w e i g l i e d e r i g e n  
P r i m f a c t o r s  u n t e r  Z u g r u n d e l e g u n g  e i n e r  b e s t i m m t e n  p r i m i t i v e n  
C o n g r u e n z w u r z e l  </t  i n  B e z i e h u n g  a u f  d i e s e  P r i m z a h l p o t e n z  e i n e  
r e e l l e  g a n z e  Z a h l  k l e i n e r  a l s  i V ( p _)a'c— 1 {N(p )̂-~ 1 } ,  f ü r  w e l c h e

f('c)
=  ( m o d  p^)

i s t ,  u n d  e n d l i c h  f ü r  j e d e  e i n g l i e d e r i g e  P r i m z a h l p o t e n z  q  ̂ z u n ä c h s t  
z w e i  Z a h l e n  v „ ,  w e l c h e  n a c h  d e m  M o d u l  q̂ a, b e z i e h u n g s w e i s e  
z u  d e n  E x p o n e n t e n  ( ql— l ) ? ^ - 1 u n d  q̂ ~ 1 g e h ö r e n ,  b e s t i m m t  
u n d  s o d a n n  z w e i  E x p o n e n t e n  C ^ < ( ^ — 1 

g e s u c h t  w e r d e n ,  f ü r  w e l c h e  d i e  C o n g r u e n z

,(«) r;(°)
K* =  / J - ( m ° d  g P o )  

e r f ü l l t  w i r d ,  u n d  s e t z t  f ü r  j e d e s  z u  x  t h e i l e r f r e m d e  ju.

Complexe Primzahlen. 1085

(1) f(2) r« J 1) J 2) J 3) ,
. . . n l *  .£{ “ f t  * Ci *
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i s t ,  w ä h r e n d  f ü r  j e d e s  w e l c h e s  d u r c h  e i n e n  d e r  P r i m f a c t o r e n  
v o n  x  t h e i l b a r  i s t ,  =  0  g e n o m m e n  w i r d ,  s o  i s t ,  w i e  H e r r  
F .  M e r t e n s  b e w i e s e n  h a t , 1

i s t ,  q i r g e n d  e i n e  c o m p l e x e  P r i m z a h l ,  a d i e  S u m m e  d e r  r e c i p r o k e n  
W e r t h e  d e v  N o r m e n  a l l e r  u n g e r a d e n  p r i m ä r e n  P r i m t h e i l e r  v o n  x 
b e d e u t e t  u n d  d i e  S u m m e  ü b e r  a l l e  W u r z e l c o m b i n a t i o n e n  tn 
'Cjv . . . ,  v >?' ,  W j ,  w 2 z u  e r s t r e c k e n  i s t ,  i n  d e n e n  m i n d e s t e n s  

e i n e  d e r  g e n a n n t e n  G r ö s s e n  v o n  1  v e r s c h i e d e n  i s t .
D i e  G l e i c h u n g  4 8 )  w i r d  d a h e r  i n  d i e s e m  F a l l e  i n  f o l g e n d e  

ü b e r g e h e n

l o g l o g  m— 0 - 5 7 3 4 8 4 1 1 2 4 .  .

( s  e n d l i c h  f ü r  j e d e s  m ) ,
w e n n

1 ß ( m o d  x )
9
CO OO

1 „Über einige asymptotische Gesetze der Zahlentheorie.“ Journal 
für die reine und angewandte Mathematik von B o r c h a r d t ,  77. Bd., S. 289 
bis 339.
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- f l , m, 0 (p?)

- - - - - - - - - - - ^  =  - 7 T  i  l o g  l o g  m— 0 - 5 7 3 4 8 4 1 1 2 4 .  . . —  a+Q+n (p (x) (

+  ^  C p S B  ( C l  ; • • • ,  C r ;  ??{, • • • ;  ^ 4; £ [ ?  ■ • • ;  Cs? W l  7 W g )  j  +  ^ 5  (P --  CCX + ß)}

WO

A 51 <  —  + 4  V 'm +  - r = =  +  l 0 g  l ° g  +  0  • 0 4 8 2 3 9 2 6 9 . . . )  \ A +, i V i ° g m  v  2 y v

V? 2 ( 2 +  C
-+" T~-----  H------ 7—-------  ( +

l o g  m \JmXogm’ \ f  m l o g  m

i s t ,  w e n n  v f ü r  a l l e  W e r t h e  v o n  m e n d l i c h  b l e i b t .
A u s  d i e s e r  a l l g e m e i n e n  G l e i c h u n g  e r g e b e n  s i c h  d i e  f o l g e n d e n  s p e c i e l l e n

^  ^ötx+ß, n, o(a?)

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - =  - ^ _  j l o g l o g  « — 0 - 5 7 3 4 8 4 1 1 2 4 . . . —  o+Q+
11 <p(x)(

+  Y  C? SB(£, > • • • ; Cr, KJ,', . • , r)'g, t'v . • ■ , Ca; ^ t ; ^ 2) | +  A'.

Com
plexe 

Prim
zahlen. 

1087
©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



^ a x + ß , y /  n  , 0  O O

----- ----- n----------= ^Ö  | l 0 g l ° g  ^ “ l08, 2~ ° ‘5 7 3 4 8 4 1 1 2 4 - - - - a + ö  +

+  CpS33(f1; . . . , ■ • • 5 Ci; • • • ; oiD wa) |

z  •* X + 'ß ,  J l+ T f), 0  oo— z  -  a x + ß ,  n — T), 0 ( »

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - =  - ^  j l o g - l o g  w - O - 5 7 3 4 8 4 7 1 2 4 . . . — a  + 0+
2 -n <p (x) (

+ Z  ci>®Ä’ ••■’ ^ r'" •••> r,<> •'> • • ’ •*’ “i> wi)}+Af

z  *  x + ß ,  1 0 « ,  0  O O  y ,  - f l a x  +  ß ,  10® x ,  0  O O

—  9 .  ioT - ° J >}------------------------------=  ^ )  I ¥ log s - lo g  log  10-  - ° ' 5 7 3 4 8 4 1 1 2 4 - —

— +  ^  ^ p S B ( l u  • • • ;  C j  > 7 p  ■ • ■ )  Vr3, C p  • • ■) f i ,  ',JI, 'Jj2) |  + A f ) ,
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K l <

WO

2  u  I A ! "I 3

2  l o g  l o g  r c — l o g  2 + 0 - 0 9 6 4 7 8 5 3 8 . . .  yj 2  2  +  C
-•-------H --------------------------------- 1------7 = --------------------------------- 1------- i------------1-------5----------------1--------

1 ogn */n  1  2 \ /  n n\ogn  * l o g
v  n 4 n 2 l o g  n

1 6  , 4  2  l o g  l o g  rc— 2  l o g  2 + 0 - 0 9 6 4 7 8 5 3 8 . . .  t 2 ^
a f. / —  +

„ T  „T  2 V »  ‘ l 0 S '  „ 7 l o g „

4+2C
H------=■

\/n  l o g  n

a  [  t  l o g ( l  +  —  ) \  /  l o g f l  —  —  \ \ \  ( n

_  j (n+„)log (x + _ _  _« y (n- ^ og ( i + - ; ^ ) j  +< j

-+- — 7 - " t - n  + 4 ( w + v 7 ) 4 +  2 ( w + v j ) 4 h----- j  2---------------- f- (%~*~C)\/n+n  +
l o g  (n+Y)) y / w _f_yj l o g  ( 71+ y j )  l ° g  ( w  +  >j)

+  { l o g l o g  (n+ v ? )— l o g  2 + 0 ■  0 9 6 4 7 8 5 3 8 . . . }  8 C” ~ ? )  +  - J ? - - - - - - - - -  +
2 ) ( l o g  (n— v j )  l o g  ( w — >j)

+  4  0 - y , ) T +  2  ( » — ^  +  - :_ _ _ _  2 - - - - - - - - - - - - - +  ( 2  + CW n~ *  +
V »—v l o g  (n —  y j )  1° &  ( w — * 0

\/n—r? ( l o g l o g  ( w — y?)— l o g  2 + 0 - 0 9 6 4 7 8 5 3 8 . . . )
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9 . 1 0 - »  |A( - ) |  =  £' ' ^ 1(| ‘ -i- + 4 . 1 0 ‘ + 2 . 1 0 *  +  2 --------+
1 5 1  l o g  1 0  s l o g  1 0  _L s l o g  1 0

1 0 2 . s  l o g  1 0
8

1 0 2 { l o g l o g  1 0 + l o g  s — l o g  2 + 0 - 0 9 6 4 7 8 5 3 8 . . . }  ) , (  8 . 1 0 *- 1

2  ) 2 ( ( s — 1 )  l o g  1 0  ( s — 1 )  l o g  1 0

+ 4 . 1 0 ^ + 2 . 1 0 ^ +  2 . ( 8 + 0 1 0  •
i z l  ( s — 1 )  l o g  1 0

1 0  2 0  —  1 )  l o g  1 0
t—i

1 0 ~ { l o g l o g  1 0 + l o g  ( * — 1 ) — l o g  2 + 0 - 0 9 6 4 7 8 5 3 8 . . . }  \ n j {
2  ) U  e i Im  e 21 ^

w e l c h e  i n  V e r b i n d u n g  m i t  d e r  f ü r  d i e  A n z a h l  < p ( a ? )  a l l e r  p r i m ä r e n  c o m p l e x e n  T h e i l e r  d e r  g a n z e n  c o m p l e x e n  
Z a h l  x  b e s t e h e n d e n  R e l a t i o n

Y
x- ^ ------- =  Tr2 f l o g  n + 0 - 1 5 4 4 3 1 3 2 9 8 . . .  +  — ) + A e ,

n \ tz I
z_

w o  A 6 v o n  d e r  O r d n u n g  w 4 u n d  = o o

( = 1)1
X  =  1

i s t ,  f o l g e n d e  T h e o r e m e  l i e f e r t :
2 a ? + l

w =  y  1)J log  (2x + i '>
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Complexe Primzahlen. 1091
3

yj t
I s t  l i m «  n  =  00  —  =  0 ,  l i m , w =  0 0 —  z =  0 ,  s o  h a t  j e d en t,

g a n z e  c o m p l e x e  Z a h l  d e s  I n t e r y a l l e s  n— v j .  .n+y  i m  M i t t e l

—̂ -r j l o g  l o g  n—0 - 5 7 3 4 8 4 1 1 2 4 . . . — a + £ ) +  
f (x) (

+  ^  C p 2B (C |j  • • • , C r ,  • • • ,  C(, • • • ,  Cs, W j)

p r i m ä r e  u n g e r a d e  P r i m t h e i l e r  v o n  d e r  F o r m  a x + ß  u n d

TT* ( l o g  w + 1  - 1 5 4 4 3 1 3 2 9 8 . . .  +  -

^  j l o g l o g  n—0 - 5 7 3 4 8 4 1 1 2 4 . . .  — <7 4 - 0 +
? ( »

+  Cp2B(Ct , •••,  Cr, Wij •••; Cl, •••, Cs5 W1 , ^ 2) |

a n d e r e  p r i m ä r e  T h e i l e r .
I s t  s e i n e  h i n l ä n g l i c h  g r o s s e  Z a h l ,  s o  h a t  j e d e  a u s  d e n  v i e r t e n  

E i n h e i t s w u r z e l n  g e b i l d e t e  g a n z e  c o m p l e x e  Z a h l  m i t  s - z i f f e r i g e r  
N o r m  i m  M i t t e l

4 | 10 l°g » +  9 10- l°g (— *) — 0-5734841124..
<p ( x )  ( 9

—  CT+ 0+ V  Cp 2B(Ci, . . . , Cr, n'v  . . • , 1?', C(, • • . , Ci; Wj, C0Ä) | 

p r i m ä r e  u n g e r a d e  P r i m t h e i l e r  v o n  d e r  F o r m  a x  +  ß  u n d

l o g  1 0 ^
: r z [s l o g  1 0 + 0 - 1 5 4 4 3 1 3 2 9 8 . . .  + - ^  +  9

_  4 j 1° log ,  +  9 loglog 1 0 - l o g ( , - l )  _ 0 . 573484U 24 „ _
f  (*)* 9

( 7 +  £? ■+■ CpSB (C l ,  • • • ,  Cr, r31f • • • , Cl,  • • • , Cs, W1, w g )  |

a n d e r e  p r i m ä r e  T h e i l e r .
J e d e  g a n z e  c o m p l e x e  Z a h l  v o n  d e r  F o r m  a+bi,  d e r e n  N o r m

z w i s c h e n  \Vn u n d  n l i e g t ,  h a t  i m  M i t t e l  —  u n g e r a d e
m

p r i m ä r e  P r i m t h e i l e r  v o n  d e r  F o r m  a x + / 3 ,  d e r e n  N o r m  g r ö s s e r  a l s  
S/n  i s t .

70*
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