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Über gewisse Configurationen auf ebenen kubischen 
Onrven

von

Dr. Jan de Vries in Kämpen.

A l s  m e i n e  A r b e i t  „ U b e r  g e w i s s e ,  d e r  a l l g e m e i n e n  k u b i s c h e n  
C u r v e  e i n g e s c h r i e b e n e  C o n f i g u r a t i o n e n “  ( S i t z u n g s b e r .  B d . X C V I I I ,  
S .  4 4 6 )  g e d r u c k t  y o r l a g ,  e r h i e l t  i c h  K e n n t n i s s  v o n  e i n e r  A b h a n d 
l u n g  v o n  H e r r n  K a n t o r :  „ U b e r  e i n e  e i n — d r e i d e u t i g e  A b b i l d u n g  
d e r  F l ä c h e  d r i t t e r  O r d n u n g “  ( J o u r n a l  f .  d .  r .  u .  a .  M a t h .  B d .  9 5 ) ;  
d a b e i  s t e l l t e  s i c h  h e r a u s ,  d a s s  d i e  T h e o r i e  d e r  d e s m i s c h e n  C o n -  
f i g u r a t i o ü  9 3 u n d  d a s  d a r a u s  h e r v o r g e h e n d e  V e r f a h r e n ,  u m  a u s  
e i n e r  a u f  Cs b e f i n d l i c h e n  C o n f i g u r a t i o n  m i t t e l s t  E r g ä n z u n g  i h r e r  
P u n k t e  z u  I n f l e x i o n s t r i p e l n  e i n e  g r ö s s e r e  C o n f i g u r a t i o n  z u  b i l d e n ,  
b e r e i t s  v o n  H e r r n  K a n t o r  a u s e i n a n d e r g e s e t z t  w o r d e n .  A u c h  
f i n d e t  s i c h  d o r t  a u s g e s p r o c h e n ,  d a s s  d i e  T a n g e n t i a l p o l y g o n e  d e r  
O r d n u n g  3 ”  g l e i c h z e i t i g  C y k l e n  v o n  e i n -  u n d  u m g e s c h r i e b e n e n

D r e i e c k e n  s i n d  u n d  C o n f i g u r a t i o n e n  m i t  d e n  I n d i c e s  ( 3 M— 3 )

u n d  3  e r z e u g e n .
V o r  K u r z e m  h a t  H e r r  S c h o e n f l i e s  i n  e i n e r  A r b e i t :  „ Ü b e r  

r e g e l m ä s s i g e  C o n f i g u r a t i o n e n  n3 a u f  d e n  C u r v e n  d r i t t e r  O r d n u n g “  
( G ö t t i n g e r  N a c h r i c h t e n  1 8 8 9 ,  N r .  1 2 ,  S .  3 3 4 )  n a c h g e w i e s e n ,  
d a s s  d i e  f r ü h e r  v o n  i h m  b e t r a c h t e t e n  C o n f i g u r a t i o n e n ,  w e l c h e  a u s  
C y k l e n  v o n  e i n a n d e r  w e c h s e l s e i t i g  e i n - u n d  u m g e s c h r i e b e n e n  P o l y 
g o n e n  b e s t e h e n ,  a u f  d e n  a l l g e m e i n e n  k u b i s c h e n  C u r v e n  e x i s t i r e n .

A u f  d i e  n a c h s t e h e n d e n  M e t h o d e n  z u r  B i l d u n g  v o n  C o n f i g u r a 
t i o n e n  a u f  C3 b i n  i c h  g e k o m m e n  d u r c h  e i n e  b r i e f l i c h e  M i t t h e i l u n g  
v o n  H e r r n  S c h o e n f l i e s ,  w e l c h e  d i e s e  b e i d e n  S ä t z e  e n t h i e l t :
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I .  D i e  S e i t e n  e i n e s  a u s  s e c h s  c o n c o n i s c h e n  P u n k t e n  d e r  C3 
g e b i l d e t e n  S e c h s e c k e s  b e s t i m m e n  a u f  d i e s e r  C u r v e  d i e  P u n k t e  
e i n e r  a t r i g o n i s c h e n  1 5 3 ; d i e s e  C o n f i g u r a t i o n  i s t  i d e n t i s c h  m i t  d e r  
C o n f i g u r a t i o n ,  w e l c h e  H e r r  M a r t i n e t t i 1 e r h a l t e n  h a t  d u r c h  
S c h n e i d e n  e i n e r  E b e n e  m i t  d e n  1 5  G e r a d e n  d e r  k u b i s c h e n  F l ä c h e ,  
w e l c h e  n a c h  A u s s c h e i d u n g  e i n e r  D o p p e l s e c h s  e r ü b r i g e n .

I I .  D i e  S c h n i t t e  d e r  C3 m i t  d e n  1 8  D i a g o n a l e n  e i n e r  i h r  e i n 
g e s c h r i e b e n e n  a t r i g o n i s c h e n  ( 9 2 ,  6 3 )  u n d  d i e  9  P u n k t e  d i e s e r  
C o n f i g u r a t i o n  g e h ö r e n  e i n e r  a t r i g o n i s c h e n  2 7 3 a n ,  w e l c h e  a u s s e r  
d e r  u r s p r ü n g l i c h e n  n o c h  8  a t r i g o n i s c h e  ( 9 2 ,  6 3 )  e n t h ä l t .  D i e s e  2 7 s  
i s t  n i c h t  g l e i c h a r t i g  m i t  d e r  d u r c h  d i e  G e r a d e n  d e r  k u b i s c h e n  
F l ä c h e  e r z e u g t e n  2 7 3? i n d e m  d i e s e  k e i n e  ( 9 2 ,  6 3 )  b e s i t z t .

W i r d  d e r  S c h n i t t p u n k t  e i n e r  C3 m i t  d e r  V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  
a u f  i h r  b e l e g e n e n  P u n k t e  /  u n d  k m i t  ik b e z e i c h n e t ,  s o  e r g i b t  s i c h  
a u s  d e n  b e i d e n  a l l i n e i r t e n  T r i p e l n  1 ,  2 ,  3  u n d  4 ,  5 ,  6  d i e  a t r i 
g o n i s c h e  ( 9 2 ,  6 3 )

(  1 4  2 5  3 6

2 6  3 4  1 5

(  3 5  1 6  2 4

w e l c h e  i c h  d e r  K ü r z e  h a l b e r  e i n  B i t r i p e l  n e n n e  u n d ,  w o  n ö t h i g ,  
d u r c h  d a s  Z e i c h e n  ß a n d e u t e .  D i e s e  C o n s t r u c t i o n  e i n e s  B i t r i p e l s  
a u s  z w e i  l i n e a r e n  T r i p e l n  b e z e i c h n e  i c h  k u r z  a l s  d i e  M u l t i p l i 
c a t i o n  d e r  b e i d e n  T r i p e l ,  d i e  e r h a l t e n e  C o n f i g u r a t i o n  a l s  d e r e n  
P r o d u c t .

D u r c h  M u l t i p l i c a t i o n  d e r  s ä m m t l i c h e n  l i n e a r e n  T r i p e l  e i n e r  
a u f  C3 b e f i n d l i c h e n  C o n f i g u r a t i o n  ( 3 px, p # 3) 2 m i t  e i n e m  b e l i e b i g e n  
a l l i n e i r t e n  T r i p e l  1 ,  2 ,  3  e n t s t e h t  o f f e n b a r  e i n e  n e u e  C o n f i g u r a t i o n  
m i t  v e r d o p p e l t e m  P u n k t i n d e x .  S i n d  a,  b, c d i e  E c k e n  e i n e s  C o n -  
f i g u r a t i o n s d r e i e c k e s  d e r  u r s p r ü n g l i c h e n  C o n f i g u r a t i o n  u n d  a, ß, 7  

d i e  m i t  d e n  S e i t e n  bc, ca, ab i n c i d e n t e n  C o n f i g u r a t i o n s p u n k t e ,  s o  
e n t h ä l t  d i e  n e u e  C o n f i g u r a t i o n  d i e  G e r a d e n  {\a,2b,?>̂ )} ( 2 6 , 3 c , l a ) ,

1 Sopra alcune configurazioni piane (Ann. d i Mat. XIV).
2 D ieses Zeichen m öge auch die Configuration n3 andeuten 5 in diesem  

F alle kann p  eine gebrochene Zahl sein.
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( 3 c ,  la, 2 / 3 ) ,  w e l c h e  e i n  C o n f i g u r a t i o n s d r e i e c k  m i t  d e n  E c k e n  
la, 2 b, 3 c  b i l d e n ;  d u r c h  P e r m u t a t i o n  d e r  1, 2, 3  e r g e b e n  s i c h  
n o c h  f ü n f  C o n f i g u r a t i o n s d r e i e c k e  d e r  n e u e n  C o n f i g u r a t i o n .  D e m 
n a c h :

1 .  D u r c h  l i n e a r e  M u l t i p l i c a t i o n  e i n e r  ( 3 px, px3) d e r  C3 e n t 
s t e h t  e i n e  ( 9 p2x, 6 p # 3 ) ,  w e l c h e  px  B i t r i p e l  u n d  s e c h s m a l  s o  v i e l e  
C o n f i g u r a t i o n s d r e i e c k e  a l s  d i e  e r s t e  C o n f i g u r a t i o n  b e s i t z t .  A u s  
e i n e r  a t r i g o n i s c h e n  C o n f i g u r a t i o n  e r h ä l t  m a n  d a h e r  e i n e  n e u e  
a t r i g o n i s c h e  C o n f i g u r a t i o n .

A u s  d e m  V i e r s e i t e  m i t  d e n  G e g e n e c k e n p a a r e n  « ,  a ;  b,[3 ;  c ,  y 
f i n d e t  m a n  d u r c h  d i e s e s  V e r f a h r e n  e i n e  ( 1 8 4 , 2 4 3 )  m i t  6  V i e r 
s e i t e n ,  w e l c h e  b e z i e h u n g s w e i s e  d i e  n a c h s t e h e n d e n  G e g e n e c k e n 
p a a r e  b e s i t z e n :

la, l a ; 2b, 2ß; 3c, 07

la, l a ; 2c, 2 7 ; 3b, 3ß
1  b, i ß ; 2 a, 2 a; 3c, 3y
1  b, i ß ; 2  c , 2 7 5 3a, 3 a

1  c, 1 7 ; 2a, 2a; 3b, 3ß
1  c, 1 7 ; 2b, 2 / 3 ; 3a, 3a.

A u s  d e r  g e g e n s e i t i g e n  L a g e  d i e s e r  V i e r s e i t e  e r h e l l t ,  d a s s  
i h r e  r e c i p r o k e  F i g u r  g l e i c h a r t i g  i s t  m i t  d e r  a u s  z w e i  a s s o c i i r t e n  
C o n f i g u r a t i o n e n  ( 1 2 4 , 1 6 3 )  A h e r v o r g e g a n g e n e n  ( 2 4 3 , 1 8 J . 1

A l s  P r o d u c t  z w e i e r  C o n f i g u r a t i o n e n  d e r  C3 b e z e i c h n e  i c h  d i e  
C o n f i g u r a t i o n ,  w e l c h e  m a n  e r h ä l t ,  w e n n  m a n  j e d e s  l i n e a r e  T r i p e l  
d e r  e i n e n  m i t  j e d e m  l i n e a r e n  T r i p e l  d e r  z w e i t e n  m u l t i p l i c i r t , .  S i n d
a, b,  c  d i e  E c k e n  e i n e s  D r e i e c k e s  d e r  e i n e n  u n d  d, e, f  d i e  E c k e n  
e i n e s  D r e i e c k e s  d e r  a n d e r e n  C o n f i g u r a t i o n ,  d a n n  e r g e b e n  s i c h  
d u r c h  P r o j e c t i o n  v o n  d, e, f  a u s  a, b, c d i e  E c k e n  v o n  6  C o n -  
f i g u r a t i o n s d r e i e c k e n  d e r  n e u e n  C o n f i g u r a t i o n .  D a h e r :

2 .  D a s  P r o d u c t  e i n e r  ( 3 pX) pxs) m i t  o  C o n f i g u r a t i o n s -  
d r e i e c k e n  u n d  e i n e r  ( 3 qy, qy3 )  m i t  d' D r e i e c k e n  i s t  e i n e  
î pq̂ xy, Gpq&ya)) w e l c h e  pqxy B i t r i p e l  u n d  6 ^  C o n f i g u r a t i o n s 
d r e i e c k e  e n t h ä l t .

1 Vergl. meine A rbeit: „Über g ew isse  ebene Configurationen“ (A cta  
math. 12).
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D u r c h  M u l t i p l i c a t i o n  v o n  j e  z w e i  g e t r e n n t e n  G e r a d e n  d e s  
B i t r i p e l s

( 1 2 3 )
4  5  6

1 7  8  9  )

e n t s t e h e n  6  n e u e  B i t r i p e l ,  w e l c h e  j e  e i n e  G e r a d e  d e r  u r s p r ü n g 
l i c h e n  C o n f i g u r a t i o n  u n d  j e  d r e i  m i t  d i e s e n  G e r a d e n  v e r b u n d e n e  
G e r a d e  e n t h a l t e n ;  d i e  ü b r i g e n  z w e i  G e r a d e n  j e d e s  B i t r i p e l s  t r a g e n  

j e  d r e i  S c h n i t t e  d e r  C3 m i t  d e n  D i a g o n a l e n  d e r  u r s p r ü n g l i c h e n  
C o n f i g u r a t i o n .  D i e  1 8  n e u e n  P u n k t e  b i l d e n  m i t  j e n e n  1 2  G e r a d e n  
d i e  b e i d e n  B i t r i p e l

1 6 2 4 3 5  \
\  15

2 6 3 4

3 7 1 8 2 9 u n d 2 7 3 8 1 9

4 9 5 7 6 8 ( 4 8 5 9 6 7

( D i e  g e n a n n t e n  d r e i  B i t r i p e l  g e h ö r e n  d e r  o b e n  e r w ä h n t e n  
2 7 3 d e s  H e r r n  S c h o e n f l i e s  a n . )  E s  g i l t  n u n  d e r  S a t z :

3 .  E n t h ä l t  e i n e  a u f  C3 b e f i n d l i c h e  C o n f i g u r a t i o n  bd B i t r i p e l ,  
v o n  d e n e n  j e d e  D i a g o n a l e  a l s  s o l c h e  z u  d B i t r i p e l n  g e h ö r t ,  s o  
b i l d e n  d i e  S c h n i t t p u n k t e  d e r  C u r v e  m i t  j e n e n  D i a g o n a l e n  e i n e  
( 1 8 6 2fz ,  1 2  bd3).

D i e  o b e n  e r w ä h n t e  a t r i g o n i s c h e  1 5 3 ,  w e l c h e  1 0  B i t r i p e l  
b e s i t z t ,  l i e f e r t  d u r c h  d i e s e  C o n s t r u c t i o n  e i n e  a t r i g o n i s c h e  
( 6 0 e , 1 2 0 3 )  m i t  2 0  B i t r i p e l n .

I c h  n e n n e  z w e i  g e t r e n n t e  C o n f i g u r a t i o n s g e r a d e ,  w e l c h e  
d u r c h  k e i n e  C o n f i g u r a t i o n s g e r a d e  v e r b u n d e n  s i n d ,  u n a b h ä n g i g e  
G e r a d e .  N a c h d e m  d a s  P r o d u c t  j e  z w e i e r  u n a b h ä n g i g e n  G e r a d e n  
e i n  B i t r i p e l  l i e f e r t ,  g i l t  d e r  S a t z :

4 .  B i l d e t  j e d e  G e r a d e  e i n e r  ( 3 pX) px3) d e r  C3 m i t  q— 1  
G e r a d e n  e i n e  G r u p p e  g e g e n s e i t i g  u n a b h ä n g i g e r  C o n f i g u r a t i o n s -

g e r a d e n ,  s o  l i e f e r t  j e d e  d e r  p x : q G r u p p e n  (^j  B i t r i p e l ,  w o n a c h

i m  G a n z e n  3j)x(q— 1 )  n e u e  G e r a d e  e r h a l t e n  w e r d e n ,  w e l c h e  m i t  
d e n  n e u e n  P u n k t e n  e i n e r

(yK? — S p x i f j —1)3̂
a n g e h ö r e n .
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B e i s p i e l s w e i s e  e n t s t e h t  d u r c h  d i e s e s  V e r f a h r e n  a u s  d e r  a t r i -  
g o n i s c h e n  ( 2 4 t ,  3 2 s ) ,  w e l c h e  a l s  R e s t f i g u r  j e d e r  G - e r a d e n  d e r  
M a r t i n e t t i ’ s c h e n  ( 2 7 5 , 4 5 3 )  e r s c h e i n t ,  e i n e  ( 3 6 s , 9 6 3 )  m i t  1 6  B i -  
t r i p e l n .

D i e  a t r i g o n i s c h e ,  d u r c h  l i n e a r e  M u l t i p l i c a t i o n  a u s  e i n e m  
B i t r i p e l  e r h a l t e n e  ( 2 7 4 ,  3 6 a )  l i e f e r t  d u r c h  j e n e  C o n s t r u c t i o n  e i n e  
( 8 1 8 ,  2 1 6 3 )  m i t  3 6  B i t r i p e l n ,  w o b e i  j e  d r e i  a u s  u n a b h ä n g i g e n  
G e r a d e n t r i p e l n  d e r  e r s t e n  C o n f i g u r a t i o n  e r h a l t e n e  B i t r i p e l  v o l l 
s t ä n d i g  g e t r e n n t  l i e g e n .

E s  s e i e n  4 ,  5 ,  6 ,  7 ,  8 ,  9  s e c h s  c o n c o n i s c h e  P u n k t e  d e r  C3, 
d a h e r  d i e  P u n k t e  4 7 ,  5 8 ,  6 9  a l l i n e i r t ;  d u r c h  l i n e a r e  M u l t i p l i c a t i o n  
m i t  d e m  T r i p e l  1 ,  2 ,  3  e r h ä l t  m a n  d i e  G e r a d e n

1 4 7 ,  2 4 ,  3 7
2 5 8 ,  3 8 ,  1 5
3 6 9 ,  1 6 ,  2 9

1 4 7 ,  2 5 8 ,  3 6 9 ,

w o n a c h  d i e  P u n k t e  1 5 ,  1 6 ,  2 4 ,  2 9 ,  3 7 ,  3 8  e i n  n e u e s  c o n i s c h e s  
S e x t u p e l  b i l d e n .  N a c h d e m  i n  o b i g e r  T a b e l l e  i n  d e r  e r s t e n  Z e i l e  2  
u n d  3 ,  i n  d e r  z w e i t e n  3  u n d  1 ,  i n  d e r  d r i t t e n  1 u n d  2  v e r t a u s c h t  
w e r d e n  k ö n n e n ,  g e h ö r e n  z u r  G e r a d e n  ( 1 4 7 ,  2 5 8 ,  3 6 9 )  8  K e g e l 
s c h n i t t e ,  w e l c h e  a l l e m a l  6  P u n k t e  ik t r a g e n .  A l l e i n  d i e  c o n i s c h e  
G r u p p e  1 5 ,  1 6 ,  2 4 ,  2 9 ,  3 7 ,  3 8  g e h ö r t  a u c h  z u  d e n  7  G e r a d e n ,  
w e l c h e  a u s  d e r  o b i g e n  d u r c h  V e r t a u s c h u n g  v o n  5  m i t  6 ,  v o n  4  
m i t  9 ,  v o n  7  m i t  8  h e r v o r g e h e n .  D i e  1 8  P u n k t e  ik b i l d e n  d a h e r  
9 0  c o n i s c h e  S e x t u p e l .

5 .  D u r c h  l i n e a r e  M u l t i p l i c a t i o n  e i n e s  c o n i s c h e n  S e x t u p e l s  
e n t s t e h t  e i n e  a u s  1 8  P u n k t e n  u n d  9 0  K e g e l s c h n i t t e n  z u s a m m e n 
g e s e t z t e  c o n i s c h e  C o n f i g u r a t i o n  ( 1 8 3 0 , 9 0 6 ) .

E s  s e i e n  1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6  u n d  a, b,  c, d,  e,  f  z w e i  c o n i s c h e  
S e x t u p e l  d e r  C3 . M u l t i p l i c i r t  m a n  d i e  l i n e a r e n  T r i p e l

1 , 2 , 1 2 ;  3 , 4 , 3 4 ;  5 , 6 , 5 6 ;  1 2 , 3 4 , 5 6

b e z i e h u n g s w e i s e  m i t

a, b, ab] c, d, cd] e, / ' ,  ef] ab,  cd, ef, 

s o  e n t s t e h e n  d i e  G e r a d e n

1  a, 2b, 1 2 ab] 3 c, 4cd, 3 4 cd] oe, 6 / ‘ 5 6ef] 1 2 ab, 3 4 cd, 5 6 c / ,
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a u s  d e n e n  h e r v o r g e h t ,  d a s s  d i e  P u n k t e  1  a, 2 6 ,  3c, 4 tl, be, 6 / '  e i n  
c o n i s c h e s  S e x t u p e l  b i l d e n .  B e a c h t e t  m a n ,  d a s s  j e d e  P e r r a u t a t i o n  
d e r  a, b, c, d, e, f  d i e  B e z e i c h n u n g  f ü r  e i n  n e u e s  S e x t u p e l  l i e f e r t ,  
s o  g i l t  d e r  S a t z :

6 . D a s  P r o d u c t  v o n  z w e i  c o n i s c h e n  S e x t u p e l n  d e r  C3 i s t  
e i n e  c o n i s c l i e  C o n f i g u r a t i o n  ( 3 6 1 2 0 , 7 2 0 6 ) .

B i l d e n  1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6 ,  7 ,  8 , 9  e i n e  a s s o c i i r t e  G r u p p e  ( B a s i s  
e i n e s  B ü s c h e l s  k u b i s c h e r  C u r v e n ) ,  s o  s c h n e i d e t  b e k a n n t l i c h  d e r  
d u r c h  1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  9  g e l e g t e  C2 d e n  G e g e n p u n k t  ( 5 6 7 8 )  d e s  Q u a 
d r u p e l s  5 ,  6 ,  7 ,  8 ,  u n d  d e r  Cz d e r  P u n k t e  5 ,  6 , 7 ,  8 ,  9  d e n  G e g e n 
p u n k t  ( 1 2 3 4 )  a u s ,  i n d e s s  d i e  P u n k t e  ( 1 2 3 4 ) ,  ( 5 6 7 8 )  u n d  9  a l l i n e i r t  
s i n d .  D u r c h  M u l t i p l i c a t i o n  j e n e r  b e i d e n  c o n i s c h e n  S e x t u p e l  u n d  
d e s  l i n e a r e n  T r i p e l s  m i t  d e m  a l l i n e i r t e n  T r i p e l  a, b, c e n t s t e h e n  
d i e  c o n i s c h e n  G r u p p e n

al, a2, 6  3 ,  c4, c 9 ,  6 ( 5 6 7 8 ) ;

ab, 6  6 ,  bl, c 8 ,  c  9 ,  « ( 1 2 3 4 ) ;

u n d  d i e  l i n e a r e  G r u p p e

c 9 ,  « ( 1 2 3 4 ) ,  6 ( 5 6 7 8 ) .

A u s  d i e s e r  L a g e n b e z i e h u n g  e r h e l l t ,  d a s s  d i e  P u n k t e  al, a2 
ab, 6  3 ,  6 6 ,  6 7 ,  c4 ,  cS, c 9  e i n e  k u b i s c h e  G r u p p e  b i l d e n .  D i e  
G e s a m m t z a h l  d e r  n e u e n  a s s o c i i r t e n  G r u p p e n  b e s t i m m t  m a n  l e i c h t  
d u r c h  d i e  B e m e r k u n g ,  d a s s  v o n  d e n  9  Z a h l e n  i n  j e d e r  G r u p p e
3  m i t  a, 3  m i t  6 ,  3  m i t  c v e r b u n d e n  s i n d .  D e m n a c h :

7 .  D u r c h  l i n e a r e  M u l t i p l i c a t i o n  e n t s t e h e n  a u s  j e d e r  k u b i s c h e n  
G r u p p e  9 !  : ( 3 ! ) 3 =  1 6 8 0  n e u e  k u b i s c h e  G r u p p e n .

Ä h n l i c h  w i e  o b e n  f ü r  z w e i  c o n i s c h e  S e x t u p e l  e r h ä l t  m a n  f ü r  
z w e i  a s s o c i i r t e  G r u p p e n  d e n  S a t z :

8 . P r o j i c i r t  m a n  e i n e  k u b i s c h e  G r u p p e  d e r  C3 a u s  e i n e r  
z w e i t e n  k u b i s c h e n  G r u p p e  a u f  d i e  C u r v e ,  s o  b i l d e n  d i e  8 1  P r o -  
j e c t i o n e n  9 !  n e u e  k u b i s c h e  G r u p p e n .

D i e  T a n g e n t i a l p u n k t e  e i n e r  a s s o c i i r t e n  G r u p p e  s t e l l e n  d a h e r  
w i e d e r u m  e i n e  s o l c h e  G r u p p e  d a r .

N a c h d e m  m a n  d i e  l i n e a r e  M u l t i p l i c a t i o n  e i n e s  c o n i s c h e n  
S e x t u p e l s  a l s  e i n e  c o n i s c h e  M u l t i p l i c a t i o n  d e r  l i n e a r e n  G r u p p e  
a u f f a s s e n  k a n n ,  f o l g t  a u s  S a t z  5 :
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9 .  D a s  c o n i s c h e  P r o d u c t  d e r  l i n e a r e n  C o n f i g u r a t i o n  (3px, pcv3) 
i s t  e i n e  c o n i s c h e  C o n f i g u r a t i o n  ( 1 8 p , 90px6).

F e r n e r  m i t  B e n u t z u n g  d e r  S ä t z e  5  u n d  6 :
1 0 .  D u r c h  l i n e a r e  o d e r  c o n i s c h e  M u l t i p l i c a t i o n  e r h ä l t  m a n  

a u s  j e d e r  c o n i s c h e n  C o n f i g u r a t i o n  d e r  C3 z w e i  n e u e  c o n i s c h e  
C o n f i g u r a t i o n e n .

1 1 .  D a s  P r o d u c t  v o n  z w e i  c o n i s c h e n  C o n f i g u r a t i o n e n ,  w o b e i  
j e d e s  c o n i s c h e  S e x t u p e l  d e r  e i n e n  C o n f i g u r a t i o n  m i t  j e d e m  S e x 
t u p e l  d e r  a n d e r e n  m u l t i p l i c i r t  w i r d ,  i s t  w i e d e r u m  e i n e  c o n i s c h e  
C o n f i g u r a t i o n .

E i n e  w e i t e r e  Q u e l l e  f ü r  d i e  C o n s t r u c t i o n  n e u e r  c o n i s c h e r  
C o n f i g u r a t i o n e n  b i l d e t  d e r  S a t z :

1 2 .  D i e  2 4  A n t i t a n g e n t i a l p u n k t e  e i n e s  c o n i s c h e n  S e x t u p e l s  
d e r  S e r p e n t i n e  e i n e r  z w e i t h e i l i g e n  C3 e r z e u g e n  e i n e  r e e l l e  c o n i s c h e  
( 2 4 2 5 6 ,  1 0 2 4 , ) .

F ü r  d i e  e i n t h e i l i g e  C3 e r h ä l t  m a n  e n t s p r e c h e n d  e i n e  r e e l l e

( 1 2 , 6 .  3 2 „ ) .
D i e s  e r h e l l t  a u s  d e m  b e k a n n t e n  C r e m o n a ’s c h e n  S a t z e ,  

w o n a c h  d i e  T a n g e n t i a l p u n k t e  e i n e s  c o n i s c h e n  S e x t u p e l s  e i n  n e u e s  
c o n i s c h e s  S e x t u p e l  b i l d e n .

1 3 .  D u r c h  E r g ä n z u n g  d e r  P u n k t e  e i n e r  c o n i s c h e n  (ßpx, pn'6) 
d e r  S e r p e n t i n e  d e r  z w e i t h e i l i g e n ,  b e z i e h u n g s w e i s e  e i n t h e i l i g e n  
C3 z u  c o t a n g e n t i a l e n  Q u a d r u p e l n ,  b e z i e h u n g s w e i s e  c o n j u g i r t e n  
P a a r e n ,  e n t s t e h t  e i n e  c o n i s c h e  ( 2 4 prc , \024px )̂, b e z i e h u n g s 
w e i s e  e i n e  ( 1 2 p1Gc, 32 p ,u6).

D i e  R e s t p u n k t e  w t e r  O r d n u n g  v o n  s e c h s  c o n c o n i s c h e n  P u n k t e n  
d e r  C3 l i e g e n  w i e d e r u m  i n  e i n e m  Cz. A u s  d e r  a l l i n e i r t e n  L a g e  
d e r  P u n k t e  1 , 2 , 1 2  e r g i b t  s i c h  n ä m l i c h  d i e  a l l i n e i r t e  L a g e  i h r e r  
R e s t p u n k t e 1 l n ,  2n, ( 1 2 ) „ ;  d a s s e l b e  g i l t  f ü r  3 , „  4 n ,  ( 3 4 ) „ ;  5 „ ,  6 „ ,  
( 5 6 ) , 8 u n d ,  w o f e r n  1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6  c o n c o n i s c h  s i n d ,  a u c h  f ü r  ( 1 2 ) w , 
( 3 4 ) „ ,  ( 5 6 ) , j*, d e m n a c h  b i l d e n  l n 2n 3n 4n 5n 6n e i n  c o n i s c h e s  S e x 
t u p e l .  J e d e r  Cz, w e l c h e r  v o n  f ü n f  d i e s e r  R e s t p u n k t e  j e  e i n e n  
A n t i r e s t p u n k t  ? * t e r  O r d n u n g  e n t h ä l t ,  t r i f f t  C3 d a h e r  i n  e i n e m  A n t i 
r e s t p u n k t e  d e s  s e c h s t e n .

1 4 .  B e s t i m m t  m a n  f ü r  s e c h s  c o n c o n i s c h e  P u n k t e  d i e  z u g e 
h ö r i g e n  O s c u l a t i o n s g r u p p e n  V e r o r d n u n g ,  s o  e n t s t e h t  e i n e  c o n i s c h e

Vergl. meine Arbeit: Diese Berichte, Bd. XCVIII, S. 460.
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E b e n s o :
1 5 .  D i e  d u r c h  e i n  c o n i s c h e s  S e x t u p e l  b e s t i m m t e n  C e n t r a l -  

g r u p p e n  w ? t e r  O r d n u n g  e r z e u g e n  e i n e  c o n i s c h e

1 6 .  E r g ä n z t  m a n  d i e  P u n k t e  d e r  c o n i s c h e n  ( 6pcy px6) z u  
O s c u l a t i o n s g r u p p e n  w t e r  O r d n u n g ,  s o  e n t s t e h t  e i n e  c o n i s c h e

Ä h n l i c h e s  g i l t  f ü r  d i e  E r g ä n z u n g  z u  C e n t r a l g r u p p e n .

B e z e i c h n e t  m a n  d i e  b e i d e n  S c h n i t t p u n k t e  e i n e r  C\ m i t  d e r  
V e r b i n d u n g s l i n i e  z w e i e r  a u f  d e r  C u r v e  b e l e g e n e n  P u n k t e  i, k 
d u r c h  (ik)x u n d  (ik)z, s o  e r g i b t  s i c h  a u s  d e m  c o n i s c h e n  O c t u p e l  
1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6 ; 7 ,  8 ,  d a s s  d i e  P u n k t e

a l l e m a l  i n  e i n e m  Cz l i e g e n .  D i e  2 8  G e r a d e n  ik l i e f e r n  d e m n a c h  
8 ! : ( 2 \ 4 ! )  v e r s c h i e d e n e  c o n i s c h e  O c t u p e l ,  w o n a c h  d i e  5 6  n e u e n  
P u n k t e  m i t  1 0 5 K e g e l s c h n i t t e n  e i n e  c o n i s c h e  ( 5 6 1 3 , 1 0 5 g )  e r z e u g e n .

B i l d e t  m a n  a u s  d e m  u r s p r ü n g l i c h e n  O c t u p e l  z w e i  Q u a d r u p e l
1 ,  2, 3 ,  4  u n d  5 ,  6 ,  7 ,  8 ,  s o  e r h e l l t ,  d a s s  d i e  a u f  d e n  S e i t e n  d e s  
V i e r e c k e s  1 2 3 4  b e l e g e n e n  C u r v e n p u n k t e  m i t  d e n  d u r c h  d i e  
S e i t e n  d e s  V i e r e c k e s  5 6 7 8  h e r a u s g e s c h n i t t e n e n  C u r v e n p u n k t e n  
d u r c h  9  K e g e l s c h n i t t e  v e r b u n d e n  w e r d e n  u n d  m i t  i h n e n  e i n e  
c o n i s c h e  ( 2 4 3 ,  9 8 )  d a r s t e l l e n .

1 7 .  D i e  5 6  S c h n i t t p u n k t e  e i n e r  C 4 m i t  d e n  S e i t e n  e i n e s  i h r  
e i n g e s c h r i e b e n e n  c o n i s c h e n  A c h t e c k e s  b i l d e n  m i t  1 0 5  Cz e i n e  
( 5 6 1 5 , 1 0 5 8 ) ,  i n  w e l c h e r  3 5  c o n i s c h e  C o n f i g u r a t i o n e n  ( 2 4 3 , 9 S)  
e n t h a l t e n  s i n d .

W i r d  d a s  c o n i s c h e  O c t u p e l  d u r c h  z w e i  l i n e a r e  Q u a d r u p e l  
e r s e t z t ,  s o  g i l t  d e r  S a t z :

1 8 .  D a s  P r o d u c t  v o n  z w e i  a l l i n e i r t e n  P u n k t q u a d r u p e l n  d e r  
i s t  e i n e  c o n i s c h e  ( 3 2 6 , 2 4 g ) .

( 6 ( 3 m - 2 ) (3wj_ 2)4 , ( 3 m — 2 @ .

( 6 p (3n—  1  ) (SJft_ 1 ) 4 px (3/i l ) ; i ) .

(ik), (Im) t  (np\ (qr\ )
(ik\ (lm)2 (np\ ( qr\  j
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M i t  H i l f e  d i e s e s  S a t z e s  k a n n  m a n ,  ä h n l i c h  w i e  f ü r  d i e  k u b i 
s c h e n  C u r v e n  g e z e i g t  w u r d e ,  a u s  e i n e r  l i n e a r e n  C o n f i g u r a t i o n  d e r  
Cu c o n i s c h e  C o n f i g u r a t i o n e n  h e r l e i t e n ,  i n d e m  m a n  a l l e  G e r a d e n  
m i t  e i n e r  l i n e a r e n  G r u p p e  m u l t i p l i c i r t  o d e r  d a s  P r o d u c t  v o n  z w e i  
l i n e a r e n  C o n f i g u r a t i o n e n  d e r  C u r v e  b e s t i m m t .

I n d e m  j e d e  G r u p p e  e i n e r  c o n i s c h e n  Q u a d r u p e l i n v o l u t i o n  d e r  
m i t  j e d e r  G r u p p e  d e r  c o r r e s i d u a l e n  I n v o l u t i o n  c o n c o n i s c h  i s t , 1 

e r z e u g e n  n b e l i e b i g e  Q u a d r u p e l  d e r  e i n e n  m i t  n b e l i e b i g e n  Q u a 
d r u p e l n  d e r  c o r r e s i d u a l e n  I n v o l u t i o n  e i n e  c o n i s c h e  C o n f i g u r a t i o n  
( 8 nn, W g ) .  C o n s t r u i r t  m a n  f ü r  j e d e n  C% d i e s e r  C o n f i g u r a t i o n  d i e  
i n  S a t z  1 7  a n g e d e u t e t e  ( 2 4 3, 9 g ) ,  s o  g i l t :

1 9 .  D i e  S e i t e n  v o n  n a u s  Q u a d r u p e l n  e i n e r  c o n i s c h e n  I n 
v o l u t i o n  u n d  n a u s  Q u a d r u p e l n  d e r  r e s i d u a l e n  I n v o l u t i o n  g e b i l 
d e t e n  V i e r e c k e n  t r e f f e n  d i e  i n  d e n  P u n k t e n  e i n e r  c o n i s c h e n  
C o n f i g u r a t i o n  (24m 3,„ 9« * ).

G e h ö r e n  u Q u a d r u p e l  e i n e r  d e r  6 3  a u t o r e s i d u a l e n  I n 
v o l u t i o n e n  a n ,  s o  l i e f e r t  d i e  e n t s p r e c h e n d e  C o n s t r u c t i o n  e i n e

D i e  S ä t z e  1 7  u n d  1 8  l a s s e n  s i c h  a u f  C u r v e n  w t e r  O r d n u n g  
a u s d e h n e n :

2 0 .  I s t  e i n  2 w - E c k  e i n e r  C u r v e  n t e r  O r d n u n g  u n d  z u g l e i c h  
e i n e m  K e g e l s c h n i t t e  e i n g e s c h r i e b e n ,  s o  t r e f f e n  s e i n e  S e i t e n  d i e

C u r v e  i n  (n— 2 )  P u n k t e n ,  w e l c h e  m i t  ( 2 n ) ! : ( 2 ” . n ! )  C u r v e n

(n— 2 ) t e *’ O r d n u n g  e i n e  C o n f i g u r a t i o n  d a r s t e l l e n ,  d e r e n  P u n k t 
i n d e x  ( 2 w  — 2 ) !  : ( 2 , t - 1 ( r c — 1 ) ! ) ,  d e r e n  C u r v e n i n d e x  n(ii— 2 )  i s t .

2 1 .  D a s  P r o d u c t  v o n  z w e i  l i n e a r e n  w - p u n k t i g e n  G r u p p e n  
d e r  Cn i s t  e i n e  a u s  P u n k t e n  u n d  C u r v e n  (n — 2 )ter  O r d n u n g  
g e b i l d e t e  (n (n )̂{n— — 2))*

c o n i s c h e

1 Vergl. m eine A rbeit: „Involutions quadruples sur courbes biqua- 
dratiques“ (A rchives Neerlandaises, tome XX III, § I, 1; § III, 12).
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