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Zur Theorie der zweiten Variation.
(Fortsetzung)

vou

Dr. G. v. Escherieh, 
c. M. 1c. Akad.

In einer früheren Abhandlung1 habe ich die Bedingungen 
für die Transformation der zweiten Variation eines bestimmten 
Integrals

in dem y,y' ...y(n~^  an den Grenzen a und b gegebene Werthe 
besitzen, in die J a co b i’sche Form erörtert. Die am Schlüsse 
derselben aufgestellte Behauptung, dass die gefundenen Bedin
gungen auch für das Vorzeichen der zweiten Variation massge
bend seien, bilden den Gegenstand der vorliegenden Arbeit. Hie
bei ergab sich die Notwendigkeit, den Begriff der Variation einer 
Function, wenn auch nicht so weit wie Weierstrass ,  so doch 
etwas weiter als gewöhnlich zu fassen und mit S c h e e f e r 2 auch 
Veränderungen einer Curve in den Bereich cler Betrachtung zu 
ziehen, die nicht mehr ein einziges reguläres Curvenstück bilden.

Die folgenden Untersuchungen sind vollkommen unabhängig 
von den auf die Transformation der zweiten Variation sich be
ziehenden Entwicklungen gehalten und nur einige, unter I zu- 
sammengestellte Sätze der früheren Abhandlung, welche über

1 D iese  Berichte, Bd. XCV1I, A bth. II. a. D ie A bhandlung wird mit A 
bezeichnet.

2 M athematische Annalen, Bd. 25 und 26.
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1 4 6 4 G. v. E s c h e r ic h ,

die sich selbt adjungirte lineare Differentialgleichung der zweiten 
Variation handeln, fanden Verwendung.

Für den Hauptsatz, auf dem die ganzen Entwicklungen 
beruhen und der in der vorerwähnten Abhandlung1 nur für den 
allgemeinen Fall bewiesen wurde, ist ein alle Fälle umfassender 
Beweis in N  erbracht.

I.

Zunächst mögen einige Bezeichungen und Sätze der früheren 
Abhandlung, die hier wiederholt benützt werden, im Zusammen
hänge vorgeführt werden.

Die zweite Variation des Integrals

in dem y, y ' ... f/O-1) an den Grenzen a und b feste Werthe 
annehmen sollen, wird, wenn man y, y’... y^—1) bezüglich die 
Änderungen 7 7 , v / . . . 7 7 O -1) ertheilt und

ausgedrückt. Dieses Integral lässt sich reduciren, so dass man

n

h =  0

gesetzt wird, durch

k =  0
erhält.

1 S. 1438—1440.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Theorie der zweiten Variation. 1 4 6 5

Aus dieser Form der zweiten Variation ersieht man, dass 
sie enge mit der homogenen linearen Differentialgleichung der 
2 nten Ordnung

t ( z ) =  2 ^
7c =  0

=  a0z(p)-\-aiz(p—1')+ . . . c tp Z j

wo p — 2n  gesetzt wurde, zusammenhängt, welche die Eigen
tüm lichkeit besitzt, dass <p(z) ein sich selbst adjungirter linearer 
homogener Differentialausdruck1 ist.

Die Differenz

*? (y)—y?(z)

ist der Differentialquotient eines homogenen linearen Ausdruckes 
der (2 n— l)ten Ordnung, und zwar ist, wenn man

setzt:

<p(y,z) — aQz y ( ^  + a,z— d(aaz)
dx

+

-H

H-

d d k

Es gibt unendlich viele Systeme von n l inear unabhän
g i g e n  particulären Integralen der Differentialgleichung f  (z) =  0, 
in denen jedes Paar von Integralen für y und z in f (y ,z )  gesetzt 
diesen Ausdruck zu Null machen.2 Solche n Integrale bilden 
dann, wie ich mich der Kürze halber ausdrücken will, ein System 
von n conjugirten Integralen oder sind n conjugirte Integrale.

1 F r o b e n iu s ,  Journal für Mathematik, Bd. 85.
2 A. S. 1436.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



1 4 6 6 Gr. v. E s c h e r ic h ,

Jedem Punkte x  der Strecke ab sind n conjugirte Integraler 
zugeordnet, welche die dem Punkte conjugirien Integrale oder 
das dem Punkte conjugirte System von Integralen genannt 
werden mögen.

Zu jedem Punkte x  lassen sich nämlich 2 n linear unab
hängige particuläre Integrale u0,ux.. .u2n_ t und f(z)  =  0 con- 
struiren, von der Eigenschaft, dass ui}v [ . . . v ^ n~2- ^  in x  ver
schwinden. Daher verschwindet <p(y,z), wie der Anblick lehrt, 
für y — U\ und 2  r= n v.} sobald A und p, kleiner als n sind, und 
u0)ui . . .u n_ 1 bilden also ein System conjugirter Integrale.

Werden für x  — x 0 diese 2 n Integrale mit U0, Ut ... f72«-i 
und für x  — x x mit VQ,VX V2n- i  bezeichnet, so sind dann 
Uw Ui . . . U n- i  die dem Punkte x Q und V0,V1 . . . V n_ 1 die x x con- 
jugirten Integrale oder das dem betreffenden Punkte conjugirte 
Integralsystem. Sind yQ)yv. . .y <ln_ 1 die 2 n Integrale eines Fun
damentalsystems von <p(x) =  0, so werden diese durch eine 
lineare Substitution, deren Determinante A sei, in die Integrale 
U0, Ux. . .  U2n- i  des dem Punkte x 0 angehörigen Fundamental
systems übergeführt. Bezeichnet (y^ ) 0 den Werth von 7/W in x Q7 
so geht die Determinante

durch Multiplication mit A in die auf dieselbeWeise aus den Inte
gralen UQ) Ux ... Ü2n—i gebildete über. In dieser verschwinden aber 
sämmtliche Elemente derDeterminante 2 ±  ( ^ 0)o>(^o)o* • - i X))o r

C1/0)0 ( 2/ 1 ) 0  •••( 2 / 2  n)o

Vo Vl 2/2 n

so dass sie in das Product
'o

zerfällt. Man ersieht hieraus:
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Theorie der zweiten Variation. 14 6 7

In jedem nicht singulären Punkte der Differentialgleichung 
<p(z) =  0 sind A(a?,a?0) und 'L ± U Q,U [.. .U (£~V zugleich Null 
oder von Null verschieden.

Die Determinante der Functionen z0, z1 . . . z m:

Bildet man aus den n linear unabhängigen Integralen 
tiv az . . .n n der Gleichung ©(«) =  0 den Ausdruck

‘K*) =  *»1 ?(*> Ml)+  ( * ; % ) +  . . .  +W„Cp(«,M»)

und bestimmt die Grössen wl,wz . . .wn gemäss den Gleichungen

was immer möglich ist, da die Determinante dieses Gleichungs
systems nicht identisch verschwinden kann — so schrumpft ip(z) 
zu einem nach z homogenen linearen Differentialausdruck der 
n ten Ordnung zusammen, in dem a0 der Coefficient von z ^  ist.

Bilden nun die Integrale uv uz . . .nn- i  ein conjugirtes System, 
so verschwindet <p(z,ux), <p (z,uz) . . . f  (z}un), sobald man für z eines 
dieser Integrale setzt, und es bilden dann z — uv iiz .. . i in ein 
Fundamentalsystem particulärer Integrale der Gleichung \p(z) =  0. 
Mittelst der früher angegebenen Bezeichnungen erhält man:

2 H- z0, z ! ..--  v; x m

UylVy +  vzivz +  ... + u n ton — 0 

u[iol + llzWz + u ’n ivn ■= 0

ti(f —2hol + u (£—̂ hvz-t- ... + tt^~ 2hvn — 0 
n (f l ~ 1 h o l - \ - n ^ ~ 1 h v z - T - . . .  + u (£ ~ 1^ w n  —  ( — l ) ?l — 1

=  wx f  (z, ux) +  wt (p (*, nz) +  . . . +  ivn f  (z, Un) .

1 Journal für Mathematik, Bd. 77.
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Ans dieser Gleichung folgt:
Sind uv uz . . .u n die n Gl ieder e ines  Sys t ems  con-  

jugir ter  Integrale  von <p (z) — 0 und verschwi nden die  
Ausdrücke

so ist v eine l ineare Verbindung der uv vz . . .u n.
Ist zwar für v :

y(v,ux) — • • • — — f(y ,uk+1) =  . . . =  f (v ,u n) =  07

aber nicht <f(v,uh.), so folgt aus der vorhergehenden Formel

. , A ( v , l L . . . U n)  ,  .

( - 1)'’ g » Ä ( « „ « ; •  w "! p ( v 'i)

und hieraus, da aus dem Gleichungssysteme a)

W k  _  / ____i y t + A  ^  ( M 1 • • • u / c - l ,  U /c + l  • • • U n )

A (Mj, 2/g . . . Un)

t 1V- 1 A (V>W1 ‘"Un) , x
! )  "o A ( t e „ ? * ! ; =  ? (* ’>“ *)•

sich ergibt,

Wendet man hierauf die bekannte Relation

A (V, tlx . . . U n)  A (l/1 . . ■ ,Uk+1 . . . U n) _
A («pM,...«,)

_  d A(v,ui ...u,c_ 1,uk+1 . . .un) 
dx  A (til)ui ...a„)

an, so erhält man:

d A (v, ux... uk_ j , ?//,+1... un) _
0 dx  A(i(v u2. . ,un) ~

=  ( - l y  r (,,«,.) v , a(M|)„; „ . Wii), • 1)

Ist speciell v ein von av uz . . .u n linear unabhängiges Integral 
der Gleichung y (z) =  0; so ist f (y ,uk) eine von Null verschiedene 
Constante.
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III.

Sind die Integrale iiv nz . . .u n des dem Punkte x 0 conjugirten 
Systems so beschaffen, dass ihre Determinante sowohl in x 0, als 
auch in x t verschwindet, so besteht auch eine lineare Function 
derselben z0, die sowohl in x Q als auch x v  sammt ihren (n—1 ) 
ersten Derivirten Null ist. Hängt zQ mit den Gliedern uifuz . . .u n 
des Systems conjugirter Integrale linear zusammen, so ver
schwindet auch deren Determinante A(uv itz .. .tin) sowohl in x 0 

als auch in x v  Ist aber dies nicht der Fall, so können (nach II) 
nicht sämmtliche Grössen y (z0, wj, (p (z0, uz) . . y(z0,w„) ver
schwinden, und es lassen sich daher lineare Verbindungen

— CClXWj+ « 2X̂ 2+  ••• + « wxM« 
lierstellen, deren Determinante nicht Null ist und von denen 
(n— 1) mit z0 ein conjugirtes System bilden. Sind zv z2. . .zn- i  
diese Integrale von <p(z)} so bilden dieselben sowohl mit z0, als 
auch mit zn ein conjugirtes System, für welche beiden Systeme 
die Relation (II, 1) besteht:

«»4- * $ ’ * ' " ' * ' - ? = ( - i  • 2)ü dx A(z0,zi . . .zn) rvü7 A(zv zz .. .zny

Hierin kann <p(z0,zn) nicht Null sein, da die Determinante 
des obigen Gleichungssystems 2 ± al v a22.. .ann eine von Null 
verschiedene Constante <p ist.

Ist daher A(zwzx . . . z n~ i) in x 0 und x t von niederer Ordnung 
Null als A{zv z%...z^), so folgt aus dieser Gleichung, dass der 
Quotient

^  i )
A (itj z2.. . Z7)

innerhalb x Qx t unendlich gross werden muss. Liegt nun auf der 
Strecke x 0x l kein singulärer Punkt der Differentialgleichung 
f  (z) — 0, so kann dies nur dadurch eintreten, dass der Nenner 
A (zlfz2... zn) =  CA(iiv  u2. . .un) und somit A (ut,uz ... vn) innerhalb 
x 0x\  verschwindet.

IV.
Einige einfache Erwägungen zeigen bald, dass diese Vor- 

nussetzungen hier eintreffen.
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Zunächst erkennt, man leicht:
„Werden die von einander linear unabhängigen Functionen 

U\j}U,,i ...U\ll in x  bezüglich von der Ordnung \ N u l l  
und sind alle diese Ordnungszahlen ungleich, so wird die Deter
minante dieser Functionen A(£/’xi, Ui, ... Uin) daselbst von der

n

Ordnung V l k--- \ -n (n —1) Null.“
I—i 2

k =  1
Für n — 2 ist die Behauptung richtig, und hieraus ergibt 

sich durch den Schluss von n auf (rc+1), dass sie für beliebiges n 
richtig ist. Ist nämlich ln die kleinste unter den Ordnungszahlen,, 
so zeigt die Gleichung

A{Uh,Uh ...U ln+J = U ^ A

dass die Angabe für (w+1) gilt, sobald sie für n als richtig 
angenommen wird.

Sind die Functionen zwar linear unabhängig,,
werden aber in x  zwei von gleicher Ordnung Null, so kann man 
die Determinante dieser Functionen A (f7Xj, U\a. . . U-L))  durch lineare 
Verbindung dieser beiden Elemente, also Multiplication mit einem 
constanten, von Null verschiedenen Factor in eine andere 
verwandeln, in der an Stelle eines dieser beiden Elemente 
ein Element mit höherer Ordnungszahl in x  getreten ist, das aber 
nicht identisch verschwinden kann.

Hieraus erhellt, dass man die Determinante, wenn nur ihre 
Functionen linear unabhängig sind, durch Multiplication mit einem 
constanten, von Null verschiedenen Factor stets in eine andere 
verwandeln kann, in der sämmtliche Elemente wieder linear 
unabhängig und in x  von verschiedener Ordnung Null sind.

Zu diesem Behufe ordne man die Elemente der Determinante 
so, dass jedes nachfolgende in x  nicht von höherer Ordnung Null 
als das vorangehende ist. Das Element höchster Ordnung, dem 
keines gleicher Ordnung mehr folgt, dem aber solche vorangehen, 
verwende man nun, um diese vorangehenden in Elemente mit 
höheren Ordnungszahlen zu verwandeln. Ordnet man die Elemente 
der so gewonnenen Determinante wieder in der angegebenen 
Weise, so behalten das zur Transformation benützte Element und
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die auf dasselbe folgenden ihre Stelle bei, und jedem dieser Ele
mente gehen nunmehr lauter Elemente höherer Ordnung voran. 
Diese Determinante behandle man ebenso wie die frühere und 
setze das Verfahren so lange fort, als nach der Umwandlung 
einem Elemente eines gleicher Ordnung vorangeht.

In Anwendung dieser Betrachtungen auf III, 2) denke man 
sich die Determinante A(«1;*Ä...»w_i) durch das besprochene 
Verfahren in eine andere verwandelt, deren sämmtliche Elemente 
zXizz ... i in x, wo x  entweder x Q oder x x bezeichnet, von ver
schiedener Ordnung Null werden. Sind hiebei \ ... An_! die 
Ordnungszahlen bezüglich von zv zz .. .*w_i, so wird die Ordnung 
des Nullwerdens der Determinante selbst in x  ausgedriickt durch

Durch dieselbe Verbindungsweise ihrer Elemente, durch 
welche A(zv zz .. .zn- i)  in A(zx,z z . übergeführt wurde,
geht A (zQ}zt ... *n_i) in A (zQf zx... zw_i) über. Da z0 in x  min
destens von der Ordnung n Null wird, so ist die Ordnungszahl 
des Nullwerdens von A(z0, jedenfalls nicht kleiner als
jjl+ 1. Schreibt man nun die Gleichung III, 2) in der Form

a0 [A (zQ, zx ...  *„_i) A' (zv zt .. .  zn) — A' (~0, zt . . .  z„_i) A (zv zt ... zn) |

so ersieht man sofort, dass, da <p(zof zn) nicht Null ist, die Ord
nungszahl der A(*j, zz zn) in x  kleiner als jut.+ l  sein muss.

Es verschwindet also der Quotient

sowohl in x Q, als auch in x v  und man erhält somit den für die 
weiteren Untersuchungen grundlegenden Satz:

Ve r s c hwi nde t  die Determi nante  des dem Punkte  x 0 

c onj ung i r t e n  I n t eg r a l s y s t e m s  aus s e r  in x 0 auch in x iy 
so bes i t z t  die Determinante  j e d e s  ande r e n  Sys tems ,  
conjungirter  I ntegral e ,  wenn s i e  nicht  sowohl  in x Q

71— 1

— (— 1)»-1? (*0, zn)A(zv  zz zn̂ )

A(z0, z i 
A 2̂
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als auch in x t verschwi ndet ,  innerhalb x 0 x x w e n i g 
stens e inen Nul lpunkt .

Anmerkung.  Man erkennt auch sofort, dass zwischen je 
zwei Nullpunkten des Quotienten

A  , 2<j

ein, aber auch nur ein,  Unendlichkeitspunkt desselben liegt. 
Ferner folgt aus dem Vorhergehenden dass der Quotient

in x 0, wenn daselbst vj, 7/  verschwinden und vfr) besteht
und endlich ist, nicht unendlich sein kann.

Es sollen nun zunächst gewisse specielle Variationen der 
durch die Differentialgleichung der ersten Variation des Integrals 
festgelegten Curve betrachtet werden. Diese Variationen, die wohl 
zuerst Herr W e i e r s t r a s s 1 in seinen Vorlesungen bei dem Pro
bleme der Variationsrechnung benützte, bilden nicht ein einziges 
reguläres Curvenstück, sondern bestehen aus zwei derartigen 
Stücken, deren jedes der Differentialgleichung y(«) 0 genügt.
Dem allgemeinen Falle sollen vorbereitend die Fälle n — 1 und 2 
vorangeschickt werden.

das vorgelegte Integral und sind x 0 und x x zwei Werthe des x, 
welche der Bedingung a ^ x 0< x i <:b genügen, so besteht, wenn 
weder das in x 0, noch das in x x verschwindende Integral von 
<p («) r= 0 für den Zwischenwerth x  =  £(x0 <  £ <  x x) Null wird, 
ein particuläres Integral u von f (z )  = 0 ,  das in £x0 verschwindet 
und in £ einen differentialen Werth X annimmt, und ein zweites v, 
das hier denselben Werth besitzt und in x x verschwindet. Liegt 
nun auf der Strecke x Qx x kein singulärer Punkt von <p(z) — 0,

A(zQ,z x ... sM_ 1)

A (7 7, U0 ... U»-,) 
H ü „ ü x Un_ , )

V.

1. Ist

1 S. auch S eh e  e f f  er , Mathem. Annalen, Bd. 25 und 26.
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so kann man den Ordinaten der Curve zwischen #0£ die Varia
tion u und denen zwischen £xt die Variation v ertheilen. Die so 
erhaltene, aus zwei regulären Stücken bestehende Curve darf 
man als eine Variation der zwischen x 0x i gelegenen Ordinaten 
betrachten, für deren zugehörige zweite Variation des Integrals sich

« = T  

ergibt. Nun ist

2 ß  (vj) r,

ß (11) dx - j  Q(t>) dx

0ß _ _ ^ _ / 8ß\ l  d t  8ß 
. r&n dx \ SvjvJ dx  \ Svj/

daher

und

d / 8ß 
=  r‘ ^  +  d i [ v W

0 0 /  N d  I  8 0

Somit
dx

1 /  3 ö  
w = T “ w

0 Q\

Nun ist aber

= t

1 8 V /  , , N

(W — tt'v) =  4C,

1 )

wo C eine Constante bedeutet und daher
dzJ =  C

Um dies C zu bestimmen, zieht man aus der obigen Glei- 
S2/*

chung 1 ), wenn man — a0 setzt:

d u 
dx v

4C
a nv f 2 )
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und
d v 4C

2')dx u aQu%

2. Sind u und v linear unabhängig, so muss C von Null ver
schieden sein, und sie können daher nicht in ein und demselben 
Punkte verschwinden; umgekehrt: sind sie nicht linear unabhängig, 
so haben sie lauter gemeinsame Nullpunkte und auch C ist Null.

Ist daher C nicht Null und der dem £ zunächst gelegene Null
punkt x  von u oder v ein Nullpunkt von u, so kann v in x  nicht 
verschwinden, und da es auch nicht innerhalb #£ Null wird, so 
ergibt die Gleichung 2)

Diese Formeln lehren, dass
1. a0 nirgends innerhalb x 0 x t sein Zeichen ändern darf und
2. wenn die Integrale u und v, von denen das erstere in x Q, 

das letztere in x x Null ist, linear unabhängig sind, auch die hier 
betrachteten zweiten Variationen des Integrals nicht verschwinden 
können.

Eine notwendige Bedingung, damit eine dieser Variationen 
verschwinde, ist daher, dass u und v linear von einander abhängig 
sind, dass also u auch in x { verschwinde. Ist diese Bedingung 
erfüllt, so ergeben die beiden aus u und v gebildeten regulären 
Curvenstücke ein einziges derartiges Curvenstück, und die zuge
hörige zweite Variation des Integrals:

wo k eine Constante bedeutet, ist Null.
3. Wenn u weder in x v  noch innerhalb x 0x x verschwindet, 

so kann auch v weder in x 0, noch in der Strecke x 0x x ver
schwinden, und in diesem Falle wird C aus der Gleichung

ist hingegen x  ein Nullpunkt des v, so folgt aus 2'):
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gewonnen. Es ergeben also in diesem Falle alle für das Punkte
paar x 0x x liier gebildeten Variationen der Curve nicht verschwin
dende und gleiclibezeichnete zweite Variationen des Integrals. 
Dasselbe gilt aber für jedes Punktepaar der Strecke x 0x x, da 
unter der gemachten Voraussetzung nach (N) kein Integral von 
(p(z) zrO zwei Nullpunkte in der Strecke x 0x x besitzen kann. 
Man gelangt somit zur Einsicht:

„Hat das in x 0 verschwindende Integral von y (z) =  0 weder 
in x x, noch innerhalb x 0x x einen Nullpunkt, so sind sämmtlicke 
zweite Variationen des Integrals von der hier betrachteten Art 
gleichbezeichnet und von Null verschieden; verschwindet es in x x, 
so haben zwar alle einerlei Vorzeichen, aber es bestehen dann 
auch verschwindende zweite Variationen des Integrals.“

Es bleibt nun noch der Fall zu untersuchen, dass u inner
halb X q x x etwa in x ' {) verschwindet. Unbeschadet der Allgemein
heit der Untersuchung darf dann x t immer so nahe an x ' 0 ange
nommen werden, dass v nicht  in x x verschwindet .  Das 
Integral v von f (z)  r= 0, das in x t Null ist und weder in x 0 noch 
x ' (l verschwindet, muss dann nach IV innerhalb x 0 x t in x f ver
schwinden.

Liegt nun £ zwischen x Q und dem auf x 0 zunächst folgenden 
Nullpunkte von v, so ergibt sich die Constante C aus

Ist jedoch £ so gewählt, dass zwischen £ und x'Q> ^  kein 
Nullpunkt des v  liegt, so ist die Constante C aus

zu berechnen. Die beiden Variationen des Integrals, welche diesen 
Annahmen des £ entsprechen, sind daher von Null verschieden, 
da C wegen der über x x gemachten Voraussetzung nicht Null 
sein kann und haben verschiedenerlei Vorzeichen. Also:

Sitzb . d. m atlicm .'natunr. Cl. XCVIII. Bd. Abth. II . n. 95
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„Verschwindet das Integral von >̂(V) =  0, das in x 0 Null 
ist, innerhalb x Qx v  so gibt es unter den hier betrachteten zweiten 
Variationen des Integrals entgegengesetzt bezeichnete.“

das gegebene Integral, und wie im vorhergehenden Falle seien 
x 0 und x x zwei Stellen derart, dass a ^ x 0<zxt <^b ist. Nach I 
bestehen dann zwei linear unabhängige particuläre Integrale u 
und v der linearen Differentialgleichung der vierten Ordnung 
<p (z) ■= 0, welche sammt ihren ersten Derivirten in x Q verschwin
den. Die analogen Integrale für x\ werden mit u,t und vt 
bezeichnet. Ist dann £ eine Stelle zwischen x 0 und x v  an der 
weder (uvr— u'v) noch ( w ^ — u[vt) verschwindet, so kann man 
ein particuläres Integral y herstellen, das in # 0 sammt seiner 
ersten Derivirten verschwindet, in £ den gegebenen differentialen 
Werth X und dessen Derivirte daselbst den ebenfalls gegebenen 
differentialen x  Werth 1’ annimmt. Wird das analog für x x 
gebildete Integral mit r)i bezeichnet, so hat man

wo die Klammern anzeigen sollen, dass die Werthe an der Stelle 
£ zu nehmen sind. —

Liegt auf der Strecke ab kein singulärer Punkt der Differen
tialgleichung <p (z) =  0, so kann man den Ordinaten der aus der 
ersten Variation gefundenen Curve zwischen x 0£ die Variation -n 
und denen zwischen die Variation r,x ertheilen. Die beiden 
aus y} und y?t gebildeten regulären Curvenstücke können, weil an 
der Stelle x  \rt — ■nl und r/ — r/t ist, als eine Variation des zwischen 
x 0 und x t gelegenen Curvenstückes betrachtet werden. Die 
zugehörige zweite Variation des Integrals ist dann gegeben durch:

VI.
1. Es sei jetzt

_ ui(v[) —  yi(u[) »i(«i)— « , K ) V
1 ( u l v [ — u ' l v l )  ( u i v l —
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Nun ist aber

2 ß(yj) =  ■n Q l (:n )  + n , P J ( r l ' ) + n " Q ' ( r / > )

^fl'(V) +  Vö'(V0 — >? Ĉ p -

Theorie der zweiten Variation. 1477

d_
dx

ß ' W _ Ä )  +  " V ' )
dx

d

dx

d
dx

rj Q' (r/) +  Y)' £i' (rt") —  r, 

r] ß ' (V  ) -+- r/ Q' (v /') —  t)

d x %

d9J(;n")
dx  

d9J(r/ ')
dx

und analog

dx

Daber

—  ^ 1 ß / K )  +  ß /  « ) — r‘x dx ^

Setzt man nun

ß (v j) =  « 0v//24-2rt0lv / V + ^ 1v/2 +  2 «20 W /4 -2 a12v/rj +  a22V/2,

so erhält man, da in £: ‘o =  v?t =   ̂ und r! — yj' — X' ist:

2dz J  — — a0 (r/n— r, [") X + aQ (r/1— vj [') X'— a'Q (vj"— vj [') X
— | _  f(0(r//̂ 1— r//^) +  a^r/W —  ̂ r / )  —  a' (vj//v?1— vjfv?)} a=e •

Für die obige Form des 8 (7?) ist bekanntlich 1

, N . dA.z dzanz"? ( z ) ~ A z z ^ -  -  °--dx dx  7

wenn At und A% die Werthe

A{ — an — a'Qi— 2a 
Az — a22 a12 +  a10

10

S. H e s s e ,  Journal f. Mathematik, Bd. 54, S. 261.
95*
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bezeichnen. Für f (z ,u )  erhält man dann aus-

Uf (z) —  z ? ( u ) = ^ < p ( z , u )

den Ausdruck

—  y (z, u) — -----ci0 (uz"—  u"z) +  2 a0(u'z"—  u"z') +  Ay(uz'—  u'z) .

— —  ao (M z'"—  u'"%) +  (to (u'z"—  u"z')

—  a'{) (u z"— u"z) -h Ax (11 z'— u'z).

Setzt man hierin u — rti und z =  so wird — da vj 
und rti particuläre Integrale von y (z) — o sind; eine Constante: 2C, 
und man erhält als deren Werth, wenn man x  — £ nimmt, den 
oben für ft2 J  gefundenen Werth, so dass also

2 d * J = —  f (rh ri i ) =  2C
ist.

2. Um die Abhängigkeit des Zeichens dieser Constanten von 
dem des a0 ins rechte Licht zu setzen, soll dieselbe, wie es mit 
der analogen Grösse im Falle n — 1 geschah, durch ein Integral 
ausgedrückt werden. Zu diesem Behufe bestimme man die Con
stanten co und ß in

— aiiy +  ßv t
derart, dass

f ( r /} t {) z=z «y (yj, U±) +  ß <p(r„ =  0

wird, was immer möglich ist.
Ist nun <p(-rh nt) und, y(v?, vt) Null, so ist (nach II) r, eine 

homogene lineare Function von ux und vx und umgekehrt. Ver
schwinden aber nicht beide Ausdrücke zugleich und ist etwa 
©(•//, vt) nicht Null, so ist, wenn man mit A(yl f yz) die Deter
minante der beiden Functionen y v und y z : y xy'z— y'i y% bezeichnet, 
nach II, 1:

Ct)  _  , /  \ _________ C* « \
dx  A fo ,^ ) “  °l ) a0(vlC'l —  ̂ ? i ) 2’

woraus man durch Fiinsetzung des Werthes für
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d_
dx

A (rj, ttt) ß A(vj, » ( )

_ A «  A ( v u Mt) 

erhält. Da nun

Cz=  <p(r,,v i)

|3 _  y(v7,Mt)

ist, so ergibt sich hieraus

d_
dx

Aus der Gleichung 1) ersieht man, dass der Quotient h
A ( U1> - l)

zwischen zwei aufeinander folgenden Nullpunkten unendlich 
werden muss, und zwar, dass er, da aus der Gleichung für

-r~ ^ ^ folgt, dass zwischen zwei aufeinander folgenden 
dx A ^ Q  s ’ h

Unendlichkeitspunkten von immer ein Nullpunkt liegen

muss, nur einmal unendlich wird. Daher muss es einen Nullpunkte 
dieses Quotienten geben, zwischen dem und £ kein Unendlichkeits
punkt desselben liegt. Integrirt man die obige Gleichung zwischen 
x  und £ und beachtet, dass in £:rj =  1 und v/ =  1' ist, so findet man

A ( ^ i )  ( \  A (*>mi)  /  n f m  C *  £\ lloG■— — - y O w ) — „NyO^i )  =  ?(-o>vi) 1 —  ------A(mi,vi) ’ 1 A( V i )  Jx (h ( p A — v \ Q %
Der Ausdruck links vom Gleichheitszeichen ist aber y(v?,•/;,), 

und man hat daher:

r  ( , , )  =  r  ( , , , ,  y £  ;B o(„ iC, i ^ { | ) ;  d x .  2 )

3. Wenn also eine von den beiden Grössen <?(*), ux) und 
<p(-n,vj) nicht verschwindet, so ist f  (r?,vjt) nicht Null; verchwinden 
aber beide, so ist auch y(v?, vjt) Null. Man hat daher den Satz: 

V7t) ist dann und nur dann Null, wenn sowohl y(vj, ux) 
als auch <p(r/f vt) verschwindet.'

Da aber in diesem Falle r, eine homogene lineare Function 
von ux und ist, so verschwinden v? und r/ und somit auch 
uv'— u'v in x v  Daher:

„Verschwindet y(??, v?t), so muss uv’— u'v in ^  Null sein.“
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Verschwindet nun die Determinante der dem Punkte x 0 con
jugirten Integrale A(«, v) — uv'— u'v weder innerhalb x 0x t noch 
in x v  so besteht auf der Strecke x 0x t nach IV kein Punkt, für 
den die Determinante des ihm conjugirten Integralsystems inner
halb x Qx x oder in x x Null wird. Für jedes Punktepaar der Strecke 
wird das zugehörige ^(77, vjj) durch einen Ausdruck wie in 2) 
bestimmt und man erkennt somit:

„Wenn die Determinante der dem Punkte x 0 conjugirten 
Integrale weder innerhalb x 0x\ noch in x x verschwindet, so sind 
sämmtlich e für x 0x t oder ein beliebiges Punktepaar von x 0x\ 
gebildeten zweiten Variationen des Integrals von Null verschieden 
und gleichbezeichnet.“

Ist die Determinante A (u,v) in x { Null, so verschwindet, 
wenn mit (w)j und (•ü)1 die Werthe von u und v in x x bezeichnet 
werden, das Integral 7T— u iv ^  — v(ut) sammt r/ sowohl in x Q 
als auch in x r  Die zweite Variation des Integrals, welche der 
Variation ky, wo k eine von Null verschiedene Constante bedeutet, 
von y entspricht, ist dann Null. Also:

„Ist die Determinante der dem Punkte x 0 conjugirten Inte
grale in x t Null, so bestehen verschwindende zweite Variationen 
des Integrals, jedoch haben alle hier betrachteten dasselbe Vor
zeichen.“

Verschwindet A(«, v) innerhalb x 0x t und ist x'Q der nächste 
auf x 0 folgende Nullpunkt, so wähle man x x >  x '0 innerhalb der 
Integrationsgrenzen und so nahe an x'Q, dass weder A(ii, v) noch 
die Determinante der dem Punkte x '0 conjugirten Integrale in x. 
Null ist. In Folge dessen kann nach (IV) A ^ t, vt) weder in x Q 
noch x '0 verschwinden und wird nur einmal innerhalb x Q x '0 in 

Null.
Da A(u, v) in x 0 und x '0 verschwindet, so besteht ein par- 

ticuläres Integral r> von <p (z) =  0, das mit seiner ersten Ableitung 
sowohl in x 0 als auch in x '0 Null ist. Wählt man nun für X und )/ 
die Werthe, die bezüglich 75 und 7/  in £ annehmen, so wird, wenn 
£ zwischen x 0 und x '0 liegt, y (*/?,*?,) durch das Integral dargestellt:

hingegen, wenn £ zwischen x [ x '0 liegt, durch
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da . / - 11! in £ und innerhalb Ex' endlich und in x'  Null ist.
A O i> £ i)  ' ü

Hieraus ergibt sich:
„Verschwindet die Determinante der dem Punkte x Q con

jugirten Integrale innerhalb x 0 x v  so haben nicht alle zweiten 
Variationen des Integrals von der hier betrachteten Art einerlei 
Vorzeichen“.

VII.

Es hat nun keine Schwierigkeiten, den allgemeinen Fall, wo 
im vorgelegten Integrale

f fa y *  y ' " . y (n))dx
J  a

die Ableitungen der Function y bis zur raten Ordnung ansteigen, 
zu behandeln.

An jeder nicht singulären Stelle x  bestehen n particuläre 
Integrale der linearen homogenen Differentialgleichung der 
2wten Ordnung (z) =  0, welche sammt ihren (11—1) ersten 
Derivirten daselbst verschwinden. Für die beiden Stellen x Q und 
x v  welche nur den Bedingungen a ^ x 0 < x t <j b zu genügen 
haben, seien bezüglich UQU{ . . Un—i und VQVl . . Vn- \  die zuge
hörigen Systeme conjugirter Integrale* deren Determinanten 
bezüglich mit A(£/0?71. . . £4_i) und A(F0F1. F?l_i) bezeichnet
werden mögen.

Ist nun £ eine Stelle zwischen x 0 und x u an der weder

A(U0, Ux. . Un̂ )  noch A(F0, Vx . . Vn-i)

verschwindet, so kann man zwei particuläre Integrale r, und r,x 
von f ( z ) ~  0 hersteilen, von denen das erstere in x 0, das letztere 
in x x sammt seinen (ii—1) ersten Derivirten verschwindet, und für 
die in £:

VJ =  yjj =  X ;  r /  =  r /y =  X7 r ^ )  —  „ / " - D  =  X ^ " 1)

wird, wo X, V . X(n _ 1 ) vorgegebene differentiale Werthe sind, 
die nicht alle Null sein dürfen. Diese beiden Integrale sind durch 
die Gleichungen

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



1 4 8 2 G. v. E s c h e r ic h ,

UQ u n._ !

X, (U0) («/»_!)
?/, (17') (C/'_0

=  0

und
'̂ 17 "̂o 1

T O  (F n -O

X', (FJ) (K'_ 0

=  0

bestimmt, wo die Klammern den Werth der betreffenden Grössen 
an der angenommenen Stelle £ bezeichnet. Liegt auf der Strecke 
ab, wie vorausgesetzt wird, kein singulärer Punkt der Differen
tialgleichung <p(z) ■= 0, so sind r, und v?t überall zwischen a und b 
differentiale Grössen, und man kann daher den Ordinaten der 
aus der ersten Variation des Integrals gefundenen Curve zwischen 
x 0 und £ die Variation vj und denen zwischen £ und x t die Varia
tion v?1 ertheilen. Die beiden so erhaltenen regulären Curven- 
stlicke können wegen des Verhaltens von vj und V3t an der Stelle £ 
als eine Variation des zwischen x Q und enthaltenen Abschnittes 
der Curven betrachtet werden.

Die zugehörige zweite Variation des Integrales wird dann 
ausgedrlickt durch:

Dieselntegrale lassen sich aber leicht auswerthen, denn es ist
n
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r; Wß' (V/*1) — 

daher

und

d
dx

>=o

d
dx

. n n—i

2  2
0 (jl=0

2  " f

+  ‘/?y (■/•/)

/c=0 [J.=0

Ebenso findet man
n n—1

2Sä«  =  Ä  

Folglich ist
n  ?i — l

4 W = 2 Z < - ) '

|j.=0 (j.=0

Dieser Ausdruck steht aber in engem Zusammenhänge mit 
der Formel

* i ?  ( * ) — * ?  M  =  v i)>

Denn es ist
n

rl l ? (-n) — r/ ? (rt l ) =  ^  (—  1)*

k =  0

und

d % ( r ^ ) )  _

d,cQ'(;n^) _ rW frf))
/?1 dxk n dxk

rL

d_
dx

dxk

dk- l9J(rf) , dk~ 2Q'(r^)
d x 1̂ 1 dxk~%

Je—1

+

dx''-
H -= 0

“f“

+  (— l)*Yji*)ß'(>j(*)).

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



1 4 8 4 G. v. E s c h e r ic h ,

Somit

& = 0  |a = 0
dxv-

dx"-

n  h —1

+

7c=0 pl= 0

und man erhält daher

__
dx'1- dx?-

= — y , i ) (j'
.^ (i-ix -i) ^ (k)) ___ d^Q'(r^k))

dx?- dx'*-7v=0 [j.=0

Berücksichtigt man nun, dass an der Stelle £:

r, —  Y)v  r /  Yj[ . . .Y )(n  - 1) =  y j f * - 1)

ist, so ersieht man, dass

4d%J  — — f(v ,  >?i)*=s-

Es ist aber hier, da  ̂(vj) =  f i ^ i )  — 0 ist, y(vj, yjt) eine Con
stante und man hat daher

4dzJ  — — y(y?, V7,) =: Co nst.

Diese Constante lässt sich vermöge der Entwicklungen in 
(II) durch ein bestimmtes Integral darstellen.

VIII.

Zu diesem Behufe soll zunächst gezeigt werden, dass zu 
irgend zwei gegebenen particulären Integralen u und v von 
<p(z) ■= 0 sich stets (n— 1 ) andere zu z2. .zn_ x auffinden lassen, 
dergestalt, dass sowohl

V 4 £. 4 %n • . . %n-1

als auch
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ein System conjugirter Integrale bilden.
Sind«}, ,un_i conjugirte Integrale von f (z )  — 0, so

vermag man die n(n—1 ) Unbekannten a in

— Ä)., o W + ® )., 1 ^ 1 +  • • • +  V-l, n— 1 1

derart zu bestimmen, dass

<P (v, Zx) =  o f  (v, u) +  «X, 1 f  (v, «!) +  . . . +  «x> © (l>, Wn_i) =  0

wird. Ertkeilt man hierin dem A die Werthe 1, 2. . (w—1 ), so 
kann man überdies, sobald f ( v } u) nicht verschwindet, aber auch 
nur in diesem Falle die a der Bedingung gemäss bestimmen, 
dass 2 +  «n • • «w- i , «—i von Null verschieden ist. Die Integrale

u, z{ ... zn_ x

sind dann linear unabhängig und bilden ein System conjugirter 
Integrale.

Es muss aber auch v linear unabhängig von zv zz . . .zn—i 
sein, da sonst <p(v, u) Null wären. Also bilden auch die Integrale

V,  Z y . . %n_ !

ein System conjugirter Integrale.
Diese Bemerkung soll nun bei der Werthbestimmung des 

irgend einem Punktepaare von x^ocx zugehörigen y>(r?, v̂ ) und vor
nehmlich zur Erörterung der Frage benützt werden, ob und unter 
welchen Bedingungen y(vj, v?t) verschwindet. Die Untersuchung 
wird an den für das Punktepaar cĉ cĉ  gebildeten y(rh vjJ geführt 
werden.

Das Integral v?t ist durch die Gleichung

A, T O

Vn- i  

( V n - 0

=  0

. ( V n l ^ )

gegeben, woraus, wenn mit A* die Determinante
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( - 1 ) * - 1

X, (F0) . . ( F i ^ C F i + O . .  (Fn-x)
X', (F') .(F U ),(F i.+1). (F U )

G. v. E s c h e r ic h ,

( F f - 1)). (F jfc?) . . ( F t i 1}) 

und 2 +  (F0). . .(F fc i13) mit A bezeichnet wird, sich für -nx ergibt:

rj — — F +  — F +  +  ^ ?t~ 1 7
1 “  A 0 A 1 ' A n _ 1 '

Somit ist

f(ril F „ _ i) .

Ist nun

r (v, F0) =  ? (v, vx) =  = ? («,Vn.-1) =  0,

so ist auch  ̂(yj, V7t) =  0; ist aber eine dieser Grössen, etwa 
<p(y, Ft) nicht Null, so lassen sich nach der vorhergehenden Be
merkung aus den Integralen des conjugirten Systems F,, Vt ... Vn~i 
(ii—1) lineare Verbindungen

■̂1 j • ■ %n—1

h erstellen, die sowohl mit v? als F* ein System conjugirter Inte
grale bilden.

Zwischen diesen Integralen %v . .zn—X und Vle darf also 
keine lineare Beziehung bestehen, und die G-rössen a in :

Z l  —  a o ^ O  +  * 1̂ 1 +  . . . + < x}l— jL Fl—1

=  cc*F0 +«jFi  +  . . + a * _ 1F»_1

sind gemäss den Gleichungen
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? tyf z i ) =  “J ? ( rh Fo) +«! ? (T‘f Vi ) +  + ? ( r'f -1) =  0
?(*>%) =  al ? { rh K )  +  a\ ? ( y , V i ) +  • (>3, Fm„i) =  0

Theorie der zweiten Variation. 14 8 7

y (yj, =  a” >(>?, FJ +  a” 1 J> (»7, Ft) +  . . +  a»-}p(v7, F„_i) =  0 
zu bestimmen.

Der Voraussetzung- nach ist y(vj, F*) nicht Null, und man 
kann daher aus diesen Gleichungen

yO*» ^o) ?(,*> Vy) <p(r„ V n-i)  
f b ,  V>)> f(v ,  F,) <p(rt, F,)

zu berechnen suchen. Dies ist in der That immer möglich, 
da die Determinante A — H ±a.'Q. • « £ _ ! wel che 
A(F0, Vt . F„_i) in (—1)*A(F*, zv. .  überführt, nicht Null
sein darf.

Man erhält auf diese Weise

? K  x̂) _  Ai
a >

wenn man mit A\ die Determinante bezeichnet, die aus A ent
steht, indem man darin für den unteren Index A : k setzt.

Dieselben Verhältnisse treten aber auch in der Gleichung

A (v?, z, . . ■ zn—i) _ , v  s A (z{, zz. . zn_x) 2

0 dx  A (F*, *r . ~  ^ A(F/,, .«M_i)z

auf, welche nach II, 1 die zv  zz . .zn- x zwischen vj und F* ver
mitteln, denn es ist A(vj, zt . .zn-i)  gleich dem Producte der 
beiden Matrizen

also

r‘ , V’r0

V n - 1

V'n-1

71----1

1 0 0 

o «;
o

•«A-i

A(yj, . . . *n_ j )  =  ^  (— i y cA (vj, F0 . F x _ i, F x + i . . F „ _ i ) A
\=o
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und
A ( Vt, z t . . . =  ( - 1  )kAA (F0, Vt . F ^ )

folglich
n—1

A(•/?, zt . . .sw_i) _  y  A  A(y?, F0. . . Fx-i, F).+i • . Vn- i)  _
A(F*, . . .*n_i) “  ^  ^ A(F0, Ft . F*^) —

_ _  v  A(rh F0... F)_x F),+1... Vn—-i) y('o, 7).)
-  Z , A(F0, Fj. Fw_i) y(„,F*)’

Dieser Werth in die obige Gleichung (a) eingesetzt, ergibt:

d V  A(u, F0. . F*_i, F,+1. . F„._i) ? (>?, Fx) _
U« d x L  A(F0, F ,. Fn_ 0  yfoF *)

A , 3g . . . 2n_i)

1 4 8 8  G. y. E s c h e r ic h ,

A (FA, *j .z„_i)s 
oder

n—1

Das Integral V7 verschwindet in #0 sammt seinen (ra — 1) 
ersten Derivirten, während von Vk eine Derivirte niederer als 
der wten Ordnung von Null verschieden sein muss, da sonst 
f(j i} F*) Null wäre. Der Quotient

. . . . .  TT- N A(>?, * , . . . * » _ ! )  _

_  v  a  (», K ... n - i ,  n + i • • ■ . t -

-  ------- A ( K o , ^ . . . ^ )  <’ ('•" h)

verschwindet daher nach IV in # 0 und wird, weil vj in x t nicht 
mit sammt seinen (ra—1) ersten Derivirten Null sein kann, in x y 
unendlich. Befinden sich zwischen x Q und x x Verschwindungs
punkte desselben, so liegt immer zwischen zwei aufeinanderfol-
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genden ein, aber auch nur ein Unendlichkeitspunkt desselben. 
Denn die Gleichung

A Z1 • • • Zn—l) — r y  \ Afci, Zz . .. 2„_i)2
0 dx  A (v?, . . . *n_ i )  ^  A (  F/,, . . * B_ i ) 2

lehrt, dass zwischen zwei Unendlichkeitspunkten von

A(v? .. .z?t_i) 2 

A(Ft,

immer mindestens ein Nullpunkt dieses Quotienten liegen muss.
Es muss daher mindestens auf einer Seite des £ ein Null

punkt x  des Quotienten sich befinden, der von £ durch keinen 
Unendlichkeitspunkt desselben getrennt ist. Integrirt man daher 
die obige Gleichung 1) zwischen x  und £ und berücksichtigt, 
dass in £

=  X, r/ =  X'.. .r/»-1) =  A^-1)

ist, dass also daselbst A(F0, Vt Fm_i) den Werth A und 
A(>7, F0...  F)._i, F).+i ... Vn-i)  den Werth A>. besitzt, so erhält man:

Fi) =

und daher

f \ ( ~ \ T C  A ( î j %% ‘ ‘ ' Z,t—0  0\r(r,,rll) =  - r (,, r p j '  2)

IX.

Diese Gleichung lehrt, dass y (vj, rly) nicht verschwindet, 
sobald unter den Grössen F0, Vt F„_i mindestens eine F* vor
handen ist, für welche y(r), F*) von Null verschieden ist. Befindet 
sich aber unter diesen n Grössen keine derartige, so ist vj eine 
lineare homogene Function von F0, Ft ... F„_i und y (v?, vj,) Null. 
Man ersieht hieraus:

„a? (y?, vjj) verschwindet dann und nur dann, wenn rt eine 
homogene lineare Function von F0, Vi ... Fn_i ist.“

Aus demselben Grunde muss aber dann auch v?1 eine lineare 
Verbindung der U0, t/j... Un- X sein, und umgekehrt.
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Das Integral ■n verschwindet in diesem Falle wie vjj sammt 
seinen (11— l)ten Ableitungen in x t und in £ ist

rt — vjj '(] — r/x — )/.. . ‘n(-n~1'> — — aO1—1) ;

es muss daher v? mit v?1 zusammenfallen. Da ferner r, eine homo
gene lineare Beziehung zwischen U0, Ux ...  Un_i und VQ, Vx ... F„_i 
herstellt, so verschwindet die Determinante A(£70, Ux... (7w_i) der 
Functionen UQ, üx ... Un_ x in ^  und A(F0, Fj F„_i) in # 0.

Und umgekehrt: Verschwindet A([70, C/j... _i) in a?1? was
zur Folge hat, dass A(F0, Vx F„_i) in x ü verschwindet, so be
steht ein Integral yj, das sowohl in x Q als auch in x t sammt 
seinen (n — l)ten Derivirten verschwindet. Nimmt man nun die 
Werthe, die vj, v/ ... r/n_1) in einem Punkte £ zwischen x 0 und x v  
in dem weder A(U0, Ut ... noch A(F0, Fj... 1) Null ist,
besitzen, bezüglich für 1, a' ... so ist das zugehörige y (yjjVjJziO.
Man erhält so den Satz;

„Unter den dem Punktepaare x 0x x zugehörigen (77, vjj) 
finden sich dann, aber auch nur dann, verschwindende vor, 
wenn die Determinante der dem Punkte x Q conjugirten Integrale 
in x x Null ist.“

Man findet auch leicht die notliwendigen und hinreichenden 
Bedingungen, unter welchen die sämmtlichen, dem Punktepaare 
x 0x v zugehörigen <p(r,} v;,) Null sind.

Da <p (>?, rty) — 0 sein soll, so muss eine lineare Ver
bindung der U0, Ux. . .  E4_x und -n eine solche der F0, Fj... F„_i 
sein. Für r,v kann jede der Grössen V0, Vy... Vn_i  und für 7? jedes 
Uw Ui ...U n- 1 genommen werden, daher muss aus den beiden 
Systemen U0, Ul . . . ü n_1 und F0, Vx FM_ X jedes Integral eine 
lineare Function der Integrale des ändern Systems sein.

Und umgekehrt ist dies der Fall, so ist jedes der für das 
Punktepaar x 0x y gebildeten <p (r,, r/x) Null.

X.

Verschwindet die Determinante A(ÜQ, Ux Un—1) weder
innerhalb x Qx x noch in x v  so kann auch A(F0,F1 F„_i) weder
in einem Punkte innerhalb x 0 x x noch in x 0 Null sein. Hieraus 
folgt, dass der Quotient in
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A(r}, z l ... sw_i)
A (F&, *, ^ _ i ) ’

der in # 0 Null ist, weder innerhalb x 0x x noch in x x verschwinden 
kann, da, wie die Gleichung VIII, 1 zeigt, zwischen zwei seiner 
Nullpunkte immer ein Unendlichkeitspunkt liegt.

Man kann daher in diesem Falle als die untere Grenze des 
Integrals VIII, 2 x  =  x 0 nehmen und ersieht so, dass die sämmt- 
lichen für die Punkte x 0x x in der angegebenen Weise gebildeten 
?(T/> r‘\) von Null verschieden und gleichbezeichnet sind.

Nimmt man unter diesen Voraussetzungen über A(U0,UX... £/ra_i) 
statt x 0 irgend einen anderen Punkt des Intervalles x 0x X) so kann 
auch die Determinante der diesem Punkte conjugirten Integrale 
ausser in ihm weder innerhalb x 0x x noch in x x verschwinden, da 
sonst nach IV auch A(£70, Ux Un—j.) innerhalb x 0 x x einen
Nullpunkt besitzen müsste. Man erhält daher den Satz:

Wenn die Determinante  der dem Punkte  x 0 con
jugirten Integrale  weder  in x x noch innerhalb x 0 x x 
verschwi ndet ,  so ist für die hier betrachteten Varia
t ionen des von x 0 und x x begrenzten Curvenstückes  
kei ne  zwei te  Variation des Integral s  Null  und al le  
haben das Vorze ichen von

82/ ‘
8yin) 8 y(n)

In diesem Falle kann man ©(vj, v?1), da es nicht verschwindet, 
und damit die zweite Variation des Integrals durch ein anderes 
bestimmtes Integral als VIII, 2 ausdriicken.

Man kann nämlich jetzt aus F0, Vx Vn—i nach (VIII) 
lineare Verbindungen

Zj, Zz Zn—1

hersteilen, die sowohl mit vj, als auch r/x ein System conjugirter 
Integrale bilden. Dieselben vermitteln die Gleichung

—  Zn—l) _ __ \ A(zl? Zz ... gw_ i)
dxA(-nx,z x «„_!) ' ’ ‘1 aQä(-nv zx ®„_i)2 ’

in welcher der linksstehende Quotient in x 0 verschwindet und 
in keinem Punkte von x 0x x unendlich wird. Integrirt man daher

S itz b . d. m a th e m .-n a tu rw . CI. X C V I I I .  B d . A b th . I I .  a . 96
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zwischen x 0 und £ und beachtet, dass in £ Zähler und Nenner 
gleich werden, so findet man:

Verschwindet A(f70, C/j UH-i)  zwar nicht innerhalb x 0x v  
aber in x v  so sind nicht mehr alle für x 0 x t gebildeten y (v;, v̂ ) 
von Null verschieden. Die nicht verschwindenden werden sowohl 
durch das Integral VIII, 2, wenn man darin x  — x 0 nimmt, als 
auch das in X dargestellt. Denn auch in diesem Falle ist jeder 
der Quotienten

in x 0 Null und wird innerhalb x 0 x t nirgends unendlich.
Es haben also die sämmtlichen für x Qx x gebildeten y(v?, ri{), 

die nicht Null sind, das Vorzeichen von (— aQ).
Die Determinante der irgend einem anderen Punkte von x Qx x 

conjugirten Integrale kann in diesem Falle ausser in ihm weder 
in einem der Grenzpunkte noch irgend einem Punkte von x 0x { 
verschwinden; daher sind sämmtliche ©(vj, v̂ ) für irgend ein 
Punktepaar in x Qx x von Null verschieden und werden durch die 
Integrale VIII, 2 und X dargestellt.

Man erkennt somit:
Verschwi ndet  die Det ermi nant e  der x 0 conjugirten  

Integral e  nicht  innerhalb x 0x t , aber in x i} so gibt  es 
zwar Variat ionen des Curvenstückes  von der hier 
b etr achteten Art,  deren zugehör ige  zwei te  Variat ionen  
des I n t e gr a l s  Nul l  sind; aber al le nicht  v e r s c h w i n 
denden haben das Zeichen von

XI.

A(v;, gj i)
2„-i)

XII.

Es erübrigt noch, den Fall zu betrachten, wo die Deter
minante der dem Punkte x 0 conjugirten Integrale innerhalb x 0x x
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verschwindet. Es sei a?' der nächste auf x Q folgende Nullpunkt 
von A(?70, Ux Un—i) und x x innerhalb ab so gewählt, dass weder 
diese Determinante noch die der conjugirten Integrale von x '0 

innerhalb x'0x i oder x t verschwindet. Dann kann auch die Deter
minante der dem Punkte x t conjugirten Integrale 
weder in x Q noch in x '0 verschwinden, sondern besitzt innerhalb  
x Q x ’ü einen und nur einen Nullpunkt x\.

Wegen der über A(170, Ut Un_ i) gemachten Voraussetzung 
kann keiner der für die Punkte x 0x t gebildeten Ausdrücke f  (v?,^) 
Null sein, und man wird daher <p(v, vt) stets aus einer der Glei
chungen VIII, 2 oder X bei passender Wahl der unteren Inte
grationsgrenze bestimmen können.

Da aber A(£70, Ut Un_x) in a/0 verschwindet, so besteht ein 
particuläres Integral von y? (z) =  0, das sowohl in x 0, als auch x '0 

sammt seinen (n — 1) ersten Ableitungen Null ist. Wählt man 
der Reihe nach für die Grössen A, A' A(”_1), welche > 
in £ annehmen sollen, die Werthe dieses Integrals und seiner 
(n — 1 ) ersten Ableitungen, so wird vj dieses Integrale selbst, und 
die Quotienten in VIII, 1 und X:

verschwinden sowohl in x Q als auch x'w weil daselbst der Zähler 
Null und der Nenner hievon verschieden ist, und werden nur in 
x ,y und x t unendlich.

Liegt nun £ innerhalb x Q x \ , so erhält man

A(V/, z t  . . .  z n _ x) A(v?, z t  . . .  i)

A {Vk,Zi z„_x) *»-0

*  A ( g i >  z z  • "  Z n ) 2  j r

liegt aber £ zwischen x[ und x '0, so findet man

A ( z v z z  . . .  ,

a0A(Vu, z i zny
undund

a-Q A (•/?!, z t  z n f  

96*
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Diese beiden Variationen von x 0x x bewirken also entgegen
gesetzt bezeichnete zweite Variationen des Integrals, nnd man 
erkennt somit:

Verschwi ndet  die Determinante  der dem Punkte  x 0 

conjugirten I nt egra l e  innerhalb der Strecke x 0x x, so 
bestehen zwei t e  Variat ionen des Integral s  mit ent
ge g e n g e s e t z t e n  Vorzeichen.

XIII.

Aus den vorangehenden Untersuchungen ergibt sich:
„Die bisher betrachteten zweiten Variationen des Integrals 

sind dann und nur dann sämmtlich von Null verschieden und 
haben einerlei Vorzeichen, wenn die Determinante des Systems 
conjugirter Integrale, das der unteren Grenze des Integrals ange
hört, weder zwischen den Grenzen noch an der oberen Grenze 
verschwindet.“

Es soll nun gezeigt werden, dass unter diesen Bedingungen 
alle zweiten Variationen des Integrals von Null verschieden und 
gleichbezeichnet sind.

Das Integral rjt von <p(z) r= 0 sei in x Q sammt seinen (n— 1) 
ersten Derivirten Null und nehme in £1? wo x 0 <  £( <  x t ist, sammt 
diesen Derivirten bezüglich die gegebenen differentialen Werthe 
/15 Aj an; das Integral rl2 verschwinde ebenfalls in x 0 mit
seinen (n— 1) ersten Ableitungen und in f2, wo c1< c 2< a ?1 ist, 
erhalten vj2, v?2 v/”-1) der Reihe nach die gegebenen differen
tialen Werthe a2, X2 Wegen der Voraussetzung, dass die
Determinante des dem Punkte x 0 conjugirten Systems weder 
innerhalb x 0 ocx noch in x x verschwindet, ist es immer möglich, 
das lineare Gleichungssystem aufzulösen, durch welches das Inte
gral t?3 von der Beschaffenheit bestimmt wird, dass rl3) r/a 
in C, bezüglich r,if v?' y?}*-1) und in £2 bezüglich v?2, -n'z
gleich ist.

Es ist dann, wie aus VII hervorgeht,

f  ß (rjx )lla7 +  f  ß (vj3) dx — f  ß (vjg) dx
t /  %J (|] % J X q

=  'PbvVtd +  f b m
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Durch ähnliche Überlegungen, wie sie in VIII angestellt 
wurden, erkennt man leicht, dass die Constante y(v 1— v?3) nicht 
Null sein kann und das Vorzeichen von — a0 besitzt.

Setzt man ^ — v?2 >?, so ist v? ein Integral von y (*) =  0,
das in x Q sammt seinen (n— 1) ersten Ableitungen verschwindet.

Bezeichnet man mit A die Determinante A(i70, Ul t^-i) 
und mit A* diejenige, die aus dieser entsteht, wenn man darin für 
Vk, U'. bezüglich r?3, yj3 setzt, so ist

Es ist somit 

?(*>

Von den hier vorkommenden Grössen

? i U0> *3)> ? ( UV 3̂) ? r's)

können nicht alle verschwinden, da sonst vj3 in x 0 mit allen seinen 
(11 — 1) ersten Derivirten verschwinden und daher riv  -n% und y?3 
identisch sein müssten.

Ist nun y (v 3,Uk) nicht Null, so bilde man aus n (n — 1) 
Grössen welche die n Gleichungen

Uo) +  “ \ ? ( r‘3>Ui )  +  . . . + a ra1_ 1y(v?3,C 4 _ 1) =  0  

«o ? 0'3> Uo) +  “ 1 ? 0*3> 1̂)'+ * * • +  a»-i ? 0*3> ^»-0 =  0

t f ~ 1? ( r‘3>U o )  +  * V ? ( r‘3>ü l ) +  ••• +  a " ~ { ? ( r'3>U n - l )  =  0

befriedigen und deren Determinante 2  + «o al - i a/t+i
nicht verschwindet, die (n—1) Integrale

11—1 

=  V ?(Uk,n 3).
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z\ — UqUq +  a.\Ux +  ... +  a.\—\Un—\ 

Z% — Gi2 UQ +  o\Uy +  . . . -f- Cin—iUn—i

G. v. E s c h e r ic h ,

zn-x — a” 1UQ 4- a” 1 Ux +  ... -f- a”_*Un- t .

Diese Integrale bilden sowohl mit y)3 als auch mit Uk ein' 
System conjugirter Integrale und ergeben daher nach II, 1 die 
Gleichung

d AQ?3, zx ... zn- t ) _  A(zv z% ... zn̂ y
°da;A(Uh z1 Zn-i) ^  3? k'A (U kfzt zn_ i) 2

Bezeichnet man mit^die nicht verschwindendeDeterminante 
2  +  a' an-\  mi  ̂ A  die Determinante, die
aus dieser hervorgeht, wenn man darin für den unteren Index X 
den Index Je setzt, so ist

A '
k

A (v?3, «, «„_i) =  ( — 1)* y  A(v?3, U0 ... ü’)._1ürH_1 .. . Un-JAx
\ = 0

und
A(F*, =: (-l)M A (C /0, Ut Un_ x).

Die obige Gleichung geht darnach in

d A (r/3, Uq •“  U\—1) U\+1 • • • Un— l) y (̂ 3? 4̂)  
' ^ Z j  a(«70,o; ^ - 0  y (»»,%)“

X. =  0

ACC/,,^ *„_o5

über,und man erhält hieraus,da dieDeterminante A(?70, £^-i)
innerhalb scQ nirgends verschwindet, indem man zwischen 

und £2 integrirt:

S  [ ( t )  - ( t ) J  ,,x
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f  (v?i—:r/z,n3) =  ? (-,n,-n3) =  — f  ■' • ’ %n~^K% dx.
••• Zn-l)

Also ist f(j)} v73) eine nicht verschwindende Grösse, die das 
Vorzeichen von — a0 hat. Somit:

f  Q('ni) d x +  f  il(ri3) d x ^  f  ß (v;2) dx,
t/ Xq *-/ £| *J Xq

je nachdem
82/1____*___  ^  A

dy(-»)dy(”) ^
ist.

XIV.

Man ertheile nun den Ordinaten einer beliebigen innerhalb 
x Q x x gelegenen Strecke Ev  £2 eine beliebige Variation H, die 
aber innerhalb und an den Grenzen dieser Strecke sammt 
ihren (2n—1) ersten Derivirten überal l  eindeutig ist. Nehmen
H, H' « in der Reihe nach die Werthe l v  A' Aĵ -1)
und in £2 bezüglich A2) A2 Ajj,M_1) an> so ä̂sst si°h e n̂ IDtegral  ̂
der Gleichung y(V) =  0 bestimmen, das sammt seinen (n— 1) 
ersten Devirten in ^ und £2 diese Werthe besitzt, da wegen der 
Voraussetzung, dass die Determinante A(Ü70, Ux . . .  weder
in x x noch innerhalb x 0 x x Null sei, auch die des hiebei aufzu
lösenden Gleichungssystems nicht verschwinden kann.

Setzt man nun
H -  n -  £,

so wird

C '\ i  (H) dx  — f  (n) dx — f  ?i[ß (r, +  t) —  Q (V,)] dx  =
'J Si J  Kl J

r n
=  f \ ( £ ) d x +  y  f  & u ix .

Wendet man auf den Ausdruck unter dem zweiten Integral
zeichen die Formel: 1

und daher

i A . S. 2.
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an, so erhält man

dk
+  -  +  S S«B '(»W),

1 4 9 8  G. v. E s c h e r ic h ,

und daher, wenn man berücksichtigt, dass £, 'cj in x 0.
und x t verschwinden:

«'(vjW )
dx]i dx —

n m n

f  g  £2'(««)<« dx = f a |? £  ( - 1>
’* Ä=1 ’’ *= 0

=  /* ty (r i)dx  — 0 ;. 
Jlz

da f  (v?) rr 0 ist. Somit ist

J *  ’ ß (//)  ^  z=j~  öß (vj) dx ’ ß (£) </#.

Das zweite Integral bedeutet hiebei die II. Variation, die 
das vorgelegte erfährt, wenn man ?/, y '  y ( n ~ x) im Intervalle 

und ^zx t unverändert lässt, hingegen auf der Strecke £t t2 

bezüglich um £, ändert.

XV.

Ist daher £ irgend eine Stelle zwischen £t und £2, so hat man, 
wenn man mit v? und £ die den früheren Grössen vj und £ in XIV 
entsprechenden bezeichnet, analog:

f  ?[ß (H ) — ß (vj)] dx  =  r  ß (£)

Daher ist:

~ J \ Q ( H ) - Q { - ; ) \ d x  =  Q ( Ö „ S

=  «0c(re)c(M- 1},
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da in £ die £, 'C' Q*—1) verschwinden. Je nachdem also a0 ^  0
ist, nimmt der Ausdruck

zu oder ab, wenn £ von ^ gegen £2 wächst. Man hat also:

ist. Aus dieser Bemerkung folgt:
Verschwindet A(J70, t/j... Un—i) weder in x t noch innerhalb 

x Qx v  so bewirkt jede Variation des y, die sammt ihren (2n— 1) 
ersten Derivirten innerhalb und an den Grenzen von x 0x i überall 
stetig ist, eine mit a0 gleichbezeichnete zweite Variation des 
Integrals.

Macht nun die Variation H  an den Stellen Ez end
liche Unstetigkeitssprünge, so ist hienach, wenn A(Ü70, Ux... Un—i) 
innerhalb x 0x x nicht verschwindet und man mit v?Ä das Integral 
von f ( z )  — 0 bezeichnet, für welches in £;. und £Ä+1:

ist, wenn £0 und bezüglich für x Q und x x gesetzt werden,

Denn bezeichnet man mit rtk das Integral von <p (z) rr 0, 
welches in x 0 sammt seinen (w — 1) ersten Derivirten ver
schwindet und wofür in

je nachdem

I I  =  -0, IV — rl W n-V z= ^ n~X)

n

je nachdem

ist.

r>k — vij., r/]c — r/k vj<> V =  ^ I_1)
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ist, so erhält man nach

r  ß (v?0) dx f  Q ^ n ^ d x ^  f  Q(j]z)d x
X « J  5 l *•' x 0

C ß (vjg) dx  +  C  ß (rjz) dx  ^ f  ß (vj3) dx
%/ Xq %J £■> \J Xq

"ß (>}„)dx + J ^  ß (vin) d x ^ O .

je nachdem
02/*

0 y(n) %y(n) 5*0

ist. Daher ist

und folglich auch

je nachdem

ist.

i S ; " 'Tc = 0 Vi
ß (vjÄ) dx

f Xlü ( H ) d x ^  0 ,
J  Xo

V f  < 0

8̂ (w) 3̂ (ra) '>

Diese Betrachtungen behalten offenbar auch ihre Giltigkeit^ 
wenn flW ... H ^n~ 1) zwar unendlich viele Unstetigkeitspunkte 
innerhalb x 0x i besitzen, dieselben aber eine Punktmenge I. Gat
tung oder, wie man sich auch ausdrückt, eine discrete Mannig
faltigkeit bilden.

Das Ergebniss der gesammten Untersuchungen lässt sich 
sonach in den Satz zusammenfassen:

Erthei l t  man im Integrale
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wo y ,y '  yfr—1) an den Grenzen a und b feste  Werthe an
nehmen sol len,  diesen Grössen Variat ionen vj, r / ... v?(w—̂  
d ie  an und innerhalb der Grenzen überal l  s t e t i g  sind, 
während y?W vj(2m—x) das e l bs t  eine di screte  Mannig
f a l t i g k e i t  von Uns t e t i gke i t s pun kt e n  bes i tzen dürfen,  
so s ind die sämmt l i chen z uge hör i ge n  zwei t en Varia
t ionen des Integral s  dann und nur dann von Nul l  ver
s chieden und g l e i chbeze i chnet ,  wenn die Determinante  
des e iner Grenze conjugirten I nt egra l s ys t ems  weder  
an der anderen Grenze noch innerhalb beider  Grenzen 
verschwindet .

Wird diese  Determi nante  innerhalb der Grenzen  
Nul l ,  so bes tehen Var i at i onen mit e nt ge ge nge s e t z t e m  
Vorzeichen;  ist s ie nicht  innerhalb der Grenzen,  aber 
an der oberen Grenze Nul l ,  so s ind a l l e  Var i at i onen  
g l e i c h b e z e i c h n e t ,  aber nicht  mehr al le  von Nul l  ver
schieden.
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